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Em Hits. Integraldarstellungen willkiirlicher Funktionen. 


Uber Integraldarstellungen willkirlicher Funktionen. 


Von 
Emm Hie in Erlangen. 





In der letzten Zeit hat das Problem der Darstellung willkiirlicher 
Funktionen durch in Fourierscher Weise gebildete Reihen die Aufmerk- 
samkeit auf sich gezogen und ist in mannigfacher Weise gelést worden; 
es sei hier nur an die grundlegenden Arbeiten von Herrn D. Hilbert in 
den Géttinger Nachrichten seit 1904 und an die Inauguraldissertation von 
Herrn Erhard Schmidt (Gottingen 1905)*) erinnert. In diesen Resultaten 
sind alle bisher bekannten Entwicklungen, wie die nach trigonometrischen 
Funktionen, nach Besselschen, Sturmschen, Kugel- und Laméschen Funk- 
tionen, ferner aber auch nach den von Herrn Poincaré entdeckten, von 
den Herren Le Roy, Stekloff, Zaremba, Korn u. a. weiter unter- 
suchten Eigenfunktionen der Differentialgleichung a + s + +iu=0 
als Spezialfille enthalten, indem die Frage nach der eishons der so- 
genannten ,,Normalfunktionen“ bei gewéhnlichen**) und partiellen linearen 
Differentialgleichungen sowie die Frage nach der Entwickelbarkeit will- 
kiirlicher Funktionen nach ihnen auf die Untersuchung der Integral- 
gleichung 


f(s) = 9(s) —4,f K(st) g(t) at 


zuriickgefihrt wird. K(st) ist der sogenannte Kern, eine in s und ¢ sym- 
metrische Funktion und soll der Bedingung geniigen, dab 


Sf Kt) dsat 


einen endlichen Wert besitzt. 

K(st) wird durch die Greensche Funktion der als Ausgangspunkt 
dienenden Differentialgleichung dargestellt. 

Die Normal- oder Eigenfunktionen ergeben sich dann als Lésungen 
der homogenen Integralgleichung: 


*) Abgedruckt in Math. Ann. Bd. 63. 
**) Vergl. auch A. Kneser, Math. Ann. Bd. 63, S. 477 u. f. 
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b 
0 = (s)—af K(st) g(t) dt, 


welche nur dann eine Lésung besitzt, wenn A ein Eigenwert ist. Die 
Eigenwerte 4 liegen isoliert und kénnen sich nur im Unendlichen hiufen. 
Es gilt dann der Satz, daB jede Funktion f(s), die sich vermittelst einer 
stetigen Funktion h(s) in der Form 


f(s) = ,f K(st)h(¢) at 


darstellen laBt, nach den zu K(st) gehérigen Eigenfunktionen entwickel- 
bar ist. b »b 


Es kann aber eintreten, dab J [i(k (st))?dsdt einen unendlich 


groBen Wert hat. Dieses ist z. B. dann der Fall, wenn man eine 
Differentialgleichung als Ausgangspunkt nimmt und das Intervall, fiir 
welches Normalfunktionen postuliert sind, sich bis zu geeigneten singu- 
laren Stellen erstrecken laiBt. Der einfachste solche Fall ergibt sich, 
wenn man von der Differentialgleichung os +Aay=0 ausgeht und das 
Intervall, in dessen Endpunkten die Normalfunktionen verschwinden sollen, 
in das Unendliche wachsen laBt. Hierbei hiufen sich die Eigenwerte auf 
der ganzen positiven Hialfte der A-Achse iiberall dicht an, die Eigen- 
werte bilden ein kontinuierliches Spektrum oder ein Streckenspektrum, 
ein Ausdruck, der von Herrn Hilbert*) in seiner Theorie der quadra- 
tischen Formen von unendlich vielen Verinderlichen eingefiihrt wurde. 
Statt der Reihenentwicklungen erhailt man daher bekanntlich das Fourier- 
sche Integraltheorem. Mit Ausnahme der Integraldarstellungen vermittelst 
Besselscher Funktionen und Kegelfunktionen ist nun die Verallgemeine- 
rung des Fourierschen Integraltheorems, wie sie der oben erwihnten Ver- 
allgemeinerung der Fourierschen Reihen entspricht, bis jetzt nicht naher 
durchgefiihrt. (Die hochinteressanten Untersuchungen von Hamilton**) 
stellen auch eine Verallgemeinerung des Fourierschen Integraltheorems 
dar, jedoch nach einer anderen Richtung hin, und kommen so hier nicht 
direkt in Betracht.) Es sind z. B. die Integraldarstellungen, welche sich 
aus den allgemeinen Reihenentwicklungen der Potentialtheorie ergeben, 
wenn sich ein Intervall bis an zwei zusammengefallene singulire Punkte 
erstreckt, nicht naher untersucht, wenn wir von einigen Bemerkungen 
von Herrn Bécher***) absehen. 


*) D. Hilbert, Gittinger Nachrichten 1906, 4. Mitteilung 8. 172. 
“*) Hamilton, On fluctuating fonctions. Trans. of Irish Ac. 19, 1842. 
™*) M. Bocher, Die Reihenentwicklungen der Potentialtheorie, Leipzig 1894, 8. 227. 
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Die Art der Darstellung von willkiirlichen Funktionen durch die 
Normalfunktionen einer Differentialgleichung mit einem singuifiren Punkte 
am Ende des Intervalls ist nun eine sehr mannigfaltige. Neben einem 
kontinuierlichen Spektrum kann noch, wie wir sehen werden, ein Punkt- 
spektrum auftreten; wir erhalten dadurch eine gemischte Darstellung, teils 
durch eine in Fourierscher Weise gebildete Reihe, teils durch ein Inte- 
gral, analog der Fourierschen Integraldarstellung. Es kann aber auch 
vorkommen, daB man eine Integraldarstellung erhilt, bei welcher das 
Integral nach den Eigenwerten tiber getrennte Intervalle zu nehmen ist; 
die Eigenwerte bilden eine unendliche Folge getrennter Streckenspektren. 
Herr Wirtinger*) kam im Falle der schwingenden Saite bei Aus- 
dehnung des Intervalles in das Unendliche zuerst auf die Existenz einer 
solchen Verteilung der Eigenwerte, welche sich nur lings gewisser 
Strecken anhiufen; er nannte diese Verteilung ,,Bandenspektrum“. Allein 
es findet sich bei Herrn Wirtinger keine weitere Durchfiihrung beziig- 
lich der Darstellung willkiirlicher Funktionen, ,da der Durchfiihrung 
der Grenziibergiinge sich mannigfaltige Schwierigkeiten entgegenstellen“, 
von denen die wesentlichste eben im Auftreten des Bandenspektrums be- 
steht. Jedoch ist schon die Aufdeckung der Existenz eines Banden- 
spektrums im Jahre 1897 auBerst bemerkenswert. Erst durch die grund- 
legende Arbeit von Herrn Hilbert**) tiber die Theorie der quadratischen 
Formen von unendlich vielen Veranderlichen ist ein Mittel geschaffen 
worden, das alle bis jetzt erwihnten Probleme behandeln laBt. 

Es soll nun die Aufgabe der folgenden Abhandlung sein, die Dar- 
stellungen willkiirlicher Funktionen durch Eigenfunktionen von Differential- 
gleichungen mit singuliiren Punkten vermittelst der eben zitierten Theorie 
der quadratischen Formen von unendlich vielen Verinderlichen zu _ be- 
handeln. Als Bindeglied benutzen wir nach wie vor die Integral- 
eaaange, - denen der Kern K(st) aber nicht mehr die Eigenschaft 


hat, dab ‘ f (K(st))?dsdt endlich ist, was eine wesentliche Voraussetzung 


fir die am ~~ erwaihnten Methoden der Integralgleichungen war. 
Dagegen wird eine geringe Modifikation der Hilbertschen Methode, die 
er in seiner 4. und 5. Mitteilung***) niedergelegt hat, zum Ziele fihren 
und uns gleichzeitig gestatten, gewisse Integralgleichungen zu behandeln, 
welche bis jetzt unzuginglich waren; jedoch gedenke ich, diesen letzten 


*) Mathematische Annalen 48, 8. 387. 
» Gottinger Nachrichten 1906, 4. Mitt. 8S. 157—227. 5. Mitt. 8. 489—480. 
*) Wir werden diese beiden Arbeiten in der Folge unter H. 4 bez. HS 
zitieren. 
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Punkt erst in einer folgenden Abhandlung ausfiihrlicher zu behandeln 
und nur beim einfachsten Falle, der sich an das Fouriersche Integral- 
theorem anschlieBt, aber typisch ist, wirklich durchzuftihren. Das 
Hauptaugenmerk soll auf die Darstellung willkiirlicher Funktionen ge- 
richtet sein. 

Was nun die Beniitzung der quadratischen Formen betrifft, so werden 
die wichtigsten Tatsachen dieser Theorie nachher zusammengestellt werden. 
Eine wesentliche Abweichung von der Hilbertschen Theorie wird nur 
daraus entspringen, daB die quadratischen Formen unendlich vieler Variablen 
hier nicht nur als Grenzfall von quadratischen Formen mit endlich vielen 
Variablen sich ergeben, sondern als Grenzfall von, dem Problem ange- 
paBten, sogenannten stetigen quadratischen Formen unendlich vieler Ver- 
anderlicher aufgefaBt werden, die nach den quadratischen Formen mit 
endlich vielen Veriinderlichen die einfachsten sind. Demzufolge werden 
im folgenden auch nur diejenigen Resultate der 4. Hilbertschen Note be- 
nutzt, welche sich auf vollistetige Formen und die allgemeine Theorie 
der orthogonalen Transformation unendlich vieler Variabeln beziehen. 

In Kap. | wird nun ausfiihrlich von diesem ‘Standpunkte aus das 
Fouriersche Integraltheorem entwickelt und gleichzeitig die allgemein zu 
beniitzende Methode auseinandergesetzt. Kap. Il behandelt einen etwas 
allgemeineren Fall, welcher auf eine gemischte Darstellung durch Reihe 
und Integral fiihrt, die der Verallgemeinerung der sogenannten Sturm- 
schen Entwicklungen entspricht. In Kap. III ist dann das von Wirtinger 
aufgestellte Problem durchgefiihrt, in Kap. IV die oben erwiahnten Dar- 
stellungen, die sich an die Potentialtheorie anschlieBen. Die Darstellungen 
willkiirlicher Funktionen, wie sie sich aus den Kap. II, I, IV ergeben, 
sind meines Wissens bisher nicht einmal nur formal angegeben. 


Kapitel I. 
Das Fouriersche Integraltheorem. 


§ 1. 
Aufstellung der Integralgleichung. 


Um das Fouriersche Integraltheorem zu erhalten, miissen wir von 
derselben Methode ausgehen, welche zur Ableitung der Fourierschen 
Reihenentwicklung vermittelst der Theorie der quadratischen Formen dient; 
jedoch miissen bei diesen Betrachtungen zur Erméglichung des Uber- 
ganges zur Integraldarstellung einige Modifikationen getroffen werden, 
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deren Notwendigkeit sich erst spiter ergeben wird. Wir gehen also 
darauf aus, die Lésungen der Differentialgleichung 


(1) dtm @) + (4 — 1) u,(z) = 0 


dx* 


zu bestimmen, welche fiir = 0 und a =/ verschwinden; diese Lésungen 
nennt man Eigenfunktionen, die dazugehérigen Werte 4 Kigenwerte; es 
ist dann die Méglichkeit der Entwicklung einer willkiirlichen Funktion 
nach diesen Eigenfunktionen zu untersuchen und zu sehen, was aus den 
Eigenfunktionen und der Entwicklung wird, wenn / unendlich grobe Werte 
annimmt, und gerade dabei wird uns die Theorie der quadratischen Formen 
wesentliche Dienste leisten. Um die fiir 1 =o auftretende Singularitit 
der Behandlung zuginglich zu machen, transformieren wir (1) vermittelst 
der Substitution: « = jlgs! in 


(2) d (s eu) + (4 — 1) u(s) —0, 


ds ds 8 


wobei dann u(s) fiir s = e~'=« und fiir s=1 verschwinden mub. 

Den Ubergang zu der Integralgleichung und der Theorie der qua- 
dratischen Formen vermittelt bekanntlich die Greensche Funktion*) 
G (st), die in s und ¢ symmetrisch ist, fir s = ¢ und s = | bei beliebigem ¢ 
verschwindet, deren 1. Ableitung fiir s = ¢ eine Unstetigkeit besitzt, defi- 
niert durch 
(3) lim[* G,(st)|  —lim[* @,(s8)| -- 


d=0 —~s=t+d d=0 s=t— 
und die der Differentialgleichung geniigt: 

dda... v(s) 
(4) de® da?) — =(- 


Man findet durch leichte Rechnung: 


(| —s) (!— ) 


2(1— 


G-)¢-9) 


(5) G{(st) = 2a — 


fir s>t; G,(st)= firs <1. 


Sei nun allgemein: L,(u) = :. < + qu, so gilt bekanntlich die Green- 


sche Formel 
Uy 
- y d dv\? 
(6) | [vuL,(u) —uL,(v)|dt = [p (v i —u aL 


wenn « und v stetige 1. und 2. Ableitungen besitzen. Wir wiahlen nun 
fiir L,(u) die linke Seite der Differentialgleichung (4), fiir u eine Eigen- 


*) Hilbert, 2. Mitt., Gdttinger Nachrichten 1904, 8. 217. 
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funktion w,(s) von (2), die in ¢ und 1 verschwindet, fiir v aber G,(st); dann 
findet man unter Beriicksichtigung der durch (3) definierten Unstetigkeit: 


1 
(7) ¥,(8) —4,/ G(st)¥(t) 4! =0 
und diese Integralgleichung definiert die Eigenfunktionen w,(s), da sie nur 
G, (st) 
fiir Eigenwerte 2 cine Lésung zuliBt. Der Kern om ist noch nicht 
symmetrisch; um ihn symmetrisch zu machen, setzen wir 
(s) 
(8) v(8) = fir s >; 9,(s)—0 flr O<Ss<e, 
8 
1 e* 
(9) 00 _ x og = OE %) fir s>t, 
Vs Ve “ 2Vs Vt 1 —e*) 
1 e* 
G0 x (af _&-*)¢-49) fir s<t; 
Veye * 2Vs Vea —e*) 


K,(st)=0, wenn s<e oder t<e; 


dann ist K,(st) = K,(ts) und man erhiilt als definitive Integralgleichung: 
1 
(10) @,(8) — 4] K,(st) p(t =0. 
0 


Aus der definierenden Differentialgleichung (2) ersieht man, daB die Eigen- 
werte, fiir welche (10) allein lésbar ist, 


(11) ay = 1+ To fir p=1, 2... 


sind; die dazu gehérigen Eigenfunktionen sind: 
sin (Vai —1 ‘Ig s|) 
. 


Durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor entstehen daraus die 
normierten Eigenfunktionen 9, ,(s), fiir welche neben 


(12) %,,.(8) = fir s>e; g, ,(s)=0 fir s<e. 


1 
| G,<(8) (8) ds =O fiir p+ q 
0 


auch noch die Relationen gelten 


1 
S Gp.) as = 1. 
ny 
Es ist also 
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Pp, (8) a sin in (V2) —1 —1 igs 8 | :) 


Vi %p,6))*ds Vs V¥ ge)’ 


(13) @,.(s) = wenn s> 6; 





Pp,(8) = 0, wenn s<e. 


Es sind nun die analogen Formeln fiir « = 0 daraus abzuleiten. Aus - 
K,(st) wird fir «= 0 
1 
G-") 


G—9) fir s >t; K(st) = 
2s Vt a 2Vs Ve 
Wir wihlen ferner p, derartig abhiingig von <, daB fiir irgend ein be- 
liebig vorgegebenes u 


(15) lim es -— Fi 


(14) K(st) = fiir s<t. 


dann ist 


(16) lim aS) = 1+ p*a*=2,; lim gp,,.(8) — g.(s) — Oz 8*). 
e#=0 b oni 


Vs 
Nun folgt aus (6) unter Beriicksichtigung von (14), wenn s +0, 
1 
(17) a, f K (st), (t)dt = @, (8) — [t K(st) Vt" (@, (0) VE) 
— 9 (t)VE ,(K(st)VE) |} 


Es geniigt nimlich K(st)//s Vt der Gleichung (4), 7, (8) Vs einer Glei- 
chung von der Form (2). Da nun g,(f)V¢ fiir alle reellen w in der Um- 
gebung von ¢=0 endlich bleibt, so konvergiert 


Keo, (t) dt 
mit nach 0 abnehmendem « gegen das wohlbestimmte Integral 
(Kit @,(t) dt, 
wenn s+0. Ebenso folgt rs 
lim {¢ | K(st)Vé ¥ (9,0) Vt) — 9,()VE 2, (Ke VE)|\ = 0; 
daher ist: 


1 
(18) 9, (8) — 4, | K(st) p,(t)dt =0. 
0 
Wir haben also den Satz: 
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Die homogene Integralgleichung (18), welche zum Kerne K(st) gehirt, 
hat fiir alle Werte 1,>1 eine Lisung ¢,(s), welche fiir s = 1 verschwindet, 
und welche, mit Vs multipliziert, in der Umgebung von s = 0 unterhalb einer 
endlichen Grenze bleibt. o,(8) - Vs geniigt dann der Gleichung (2) fir 1=2,, 
und die ,(st)- Vs stellen diejenigen Lisungen von (2) dar, die fiir s = 1 
verschwinden, fiir s = 0 unter einer endlichen Grenze bleiben. 


1 
y,,(8) laBt sich dann nicht mehr so normieren, daB fo, (sas =1; 
1 0 
vielmehr ist J p, (8) ds = co. 
0 


§ 2. 
Zusammenstellung einiger Sitze aus der Theorie der 
quadratischen Formen.*) 


Ehe wir jetzt die Theorie der quadratischen Formen auf die ge- 
wonnene Integralgleichung anwenden, stellen wir die wichtigsten Defi- 
nitionen und Siitze der Hilbertschen Theorie der quadratischen Formen 
zusammen, wie sie in der 4. und 5. Mitteilung in den Géttinger Nach- 
richten 1906 aufgestellt sind. 

Es sei 


k,, — ky; >= (x2) < 1; (yy) < 1; K(x2) _ D> Kegs Mp yi 
p=1---@ 


qg=1 oo 


i=1 
K(ay) = Shoo XpVo° 
I. Die bilineare Form K(zy) heiBt beschrinkt, wenn sie fiir alle x 
und y, die der Bedingung (4x) < 1, (yy) < 1 geniigen, unter einer end- 
lichen Grenze bleibt; dann ist natiirlich auch die quadratische Form 
K(x) beschrinkt, und umgekehrt, ist K(x) beschrinkt, so ist es auch 
K(ay)(H. 4 8. 176). 
Il. Unter der Faltung von zwei Linearformen 


L(z)= Dz, Me) = > m2, 


L() M() ~- Som (H. 4 S. 159). 


versteht man 


Fir Linearformen gelten dann folgende Tatsachen: 
Ha. Es ist immer: (->"J,2,) < > 12. >’) (H.4 8. 176). 


*) Diese Siitze werden im folgenden immer mit den entsprechenden rémischen 
Ziffern zitiert. 
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IIb. Ist stets ->'I,2,< M, sobald (x2) <1, so ist aVsu 

i 
Ile. Seien in L(x) = 2! (x,(€))* die «,(€) stetige Funktionen einer 


Variabeln £, ferner PAC ())? <M und 2" *konvergent, dann konvergiert 
"1,28 gleichmaBig (H.5 S. 442). 
‘ 
Il. K,(#y)= >k ‘ng %p¥, heiBt der n* Abschnitt von K(zy). 
p=l---n 


g=1 
Ist K(wy) eine beschrinkte Form, so konvergiert K,(xy) bei festen x 
und y gegen K(xy) mit wachsendem », wenn (xz) <1, (yy) <1; dh. es ist 


lim K, (xy) = K(ay) (H.4 8.177). 


Diese Limesgleichung gilt gleichmiiBig fiir solche Veriinderliche xz und y, 


fiir welche > #2 und > gleichmaBig konvergieren. Und aus dem 
l. c. gegebenen Beweise folgt unmittelbar: 

IV. Es sei K,(xy)< M fiir alle « >0, wenn (az) <1, (yy) <1; 
ferner sei fiir jedes endliche n: lim K,,,, (zy) = K, (vy), dann ist 


lim K,(xy) = K(ay) 
e=0 
und K(xy) eine beschrankte Form. 


V. Resolvente heiBt eine quadratische Form K(A; xy), welche mit 
der beschriinkten Form K(xy) durch die Gleichung verbunden ist: 


K(A; wy) — 2K (x-) K(A; -y) = (wy). 
VI. Wenn > i, konvergiert, ist K(xy) eine beschriankte stetige 


Pd 
(vollstetige) Form (H. 4 8. 203). 
Fiir beschriinkte stetige Formen gelten folgende Siitze: 
VIL. Die Lésung der Gleichung: 


durch eine beschriinkte Linearform L,(x) ist, wenn K(xx) eine stetige 
quadratische Form ist, nur fiir ganz bestimmte Werte 4, méglich. Diese ,, 
welche sich nur im Unendlichen hiufen kénnen, heiBen Eigenwerte, die 
L,(«) Eigenformen. Man kann die Eigenformen immer so normiert an- 
nehmen, daB a ie ot 

L, (+) L, (-)=0, wenn q+p, 
ist (H. 4 S. 201). 
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VIII. Wenn K(zy) vollstetig ist, und 1,,4,,--- ihre samtlichen 
(sich héchstens im Unendlichen hiiufenden) Eigenwerte, L,(x) die daza- 
gehérigen Eigenfunktionen sind, so hat man: 


(L. (x)\? 
K(a#2) = > ( 2) 
P 
P 


Es existiert dann fiir alle 4 auBberhalb des von den Eigenwerten gebil- 
deten ,Spektrums“ eine beschriinkte eindeutig definierte Resolvente: 


K(A; 22) = =o yey 


(y=) 1—- 
a, 


(xa) = >" (L,@))* 


(p,%) 


Unter den Eigenwerten 2, kann auch der Wert oo einfach oder mehr- 
fach vorkommen, woran durch das dem Summenzeichen angefiigte oo er- 
innert wird (H. 4 S. 201). 

Herr Hilbert behandelt in der 4. Mitteilung auch das analoge Problem 
fiir allgemeine beschriiakte Formen. Wir werden jedoch im folgenden die 
darauf beziiglichen Resultate nicht zu beniitzen brauchen, sondern sie 
werden sich in den von uns betrachteten Spezialfillen aus unseren Unter- 
suchungen von selbst mitergeben, indem wir die allgemeine beschrinkte 
Form als Grenzfall von vollstetigen Formen betrachten. Zum Vergleich 
seien jedoch die Formeln von Hilbert hier gegeben. 

Wenn K(xy) eine beschrinkte, aber nicht mehr vollstetige Form ist, 
so tritt im allgemeinen neben den Eigenwerten 4,, dem Punktspektrum, 
noch ein Streckenspektrum s auf, zu dem die beschrinkte Form o(A; 72), 
die ,Spektralform“, gehért, und man hat: 


L.@yY (delu: ex 
K(x) = ~~ +f do(u; x2) 


u 


K(A; x 2) hi p*))? ee Sees 50) , 


(p,0) 1— 
: — 


(wa) -> (L, (a)? eS, Lx). 


(p, 2) 


Die 4, kénnen in diesem Falle auch im Endlichen Hiufungsstellen 
besitzen. 
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§ 3. 
Bildung der quadratischen Form. 


Um von einer Integralgleichung zu der quadratischen Form iiberzu- 
gehen, benutzt Herr Hilbert (H. 5 S. 452) irgend ein sogenanntes vollstin- 
diges orthogonales Funktionensystem; wir bedienen uns des Systems 


V2 sin (xs); V2 sin (228); ---. ; 
Seien dann u(s) und o(s) im allgemeinen stetig und sowohl J ‘(u(o))? ds 
1 0 


als auch | f (v(s))?ds endlich, so ist *): 
1 ; oo 1 r 1 
(19) J u(s) v(s) ds => fu(s) V2 sin (ps) ds fv(s) - V2 sin (pzs) ds. 
0 p=10 0 
Man setzt alsdann: 
1 1 
(20) J K, (st) V2 sin (pat) dt = k*(s); kp(s) V2 sin (gas) ds = K?, 
0 0) 


(21) K,(«y) - >i, Lp Yo - 
Pd 


Wenn dann « von 0 verschieden ist, so folgt durch zweimalige Anwendung 


yon (19): sd 
> (4? — Jf Koo)tasat, 
4 a 


also hat die Summe einen endlichen Wert und K,(xy) ist vollstetig. 
Dann ist aber nach VIII: 


= LI ( s 
(22) K(x2) = > ( Bee 
p=1 a 


und aus der Hilbertschen 5. Mitteilung 1. c. folgt, daB die endlichen Eigen- 
werte 4") von K,(xx) mit den Eigenwerten 4,” der Integralgleichung (10) 
zusammenfallen; daB ferner die zu 4%’ gehdrige Linearform 


L(x) = P TP 2; 
i=1 
mit den in (13) definierten g, ,(s) durch die Relation verbunden ist: 


‘ &. : 
Vie 
ae 


ic. 
V29 p,«(8) sin (is) d 8 


= /ilge 
a y v= 


*) A. Hurwitz, Mathematische Annalen, Bd. 57. 
**) ¢ ist hier natiirlich nur eine ganze Zahl. 


=f’ . **) 


(23) 1?" - {v2 Pp, (8) sin (ins) ds = 





Setzen wir also 


(24) Li? (2) = St 2, = 1 (a) V8", 
so wird . 


— 2 (9 (a) 
(25) K,(x2) -> oe 
p=1 P 


Wir haben jetzt zu untersuchen, was aus der linken und rechten 
Seite von (25) wird, wenn « nach 0 konvergiert. Wir zeigen zunichst, 
dab, wenn 


1 
k,(s) =f K(st) V2 sin (pzt) dt; 


(26) 


1 


1 

ky, -f k,(s)V2 sin (qas) ds =JJ K(st) 2 sin (pas) sin(qat)dsdt 
0 

ist, 


(27) lim K,(2y) = K(ay) -> kno Xp Yo 
— Prd 


wird. Es ist nimlich der kleinste Eigenwert i; fiir jedes noch so kleine « 
gréBer als 1 und der absolut kleinste Eigenwert einer (voll)stetigen qua- 
dratischen Form ist gleich dem reziproken Werte des Maximums von 
K,(axz) unter der Nebenbedingung (x7) < 1; also ist |K,(xx) <1 fir 
alle z, die der Bedingung (xz) < 1 geniigen. Ist auch (yy) < 1, so findet 
man, indem man in K,(xxz) x durch « + y ersetzt, daB auch K(x y) fir 
alle « unter einer festen Zahl liegt. 

Wir kénnen daher nach IV auf (27) unmittelbar schlieBen, wenn wir 
noch zeigen, da fiir beliebig groBes, aber festes n: 


lim K,,,(7y) = K, (xy) 
#=0 
ist, oder dab man zu vorgegebenem d « so klein bestimmen kann, dab 


(28) > (kor — HY) ap ye| <6 
p=l1---n 
q=1---n 


wird. (28) ist aber sicher erfiillt, wenn wir erreichen kénnen, daB 
kpq -/ kee | < s, 


wird. Aber eine leichte Integralabschiitzung zeigt, daB wir dies tatsich- 
lich erfiillen kénnen, wenn « nur klein genug ist, denn man hat ja 
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= ~—t) 
ad Jaf" 7 ahr =4) sin (ps) sin (qxt) ds 
4) il 
of ofS weve Mt sin (pas) sin (qat) ds, 
fof —— sin (pas) sin (qt) ds 


: sin (pas) sin (gat) ds. 


Damit ist also (27) bewiesen, und es folgt, dab K(xy) eine be- 
schrinkte Form ist. 


Wir fiihren jetzt auch in der rechten Seite von (25) den Grenziiber- 
gang durch. Es ist 

=, 2(L (a)? ~SS 2 (LY (@))* 

29 2 =>- 

(29) » igs 0 > +R 


1 ii”) 
a ge a 


2 (LP (#))" 


Ry = 
} (e) 
\ige a> 


p=M lge|+1 


Da nun nach (24) und VII 
ae 2 (ZL) (2))" 
oe Se 
ist, so folgt 


(30) |Rul < ~=——-; 
M\lge\+1 
Ry kann also, wenn wir M groB® genug wiihlen, unabhiingig von « be- 
liebig klein gemacht werden. 
Von dem ersten Gliede lé8t sich von vornherein erwarten, daB es 
gegen ein Integral konvergieren wird; es ist dieser Ubergang nur noch in 
seinen Einzelheiten zu verfolgen. Wir setzen 
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: 1 
(31) M” = { ¥29,(s) sin (ias)ds = { V2 sin (ux |Igs}) sas, 
é é ‘ 


(32) >t «, ne L, (2) ae L(x, u). 


i=l 
Jetzt ist zwar jedes einzelne [{"’ endlich und nach (31) fiir alle i und w 


unterhalb einer festen Grenze, aber py () nimmt einen unendlich groBen 
i=1 . 

Wert an, wie man sofort sieht, wenn man g,(s) fir s<d gleich © 

setzt, und, was dann erlaubt ist, (19) anwendet. Dann ist aber L, (x) 

keine beschrinkte Linearform mehr, vielmehr muB es Werte z geben, fiir 

welche (xx) <1 ist und L,(x) unendlich groB wird. Denn die Herren 

Hellinger und Toeplitz*) haben gezeigt, dab, wenn eine Linearform 


> 42, fiir alle z konvergiert, fiir welche (vz) <1 ist, immer > 4 
i=l 

konvergiert; daraus folgt aber, dab L,(z) nicht fiir alle (cv) <1 konver- 
gieren kann. Dieser Umstand rechtfertigt es, wenn wir im folgenden eine 
weit engere Bedingung einfiihren; es reicht fiir unsere nichsten Zwecke 
aus, dai 


(33) > | z,| 


konvergent ist. 


Linearformen, welche mit > |x, |?-* gleichzeitig konvergieren, wenn 
i=1 
6 irgend eine zwischen 0 und 1 liegende Zahl ist, nennen wir semi- 
beschriinkt; semibeschrinkte Linearformen**) werden in der folgenden 
Theorie tiberhaupt von groBer Bedeutung sein. Wir nehmen jetzt an, 
daB (33) erfiillt sei. Wir beweisen dann, daB unter dieser Voraussetzung 
L(x,u) in bezug auf uw integrabel ist und daB 


M\ lige 


2 (LS) ))* 1 

x \2 

Phere camer tc oe 
«=0 p=1 lige (1+ Ige .) 


*) Gdttinger Nachrichten 1906: Theorie der unendlichen Matrizen. 

**) Diese Formen sind sehr nahe mit den von Herrn Hellinger in seiner 
Inauguraldissertation (Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen, Gottingen 1907) 
eingefiihrten Differentialformen verwandt. 





Integraldarstellungen willkirlicher Funktionen. 15 


Da nimlich die /{, sowie die * unter einer festen Grenze*) liegen, 
die von i, u, p und « unabhingig gewahlt werden kann, so folgt aus (33), 
daB man m bei einem vorgegebenen 6 so groB bestimmen kann, daB 


(35) Dd al <4; > |t Xi <<. 
Da also > i x; in bezug auf w gleichmaBig konvergiert, so haben 
i=1 
wir nur zu zeigen, daB 7“) integrabel in bezug auf u ist; dann folgt (34), 
wenn wir noch zeigen kénnen, daB man « so klein wihlen kann, daB 
(36) L(x,u) — L9(a)| <6 
wird, wenn x,= uw lge +k und k eine beliebige endliche Zahl ist. 
Unter Beriicksichtigung von (35) findet man, dab alle Behauptungen 
bewiesen sind, wenn wir fiir ein beliebig groBes, aber festes m zeigen 
kénnen, daB man 
(37) [he — tel So 


‘= 2m 


machen kann, denn daraus folgt, daB die Schwankung von L(2,u) in einem 
geniigend kleinen Intervall u beliebig klein gemacht werden kann und 
hieraus folgt in Verbindung mit (37) die Formel (34). 

Nun ist 


1 
i) - {v2 sin (ua |lgs) sin (ias) ait 


jig e| 8 


1 
qe" +f V2 sin (eles +® = \lgs ) O98 2, 


u 


jlge 


nd 
Jv sin (eles hb i!) mb a ds,< y2| Ss 2y2 «, 
§ , Ye ae) 


8 
ferner: 


, . k 
sin (uz lgs) — sin (ux |Ig s| re . Ag s|) 


= — 2cos ((ux +; La lIgs ) sin ( ’ nee) 
Also ist: 


*) Schirfere Abschiitzungen iiber das Unendlichkleinwerden von #* mit wachsen- 
dem p sind an dieser Stelle noch nicht notwendig, zeigen jedoch, daB weit be- 
schriinktere Voraussetzungen als (88) geniigen. 











Eun Hrs. 
fra sin (uz |lgs|) — sin (u2| Igs| + Tee. Ig s ) a 6e9) as 


— | f 273 eo( ((ux + ile) Igs)) sin (8°!) $e, 


= . (/ka\igs|\| ds ’ 
<2¥2 f|in( pale 
Wir zerlegen jetzt das Intervall 0 bis 1 in zwei Teile, von 0 bis 0’ 
und von 6° bis 1, wobei wir ¢ und 6’ so wihlen, daB 
J 
. (kx \lgd’| _@ fale @ . 
: (3 iige/) 162m’ J) Vs! = 162m 
Dann folgt: 
=! \lg = ds 3d 
2 v2 Sisin( F ieap Vs = 8m 


FaBt man dieses zusammen, so folgt (37) und daraus (34).*) Dieselbe 
Betrachtung lehrt aber auch unter Beriicksichtigung von (30), daB man M 
so groB wihlen kann, dab 


M+N 
(38) 2 J ew du <6, 
M 
wie groB auch N sein mag; also folgt aus (25), (27), (34), (38) 
i > (ew) 
(39) K(z2) = it ant d 
Aus (39) folgt, indem man z durch z + y ersetzt, dh. ,,polarisiert“, 

._ 9 [Lae Liye) 

(40) K(xy) = 2 | 1+ u*x?® du 
0 


*) Der wesentliche, verallgemeinerungsfaihige Gedanke dieses Beweises von (37), 
den wir hier der Klarheit wegen rechnerisch durchgefiihrt haben, besteht in folgendem. 
Das Intervall, tiber welches die beiden Integrale fiir Ky) baw. /¥«’* zu nehmen sind, 
wird in zwei Teile geteilt; der eine geht von 0 bis 3’, der andere von & bis 1. Das 
erste Intervall kann so klein gemacht werden, da6 die beiden dazugehdrigen Inte- 
grale beliebig klein werden, im anderen Intervalle sind die Funktionen unter den 
Integralzeichen dieselben analytischen Funktionen der diesbeziiglichen Eigenwerte, 


also hier analytische Funktionen von ua bzw. von ua+ a Der Unterschied 


zwischen den beiden iiber das Intervall (6,1) erstreckten Integralen kann also auch 
beliebig klein gemacht werden, wenn der Unterschied zwischen den diesbeziiglichen 
Eigenwerten klein genug ist. 
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§ 4. 
Ableitung des Fourierschen Integraltheorems. 


Aus (40) kénnen wir jetzt das Fouriersche Integraltheorem ableiten; 
zu diesem Zwecke setzen wir: 


1 
a!) — | K,(st) V2 sin (pat) dt =—K?(s), 2, = k,(s), 
(41) : 


1 
y, = g(t) V2 sin (qxt) dt, 
0 


wobei g(¢) in 0 und 1 verschwinden und eine erste Ableitung besitzen 
soll, die den Dirichletschen Bedingungen geniigt. Es habe jetzt s einen 
festen, von 0 verschiedenen Wert; dann wihlen wir « kleiner als s. 
K,(st) ist unter dieser Voraussetzung eine stetige Funktion von ¢, deren 
erste Ableitung nach ¢ tiberall endlich ist, wenn wir sie mit V¢ multi- 
plizieren; die erste Ableitung erleidet ferner nur in ¢ und s einen Sprung. 
Die mit V¢ multiplizierte Ableitung nach ¢ von K,(st) bleibt tiberdies 
unter einer fiir alle ¢ gleichen endlichen Grenze. Man findet dann, eine 


bekannte Eigenschaft*) der gewéhnlichen Fourierkoeffizienten bentitzend: 
(42) la = HO) <4 5 yl Se 
p* | q 


wobei A bei festem s eine Konstante ist, die wir fiir alle « gleich an- 
nehmen diirfen; ebenso ist B eine endliche Konstante. Da dann 


Ser und Sw 
q=1 


p=1 
gleichmaBig fiir alle « konvergieren, so findet man wie bei IV 
(43) ' lim K,(2 y) = K(xy). 

e=0 


Nun ist aber: 


K,(2y) = 2* PD Hey Ys 
-2% “) 2D (of) sin (pxt) sin (qxo) dedt y, 
-V2 Ds ffx (ot) g(a) sin (pxt)dodt 


= ffx, (st) K,(ot) (0) do dt =x (st) g(t) at, 


*) Vel s z. B. E. Picard, Traité d’Analyse I, 1. Aufi., 8S. 233. 
Mathematische Annalen. LXVL 





18 
wie aus (19) unmittelbar folgt. Dabei ist 


Eso Huns. 


J K,(s0) K,(t) do = K((st); 


also, wenn z. B. s>t>e, 





4oVs Vt (1—e*)* 4oVs Vt (1—e? 


t 


. [© ‘(9-2 


4oVs Vi (i—e* we. 


Dieser Ausdruck lehrt unmittelbar: 
3 i 
(44) lim {K,%(st) 9(¢) dt = f K®(st) g(t) at. 
ae 0 
Das Vorhergehende zusammenfassend haben wir also: 


1 
K(zy) = f K(st) g(t) dt; 
0 
wobei 


1 
K®)(st) — { K(so) K(ot)do 
0 


ist, 


Se /' TEIG-9,, (EMM IE~) 


Wir miissen das analoge Verfahren auf der rechten Seite von (40) 


anwenden. Da e |) fiir alle ¢ gleichmaBig konvergiert, ebenso > y, | 


p=i1 qg=1 


konvergiert, so folgt wie bei (36) 
L(a,) = lim LP(a); L(y,u) = lim LP(y), 
#=0 #=0 


wobei x= |lge| sein mag, und wir uns den an sich willkirlichen 
Grenziibergang so vollzogen denken, daB x immer eine ganze Zahl ist. 


Dann wird nach (23), (12), (19) und (10) 





(45) L® (a) — 


tino |Igel) L(y) = ~ foc esis 


[th 


Va 
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Es ist also: 


sil 1 , 
(45a) L(a,u) = rT, —_ @3|) 


Wir setzen jetzt: 
1 
(46) f(s) =f K,(st) g(t) dt; 
0 


dann ist nach (45) und (10): 


1 
LY (y) i \Ig it) 
2) - J sin extiet) f,0(t) dt, 








(1+ w*x*)* 
also 
47) li LY (2) LY) sin (ux \lgs\) f t let 
(sf) — 1+ p?x? Nigel Vs f,(é sin (wx |Ig Fr 
_ L@,») ne 
ee eS 
Wir setzen nun: 
1 
(48) f(s) Vs = f(s) = Vs J K)(st) g(t) dt, 
0 
dann ist: 
oo 1 
49) (9) = 2. f du sin(ualigs|) f sin (wa llgey ry’ 
t) 0 


Es ist noch anzugeben, unter welchen Bedingungen sich f(s) in der 
Form (48) darstellen laBt. Wir setzen zu diesem Zwecke: 


f(s)=Vs [ K(st)g,(Qadt; g(t) =f K(te) g(x) de 


und fiihren wieder statt K(st) 





G(st) 
Vive ~ Kis) 


ein; dabei geniigt G(st) der Gleichung (4) und hat die charakteristische 
Unstetigkeit der Greenschen Funktion. Man hat also: 


1 
G(st) 9, © G (te) 
s -{ st at; t ~ f 52 =g(t)dtr 
f(s) J vi 9; (2) WV g(x) dt, 
und es ergibt sich: 


,@) 4 , aft t @ , () Vt 
a io - 7° m; a5 at 5; (a(t) VE) — a 


9* 
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was man durch Anwendung des Greenschen Satzes auf die linke Seite 
von (4) verifiziert, indem man fiir « G(s¢), fiir v im ersten Falle f(#), 
im zweiten Falle g,(t)V/t setzt. Dabei muB aber f(#) und g,(¢) Ve fiir 
t= und ¢=1 verschwinden und iiberall zweimal stetig differentiierbar 
sein. Wir schreiben nun etwas symmetrischer: 


~nOVi=—9,(t) = 05 tf — 70; —9@Vi=ts t2 9) —9,(0. 


Das so bei gegebenem f(t) definierte g(¢) mu8 in 0 und 1 verschwinden 
und eine stetige erste Ableitung besitzen. 


§ 5. 
Bildung der Resolvente K (4; 2a) von K (xx). 
Um die so aufgestellten Bedingungen fiir f(s) zu vereinfachen, miissen 


wir die vorher abgebrochene Theorie der quadratischen Formen weiter 


ausbauen und speziell suchen, die in V definierte Resolvente K(A; xx) 
zu gewinnen. 


Aus der Definitionsgleichung in V fiir K,(4; xy) folgt zuniichst formal 
(50) K,(A;a2) = (ax) + 1K, (ax) + VEO (ar) +--- +a K(ex) +--+, 
wobei K,” (ax) = K{"~-(a-) K(-x) die mn iterierte Form ist. Ferner 
ist fiir alle «, wie wir friiher gesehen haben, 

|K,(xz)| <1, 
ebenso folgt aus der etwas weiter unten in (51b) gegebenen Darstellung 

|\K,(a2)) <1, |K,(ez)|} <1 

und daher konvergiert die Reihe in (50) fiir 

a; <a’ <1.) 
Wir kénnen also fiir alle « » so groB angeben, dab, wenn wir setzen: 
(51) K,(A;aa) = (ax) + 2K,(ax) +--- + 4°" KE- (nz) + RY, 
| R{?,| <é fiir alle ¢ wird. Ferner ist nach (25) und (29) und der Defi- 
nition von K,’ ...) 


M \ge 


(51a) K,(z2)— >’ - + RY, 


M\lge| 


2 (LY (2)? 2) 
(51b) KS (cz) = >' —*_, les 
& ley e 


*) An dieser Voraussetzung fiir 1 wird im folgenden festgehalten, soweit nichts 
anderes bemerkt ist. 
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wobei die R&, mit wachsendem n immer kleiner werden; man zeigt dann, 


wie bei (39), dab, wenn » eine endliche Zahl ist und ei \z,| konvergiert, 
man ¢ so klein bestimmen kann, daB fir alle &<«, e”"<<¢ 
K(x) — Kye (x2)|\< 6, |K% (ax) — K® (ax)| <4, 
KS? (xx) — KY (ax)| <8; 
folglich ist auch: 
es qnti 


|K,(a; 2x) — K,,(A; 22)| <4 Sao e +. 


Die K,(A; 2x) konvergieren also mit abnehmendem « gegen eine qua- 


dratische Form K(A; 2x), wenn |4| < 4’, <1 ist und a |a,, konvergiert. 
Da nun K,(A; 2x)| fiir alle « unter einer festen Grenze liegt, die unab- 
hingig von « ist, sofern (zz) <1, so ist K(A;ax) gewiB auch eine be- 
schriinkte quadratische Form, wenn wir noch zeigen, dab, wenn nur 
(ex) <1, 

lim K,(A; x2) = K(A; x2). 

e=0 


In der Tat sei nun: 


K,(4; 22) -> Hpy Lp ty; K(A;x2) -)»> Up qUpX,- 
P,@ Pg 
Setzt man dann alle x=0 auber 2; z,—1, wobei p irgend eine be- 
liebige ganze Zahl ist, so folgt 
lim xp» = %pp; 
e=0 


ebenso findet man fiir irgend ein q 


lim aye = Xoq- 
e=0 


Setzt man alle = 0, auBer z, und z,, so findet man 
— 
lim xp = Xp¢ 


#=0 


und nach IV 
lim K,(A; 22) = K(A; 272). 
«=O 


Setzen wir nun: 
M\leel, 


L® 2 
K.,u(“2) _— ( P @)) 


J |igela ” 
so ist nach (51a) fiir alle z und « gleichmibig 


lim K,, w(aa2) = K, (x2) 
M=a 
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und nach VIII die zu K, y(xx) gehérige Resolvente 


M | lge| 2( ©) (@))* 

Kaa (A; 2 2) -> —2- 5 +E, u (ax), 
p=1 \lg é 1— “) 
( i) 

wobei E,,4(xz) die Summe der Quadrate der zu 21%) = co gehérigen 
Kigenformen von K,y(xz) ist. Dann zeigt man, wie bei K(A; xz), daB 
K.,4(4; 22) mit nach 0 abnehmendem ¢« nach Ky(4; 2) konvergiert; da 
ferner die Summe nach einem bestimmten Grenzwert konyergiert, so ist, 


wenn be ¢ | z,|konvergiert, auch 
lim E,, «(a 2) = Ey(x2x) 
e=0 


und ” 


(52) lim K,,4(4;22) = Ky(4;22) = 2 / Ce” du + Ey(x2). 
e=0 . _ iz atx 
0 


Nun folgt aus der zu (50) analogen Darstellung von K,,4(4; xz) 
unmittelbar: 
lim K,, (4; 22) = K,(4; 22), 
UM=e 
und zwar gilt diese Gleichung gleichmaBig fiir alle «; es ist also auch 
lim Ky(4; 27) = K(A; 22). 
M=a 


Da nun in (52) das Integral stets kleiner ist als K(4;22) und es mit 
wachsendem M wiichst, so konvergiert 


. L : 2 
i ig 
° ‘— Te 
0 


lim Ey(z2) = E(x2) 
M=o 


und wir sehen, daB auch 


existiert. Es ist also 


(53) K(A;2a)— 2 / ~£e. a du + E(xz). 


1 


~ 1+ a?x? 
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Es bleibt aber noch zu zeigen, daB K(4;22) eine Resolvente von K(xz) 
ist, d. h. der Identitaét geniigt: 


(54) K(A; wy) — 2K(x-)K(a;-y) = (ry). 


Der Nachweis dieser Tatsache ist deshalb etwas schwierig, weil man 
nicht ohne weiteres schlieBen darf, dab, wenn 


lim A,(az) = A(xa), lim Bax) = B(xa) 
2=0 #=0 


ist, auch 
lim A,(z-) B,(-2) = A(a-) B(x) 
e«=0 


ist. 
Es sei » eine feste Zahl, wir setzen z,= 0 fir p>. Dann ist 


K. (xy) -> > KS, Xp = >) EY, 


p=1 g=1 q=l 


n 
Ae) fe) 
k, = DH ap 
p=1 


Dann kann man eine endliche, von ¢ unabhingige Zahl A so angeben, 
daB fiir p< und alle « 


ist. 


i 1 
|x| =| 2 f sin (gas) { sin (pat) K(st) dt ds| < 4: 
o) o q 


A-n 


Ke <_ a 
qi 


wenn jedes z,| <1 ist, und zwar gilt dieses fiir jedes ¢, auch fiir «= 0. 


Da nun K,(4; xy) fiir jedes « unter einer festen Grenze M liegt, so 
ist, wenn (7x) <1, (yy) <1 ist, nach Ib 


Da my <M 
Oa, = 


fiir alle « und auch fiir ¢=0; daher ist 


fiir alle «. 
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Es ist also: 


K, (2+) Ke(45 -y) “SHS (a; xy) 


“32 d - (Kelas zy) + Re, 


wobei wir m so groB wahlen kénnen, dab 


Ro <6 
fiir alle «. Denn es ist ja 


A) C 
Por a, (Ke (A; £y)) <nau >? a 


q=m 


Ebenso findet man: 


K(«-)K(a; ode (K(a; zy)) -She, (K(A; xy) + R,,, 
q=1 9= 
wobei 
|R, |<. 


Nun ist aber lim K,(i; cy) = K(4; zy), d. h. man kann bei festen 
«=0 


az und y zu der beliebig klein vorgeschriebenen Zahl d « so klein be- 
stimmen, daB |K,(2; x y) —K(a; x y)|<? 


Wir bestimmen « so klein, daf diese Ungleichung erfiillt ist fiir die 
folgenden Wertsysteme der z: 


z,=1, a= 0,---, z,, = 90, Ln gt = Lmyg= = 9, 


“=0, 24=—1, z,=0, 2.4,5=2 


m+1 age = 9, 


z,=0, t= 0, 


wihrend die y allemal feste Werte haben. Ferner sei « so klein, dab 
« | é 
kp —kj|<o far q<m. 
Dann aber ist, wenn z, = 0 fiir alle p> n ist: 
re “- - K,(a; -y)| 


= dha Bz, (Kia; xy) — ky de; (Ka; 2 y)))| +28, 


| g=l 
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ferner P : 
ez, K(a; ry) — Kk? K (a; xy) | 


* Oa, 
| (ka; 2 (ka; zy))| + | (Ka; 2) (& — R”)| 
= |! (zz, ( 529) — Fe af zy) | + bz, ( (A; & y)) ( a ed) 
8 rs le é, Ma 
k,\, + ga, (Kelas “y)) | SAn—-+—, 
wobei immer g< m ist. Man erhilt nimlich eben - K(A; zy), indem 
man «,= 0 fiir p+q, x,=1 setzt. Also ist schlieBlich: 
| K(z-) K(A; -y) — K,(@-) KA; -y)| S(An + M+ 2)6, 


lim K(x -)K,(4;-y) = K(@) K(a; -y). 


Da ferner 
lim K,(4; zy) = K(A; wy); KA; vy) —AK,(x-)K,(A;-y) = (xy), 
so folgt: 
(64) K(a; xy) — AK(w-)K(4;-y) = (zy), 
was zunichst nur gilt, wenn z,= 0 fiir p >; nach III folgt daraus die 
allgemeine Richtigkeit. Die in (53) definierte quadratische Form K(A; x) 


ist also eine Resolvente von K(xz). Es ist aber auch die einzige Resol- 


vente, wie aus der Entwicklung (50) folgt. Ersetzt man in (53) 2 durch 
z+y und setzt 4=0, so folgt 


(55) (xy) = 2 { L(x, u) L(y, w)du + E(ary). 
0 


Aus (53) und (54) gewinnt man in einfacher Weise*): 

(56) E(x -) K(-y) = 9, 

d. h. es ist E(w) eime zu 4 = oo gehdrige Eigenform von K(x), und 
laBt sich als solche in der Form**) 

(57) E(ay) = >) M, (2) M,(y) 


darstellen, wobei M_(x) = >'m,,2, eine beschrinkte Linearform und 


(57a) M,(:) K(-y)=0 oder Dk m,,= 0 fiir jedes p ist. 


pa ry 
q=1 
Wir haben damit in der Tat fiir unser spezielles K(xx) die Hilbert- 
sche Darstellung (vergl. VILL) gewonnen. 
*) H. 4, 8. 198, 
*) H. 4, 8. 198 und 195. 
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§ 6. 
Neue Ableitung des Fourierschen Integraltheorems unter 
beschriinkteren Voraussetzungen. 


Um das Fouriersche Integraltheorem jetzt unter beschrinkteren Voraus- 
setzungen abzuleiten, gehen wir von (55) aus und ersetzen x und y, wie 
in (41) durch k,(s), beztiglich durch 


1 
So V2 sin (qat) at. 
Dann wird nach (19) : 
1 
(xy) = f K(st) g(t) at. 
0 


Auf der rechten Seite betrachten wir zunichst E(ry). Es folgt aus 
(57a), dab 


M,(k(s)) = >'m, o*,(s) =0 
q=1 
fiir jedes r und s ist. In der Tat konvergiert 
> m,, k (s)Vs 
q=1 


gleichmaBig fiir alle s. Denn >’ (m,,)* konvergiert, ferner ist nach (19) 


q 


1 
Dd G0) -s = f(Kist)?- sat 
q 0 


und dieser Ausdruck bleibt fir 0<s <1 unter einer festen Grenze G. 
Und es ist nach (Ila) (lz)? < (ll)(vx); man kann nun k so groB angeben, 


daB > (m,.'< 8, also | > (ma ky(8) Vs <YV06-G ist. Daraus folgt 
q=k 


q=k 


aber die gleichmaBige Konvergenz. Wir diirfen also 
1 
V2: { Mk) sin (pas) ds 
0 
gliedweise integrieren; daher ist 


1 1 
V2 J M,(k(s)) sin (pxs)ds = a V2J k,(s) sin (pxs) ds = > m, skys =0 
0 g a 
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nach (57a). Wenn aber eine Funktion (s) die Eigenschaft hat, daB 
p(s) Vs tiberall fiir 0 << s<1 stetig ist und wenn fiir jedes p 


Sos) sin (pxs)ds = 0 


ist, so folgt, dab m(s)=0 ist. Zum Nachweise dieses Satzes kénnen 
wir uns nicht, wie gewéhnlich, des Vollstiindigkeitstheorems (19) be- 


1 
dienen, da ja é / y(s)*ds nicht existieren muB; dagegen wird folgendes, 
0 


im wesentlichen von Herrn Lebesgue*) herriihrendes Verfahren den Be- 
weis erbringen. 

Wir definieren g(s) fiir negative s so, daB g(s) eine ungerade 
Funktion ist. g(s) ist dann mit Ausnahme von s =0 iiberall stetig und 
kann fiir keinen von 0 verschiedenen Wert s, einen von 0 verschiedenen 
Wert besitzen. Denn sonst lieBe sich eine endliche Umgebung um s, 
z. B. von @ bis 6 angeben, so daB g(s) gréBer als eine endliche, von 0 
verschiedene Zahl k ist, wenn a<s<b. Nun ist fiir alle ganzzahligen 
p und q 


+ 1 


1 +1 + 
J 9(s) sin(pxs)ds=0, _f 9(s)cos(pxs)ds=0, _f o(s)ds =0. 
=i -1 


-1 


Es ist also auch 
+1 


J 9(s)9(s)ds = 0, 


wenn g(s) ein Polynom von cos(a(s—«@)) bedeutet und « irgend eine 
Konstante ist. Setzt man dann 


g(s) =[1 + cos(x(s — “ me °)) — cos(z oT, 


so ist der Klammerausdruck fiir a<s <b gréBer als 1, sonst immer 
kleiner als 1. (s)Vs! bleibe nun fir alle in Betracht kommenden s 
unterhalb einer endlichen GréBe M; wie groB wir dann auch » wihlen 
mégen, der Beitrag des Integrals tiber das ganze Intervall mit Ausnahme 


+1 

von (a,b) ist kleiner als M f yal’ also unterhalb einer festen Zahl. 

e |ys 
1 


Der zum Intervall (a,b) gehérige Teil wird aber, wenn wir » groB genug 


*) Vgl. H. Lebesgue, Séries trigonométriques, 8. 38. 
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wahlen, beliebig groB; die beiden Teile kénnen sich also nicht gegen- 


+1 


seitig aufheben; @(s)g(s)ds kann also nicht 0 sein, wenn wir als 
=% 
ganze Zahl groB genug wahlen und annehmen, daS g(s) im Intervalle 
(a,b) irgendwo einen von 0 verschiedenen Wert hat. 
M,(k(s)) ist also identisch 0 fiir alle s bei beliebigem r. Es ist daher 


E(zy)=0 fir 2z,—k,(s). 
Um den noch ifibrigen Teil der rechten Seite von (55) zu_gewinnen, 
setzen wir nach (45b) 


1 sin “7 \lgs}) 
L(a, #) i + pix*® \ = 


1 s 8 
Liy,u)= f9(0 — so dt=(1+p*x*) f fow K(tt) meee atae. 
e (t 
0 0 


Dann erhalt man schlieBlich statt (55): 
“2 1 
j = . , vq at 
fis) = 2 f du sin(ux igs\) f sinux\ige) (4 
0 0 


1 
wenn sich f(s) in der Form f(s) =Vs. / K(st) g(t) dt darstellen laBt; wo- 
0 
bei g(t) stetig sein, in 0 und 1 verschwinden und eine stetige 1. Ab- 
leitung besitzen muB. Dabei ergibt sich wie auf S.19 aus dem Green- 
schen Satze: _9 _ 4, af® _ © 
vi a dt t 


unter der Voraussetzung, daB f(t) fir ¢=—0 und ¢=1 verschwindet und 
zweimal stetig differentiierbar ist. 


Damit ist das Fouriersche Integraltheorem aufs neue und unter be- 
schriinkteren Voraussetzungen abgeleitet. 


§ 7. 
Lésung der inhomogenen Integralgleichung. 


Zum Schlusse dieses Kapitels behandeln wir noch die Frage nach 
der Lésbarkeit der inhomogenen Integralgleichung: 


f(s) = 9(8) — 2. K(st) pat, 
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wenn 4 <1 ist und f(s) eine stetige Funktion bedeutet, fiir welche 


{(feyds <1 


ist. Um die folgende Ableitung verstiindlich machen zu kénnen, soll 
kurz die von Herrn Hilbert gegebene Methode*) skizziert werden, welche 
auf die Kerne K,(st) anwendbar ist. Sei 


K, (4; va) ->“ t,; a= v2 [ f(s) sin (pas) ds; 


dann ist nach (19) >'a?<1, und |>'(a{)* konvergiert nach IIb auch 
Pp ‘ 


fiir ¢ = 0, da K,(A; xa) und K(A; xa) in bezug auf x beschrinkte Linear- 
formen sind. Und aus der Definitionsgleichung in V fiir K,(4; 2 a) folgt: 


i — 1 DW a =a, 
fiir alle ganzzahligen Werte von p. 
Man setzt dann 
al) kK) (s) + al ki (s) +---—=—a(s); a®)(s) = a(s). 


Diese Reihe konvergiert nach (IIc) bei beliebigem, von 0 ver- 
schiedenem «¢ gleichmiaBig fiir alle s; da ferner 


So? = f (Koo) dt 


1 
s- { (Kis)? dt 
0 


einen endlichen Wert hat, so konvergiert die Reihe auch noch fiir «= 0 
gleichmaBig in s, wenn wir jedes Glied mit Ys multipliziert haben. Wir 
diirfen also nach Multiplikation mit sin(pas) bei jedem «¢, selbst bei 
¢ =, gliedweise integrieren und so folgt: 


1 
af sin (ps) V2 a (s) ds = A(a\ KS, + a kK + ---) = af? — ay. 
0 

Setzt man 


p(s) = f(s) + Au(s), so ist f sin (pas) V2 p(s) ds = ay’, 


*) H. 5, S. 448, 
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es sind also die ay’ die Fourierkoeffizienten einer stetigen Funktion g(s), 


wenn ¢+0. Also folgt nach (19) 


1 
a [ K. (st) 9” (at = 2 Sa 1(s) = 9 (8) — F(8) 
0 P 


oder 
1 
(58) f(s) = 9 (s)—4 | K.(st)g at. 
0 


Es ist zu untersuchen, was aus (58) wird, wenn ¢ nach 0 konvergiert. 
s habe einen von 0 verschiedenen festen Wert. Aus der oben gemachten 
Bemerkung anlaBlich der gleichmaBigen Konvergenz von «)(t) Vt folgt, 
daB a(t) Vt fir alle zwischen 0 und 1 liegenden Werte von ¢ und fiir 
alle’ unter einer festen Grenze liegt; dann kann man aber fu jedem 4 
ein 6’ so angeben, dab 


é 
J K(st) p(t) at < $ 
0 


fiir alle ¢, auch fiir «=0. Es bleibt also nur noch der Nachweis, dab 
lim e(#)= a(t) fir t>0’ 
«=0 


ist, wobei 6° eine von ¢ unabhingige, von 0 verschiedene feste GriBe 
darstellt. 
Nun ist nach dem friiheren fir —1<4<1: 


lim K,(4; 2 y) = K(A; zy). 
«=0 


Um die Richtigkeit dieser Grenzgleichung fiir alle negativen 4 nachzu- 
weisen, geht man statt von K,(7x) von (xz) — K,(xx) aus.*) Aus der 
Definitionsgleichung von K(A; 2x) in V folgt, daB dann die Resolvente 
K* ( aes x z) der neuen quadratischen Form (xx) — K,(xx) = K,*(xz) 
den Wert (1 —A)K,(A; xx) hat. Und durch dasselbe SchluBverfahren, 
wie friiher, findet man 
, a a . a 
lim K,* (;;322)—K*(Q*,;20) fir | <1, 
also ist auch 
limK,(2;22)=K(a;22) fir |-*+|<1, 
#=0 


folglich sicher fir 4<— 1. 


*) H. 4, 8. 183. 
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Nun folgt aus (42) 
ROIS 4, 
p 


wobei A fiir ¢>0’ eine von ¢ und p unabhingige endliche GréBe ist. 
Da die K,(4; xa) fiir 4< 1 beschrinkte Formen sind, die also fir alle 
Werte von ¢ unter einer GréBe B, liegen, so ist auch |a\)|< B,, da 


as aus K,(A; 2a) hervorgeht, indem man z,—1,2,—0 fiir g+ p setzt. 


Wir bestimmen jetzt N so groB, daB fir alle « 


a 


| z®) cp) | é 
> |k (é) | < 1B,’ 


p=Nn 
wenn ¢> 0° ist; ferner wihlen wir « so klein, daB 


(*) | é 
i» — |< GNA 


fir p< N, ebenso 

| & 0 

| ky” (8) yr kp(t) | < 4 NB, 
wird. Dann ist: 


S(O — agky (0) 


|p=1 | 


N N x 
=| Seay) kp (t) + SPO — kp) + SHPO af —apky() <8, 
p=1 p=N 


p=1 


d. h. es ist fiir alle #> 0’ der Ausdruck | «(t)—a(t)|< dé. Fihren wir 
jetzt p(t) und g(t) = p(t) ein, so ist fir alle ¢> 0’ der Ausdruck 
| p(t) — p(t)| < 6, wenn « klein genug ist. Ebenso kann man bei festem, 
von 0 verschiedenem s stets erreichen, dab | K,(st) — K(st)| < 6 fiir alle ¢ 
wird. Es folgt also 


1 
lim | :)(s) — p(s) — 4 | (K, (st) p( — K(st) pi) dt; = 0, 
«=0 0 
oder 


(59) fs) = 9(6)— 2, [ K(st) p(t) at. 


Damit ist die Integralgleichung (59) gelést, und so die Tragweite der 
Hilbertschen Methode gezeigt. In der Tat diirfte es unmédglich sein, 
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eine Integralgleichung von dem Typus (59) vermittelst der Fredholmschen 
Theorie zu behandeln. Es ist aber auch hervorzuheben, daB K(st) zu 
dem Typus von Kernen gehirt, der nach den Kernen, die auf (voll)stetige 
quadratische Formen fiihren, der einfachste ist. 

Man kommt nimlich auf stetige quadratische Formen, wie schon 


8 3 
friiher erwahnt wurde, wenn f f (K(si)* dsdt einen endlichen Wert hat; 
0 0 


5 
in unserm Falle wird aber J | (Kt) ds dt mit nach 0 konvergierendem 6 
0 


gerade logarithmisch unendlich. 
Wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, gedenke ich in einer 
folgenden Arbeit allgemein die Theorie derartiger Kerne zu behandeln. 


Kapitel I. 


Uber die Darstellung willkirlicher Funktionen durch die 
Eigenfunktionen einer linearen Differentialgieichung 2. Ord- 
nung mit einer geeigneten singuliren Stelle am Ende 
des Intervalles. 


§ 1. 


Die Verteilung der Eigenwerte. 
Wir gehen hier von der Differentialgleichung 


(60) J ot + GOFERS) u(s) = L(u) = 0 


aus. Dabei sind g*(s),h(s) analytische Funktionen von s, die in der 

Umgebung der positiven reellen Achse zwischen 0 und 1 den Charakter 

von ganzen Funktionen haben*), iiberdies sind g*(s) und h(s) fir reelle s 

reell und A(s) durchaus gréBer als eine von 0 verschiedene positive Zahl a. 
Nach diesen Festsetzungen kann man eine positive Zahl m so an- 

geben, daB 

(61) g*(s) — mh(s) = — g(s)<—1 

fir O0<s<1 wird. Wir setzen dann 


9(0) = go; h(0) =1, 


*) Um Weitliufigkeiten zu vermeiden, nehmen wir im folgenden an, daB g*(s) 
und A(s) fiir |s|<e sich regulir erhalten, wo @ > 1 ist. 
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was wir durch Abanderung von 4* in (60) von Anfang an als erreicht 
annehmen, ferner setzen wir 4 = 4*+ m. Dann erhilt man: 


_ h 
(61a) Zege + OO, - 0. 
In der Umgebung von s = 0 existieren 2 Fundamentallésungen: 
(62) Uy(s) = 8" II,(s); u,(s) = 8 IT,(s); 
wobei — 
5 r1=+VH—4; —~=—V9,—4; 
oder allgemein an itl 
r=+Vg—4 
ist. 


Wir miissen nun JJ, und JI, als Funktionen von 4 betrachten; es 
ist aber zweckmaBiger, r’ statt 1 einzufiihren; dann sind fiir alle Werte 


von A, fiir welche der reelle Teil von g,— A kleiner ist als a < +; II, 


und JT, analytische Funktionen von r, bez. r, und zwar vom Charakter 
ganzer Funktionen. Dasselbe gilt, wenn g,—14>0 ist, von derjenigen 
Fundamentallésung, welche zu dem Exponenten mit gréBerem reellen Teil 
gehért. 

Da der Beweis dieser fir das Folgende grundlegenden Aussage sich 
mittels der Majorantenmethode fuBerst einfach ergibt, wollen wir ihn der 
Vollstindigkeit halber kurz skizzieren. 

Es sei 


Lr 


9(8) = 98", h(s) = 1+ SA, 3", 
n=0 n=1 
dann kann man bekanntlich eine endliche Zahl M so angeben, dab 
M 


M 
In| < gas h, << 


II(s) =>, 
n=0 


wobei JI(s) zu einem der 3 Fille, die in der Behauptung unterschieden 
sind, gehért. Dann ist 


Ferner sei 


73 Jo— A, 
PLL’ + 1)? — Gt 4) = (G1 — 44) Po, 
p,[4r’ + 4] = (9, — Ag) Py + (9, — Ay) 15° +s 
Ppl 2mr’ + m*| = (9, — Alig) Po + (Gm—1— Alom—1) Pr + 
In jedem der 3 Fille ist der Faktor von p auf der linken Seite 
wesentlich von 0 verschieden. Wir nehmen als Majorante: 
Mathematische Annslen. LXVI. 3 





1+ 4) |p 
~ BG +1)e’ 
p |1+4 a [B+ +*],.. 
Ps = (4r°+ 4) 
\14+4|M Po P, Pa- 
= (2mr +m) Le mt e* ~ e |: 


j1+4\M a4 2mr + m?| 


- tls 
Pasi= lat irt Fie et w+ rt oF @ | Pw 


Es liege nun |4, unterhalb einer beliebig groBen, aber festen GriBe 1, , 
dann kann man m, zu gegebenem @ so groB bestimmen, daB fiir alle |2|< A, 


| Pm +1 «it 


Pm | e? 


wenn m > m, ist; d.h. aber, die Reihe fiir TI(s) konvergiert gleichmabig 
fiir alle r’, fiir welche |r’| unter einer endlichen Grenze liegt, wenn s< 1, 
TI(s) ist also nach dem bekannten WeierstraBschen Doppelreihensatz 
eine analytische Funktion von 7’; speziell laBt sich um jedes rein imagi- 


nare r ein Kreis vom Radius > - angeben, innerhalb dessen TT(s) als 
Funktion von yr den Charakter einer ganzen Funktion hat. 


Sei jetzt r’ rein imaginar, dann ist: 

p(s) = cos (V4 — gp |lgs|) + é sin (V4 — go |lgs\) +s (TT (s) + iT (9), 
u,(s) = cos (Vi — 9\ 1g s)) — isin (Vi — go |Igs}) +s (TT; (s) — iTT;(s)). 
Setzen wir ¥i—g, = rx, so erhilt man zwei reelle Fundamentallésungen 
(63) we = cos (7 |Igs| =) + BG), 

1°(s) = sin (r\Igs| x) + s B/(s) 


und ${(s) und $”(s) liegen auch fiir s = 0 unterhalb einer bestimmten 
endlichen Grenze. 


Wir bestimmen jetzt A(r) und B(r) so, dab, wenn 
(63a) AUS (s) + BUP(s) = ws), 
(r) 
(63b) wo(ty—o, (0) -- re 
wird. Man hat also 
AUS(1) + BU (1) =0, 
aus (6) d UY (s) 
A(T). + BO 


=— 2. 
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Es ist aber 


op (*G2),_.— eo (FG), 


4 d d 
= lim s[ U9 (6) 3, (01) — UP(s) 5, (UP) | = ra; 


=1 


also wird 
A= UY(1); B=— UP) 
und daher schlieBlich 
(64) u)(s) = Uj(1) U(s) — UP) U¢s). 

Die so bestimmten Koeffizienten sind nach dem friiheren vom Cha- 
rakter ganzer Funktionen von r fiir die hier in Betracht kommenden 
Werte von r. 

Wir suchen jetzt uns ein Bild von der Verteilung der Eigenwerte 4“) 
za machen, welche zu Eigenfunktionen gehéren, die in s=«¢ und s=1 
verschwinden. Die Festlegung der Eigenwerte 2 geschieht bekanntlich 
vermittelst der Sturmschen Siitze*), welche lehren, daB man A auf eine 
und nur eine Weise so bestimmen kann, daB die dazu gehdrige Eigen- 
funktion auBer in ¢ und 1 noch in m Punkten zwischen « und 1 ver- 
schwindet; m heiBt nach Herrn Klein**) Oszillationszahl, der Satz selbst 
Oszillationstheorem.***) 

Am anschaulichsten wird die Sachlage, wenn wir uns der geome- 
trischen Darstellung bedienen, indem wir s als Abszisse und die Funktion 
y = —g(s) + Ah/(s) fiir die verschiedenen Werte von 4 als Ordinate ge- 
zeichnet denken. 

Ist 1=0, so ist yy" =—g/(s); wir erhalten dann fir y* eine Kurve, 
die ganz unterhalb der Geraden y= — 1 liegt. 
Wiichst 4, so riickt die Kurve nach oben, y oh (a) 
und es existieren sicher fiir jeden Bereich («, 1) <uspinene ee 
so lange keine Eigenwerte, bis die Kurve die 14% yi 
s-Achse schneidet. Gehért dann zu zwei Lagen * = 
der Kurve je ein Eigenwert fiir den Bereich(<, 1), 
so gehért zu der héher gelegenen Kurve die 
gréBere Oszillationszahl; gehéren zwei Kurven ion ; 
bei verschiedenen Bereichen zu derselben on 


Fig. 1. 








*) Journal de Math. 1. Vergl. auch M. Bocher, N.Y. Bull. 1898; Encyklopiidie 
Il A7a; E. Picard, Traité d’Analyse II; ferner die Arbeit des Verfassers in den 
Jahresberichten 1907. 
**) Géttinger Nachrichten 1890. 
***) Bez. der Entwicklung nach den hierher gehérigen Eigenfunktionen vergl. 
auch die Arbeiten von A. Kneser in den Math. Ann. Bd. 58 und 60. 


3* 
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Oszillationszahl, so gehért zu dem kleineren Bereiche die héher gelegene 
Kurve. 

Es sind jetzt zwei typische Fille zu unterscheiden, je nachdem fiir 
4=g, die in s=0 endliche Lésung zwischen s = 0 und s=1 m Null- 
stellen oder keine Nullstelle besitzt. Fir 4=—g, geht die in Fig. 1 ge- 
zeichnete Kurve y(s) durch den Koordinatenanfangspunkt und aus den 
eben zitierten Sitzen folgt dann im ersten Falle, daB es fiir den Bereich 
(0,1) m Eigenwerte < g, gibt; man kann ferner « so klein wihlen, dab 
auch fiir den Bereich (¢, 1) m Eigenwerte <g, existieren. Im zweiten 
Fall sind alle Eigenwerte fiir den Bereich (0,1) und daher auch fiir jeden 
Bereich (¢, 1) > g. 

Wenn jetzt aber 1>4g, ist, tritt (63) in Kraft. Wir behaupten, 
daB man dann « so klein wihlen kann, daB der Unterschied zwischen zwei 
Werten r, die zu aufeinanderfolgenden Eigenwerten fiir den Bereich («, 1) 
gehiren, gleich he wird, wobei | M| fiir jedes noch so kleine « unterhalb 
einer festen endlichen Gripe M, liegt, wenn 4 <i’; dabei kann 2’ be- 
iebig groB vorgegeben werden; die Ungleichung gilt also fiir alle r < N, 
wenn N = V/2'—g, ist. . 

Dieser wichtige Satz folgt unmittelbar daraus, daB die Oszillationen 
von w(s) fiir kleine s wesentlich bestimmt sind durch die beiden Glieder 
A(r) cos (r|lgs| 2) + B(r) sin (r|lgs| 2). 

Um dies im einzelnen durchzufiihren, bemerken wir zunichst, da fiir 
r<N A(r) und B(r) nur in einer endlichen Anzahl von Stellen ver- 
schwinden, und zwar liegen die Nullstellen von A(r) getrennt von den- 
jenigen von B(r), da U!(1) und U{?(1) nicht gleichzeitig verschwinden, 
es sei denn fiir r = 0. 

Sollte nun fiir r= 0 die in s=0 endliche Lésung der Differential- 
gleichung auch in s = 1 verschwinden, so schlieBen wir r = 0 durch ein 
beliebig kleines Intervall aus, wodurch dann die folgende Untersuchung 
nicht wesentlich geaindert wird. Dann kann man eine endliche Zahl d 
so angeben, daB, fiir alle r< N, | Y(A(rf)?+ (BM)*| > d ist. 

Ebenso laBt sich eine endliche Zahl b so angeben, dab firO0<s<1,r<N 


AP}(s)| <b, | BBP(s)| <4, 


d A( | (d Bir) . | 
(“3.") |<b, | (“ae”) <b, a + APS (s)| <b, st BRP (s)| <b, 


wobei der Exponent ; an Stelle irgend eines anderen willktirlichen posi- 
tiven Exponenten gesetzt ist. Es sei nun 


A(r) + €B(r) = ue), 


dabei ist 
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A(r) = A(r) cos (ra |lgé|) + B(r) sin (ra Ige}), 
B(r) = A(r) P(e) + Bir) BP), 
ferner sei fiir ein bestimmtes r 


A(r) = 0. 
Wir setzen dann 


My, 
72) me lt) 4 =m 

und behaupten, daB man M, so bestimmen kann, dab 

we) =O und |M,| <7 
ist, wobe: M, eine fiir alle r << N feste, endliche Zahl bedeutet. 
In der Tat erhalt man 
ul’) (¢) = — A(r) sin (ra |Ilg e!) Myex 
+ B(r®) cos (r \Ige a) Miex + R, 


wobei 
IRi< 20M + 2be 
ist. Wenn « klein genug ist, kann man, da 
— A(r) sin (ra \Ig |) + B(r™) cos (rx |Ig é}) | 
— | VA + BOY Ba 
ist, eine fiir alle 1 < N endliche Zahl M, so angeben, dab, wenn sich 


M, von — mi bis +m * bewegt, u")(«) das Zeichen wechselt. 

Also erhilt man auf diese Weise auch das gesuchte M,, fiir welches 
u?®)(¢) =O ist. 

Genau so zeigt man, daS man in 


a gh 4. 2 ge 


\lge| 
M, so bestimmen kann, daB M,| < — ist und A(r) — 0 wird. 
Dann folgt, wie friiher, daB u)(¢) = 0 wird, wenn 


yt) a y(8) 4 iat ; 


Es ist also 


1 1+eM 
1 — Dm + -(M,+ M,-- M,) =—*+* 


ig Age) ’ 
wobei M eine GréBe ist, fiir welche | M|< M, iat, wie klein auch « sein 
mag; damit ist die obige Behauptung bewiesen. 

Aus der Ableitung folgt auch unmittelbar, daB zwischen 7 und r 
kein zu einem Eigenwerte 4 gehériges r liegt. 
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Aus der so gewonnenen Abschitzung folgt jetzt, dab, wenn « nach 0 
konvergiert, die Eigenwerte 1, welche >, sind, sich zu einem kontinuier- 
lichen Streckenspektrum verdichten werden, wiihrend die m Eigenwerte 

4,<9 fir p=1---m 
ein Punktspektrum geben. 


§ 2. 
Einige Sitze iiber das Verhalten der Greenschen Funktion. 


Nachdem wir uns jetzt tiber die Verteilung der Eigenwerte orientiert 
haben, verfahren wir analog wie im Kapitel I und bilden zuniichst die 
Greensche Funktion G{)(s¢), die fir s=« und s=1 verschwindet, und 
der Differentialgleichung: 


(65) d és _ 99. 9 


ds® ds 8 
geniigt. G{)(st) laBt sich jetzt natiirlich nicht mehr so einfach wie im 
letzten Kapitel darstellen, jedoch laBt es sich mit dem in Kapitel I § 1 
definierten G,(st), fiir welches wir jetzt zum Unterschiede G‘ (st) schreiben, 
leicht vergleichen. 

Wir kénnen diesen Vergleich auf zweierlei Weise durchfiihren, einmal 
vermittelst des durch Formel (6) gegebenen Greenschen Satzes, das zweite 
Mal direkt vermittelst der Definition der Greenschen Funktion. 

Die erste Methode ist der Ausdehnung auf die Potentialtheorie fahig, 
die zweite ist sehr anschaulich; wir werden daher beide hier durchfiihren. 

Wir setzen also bei der ersten Art der Beweisfiihrung in (6) 

p=s,q=0, v= GP (st), u= GY (se), a=e, b=1, 
dann erhilt man unter Beriicksichtigung der Unstetigkeit der ersten Ab- 
leitung der Greenschen Funktion: 
1 
(66) fo (st) GY (se) (1 —g(s)) “ = Gf) (ot) — GW (et). 

Nun wechseln G{)(so) und G{)(st) ihr Zeichen nicht zwischen 0 
und 1 und sind, wie aus der Festlegung der Unstetigkeit der ersten Ab- 
leitung folgt, beide positiv, ferner ist nach (61) g(s) immer gréBer als 1; 
es folgt also aus (66) 

(67) GY(at) < GP (ot), 

Da ferner G§(ot),-. = 0 und auch G)(ot),-,=0, so folgt aus (67) 
(«) 

(68) (46769)  < (Lap(os) 


6 o=e 


Seien nun ¢,, &, irgend zwei GréBen kleiner als 1 und ¢, < «,, dann ist: 
(69) | Go(st) — Gyo(st)| < | G(s#) — Gr (s8)}. 
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Denn es ist wieder nach dem Greenschen Satze: 
GY (st) — GY (st) = & GY9(«,1) (4 Gy» (s#)) 
Go (st) — GY (st) = 4 G9(e,8) (7, GY (6). 


Und aus (67) und (68) folgt jetzt unmittelbar (69), da alle auftretenden 
GréBen positiv sind. Daraus folgt aber die Existenz von 


lim Gf) (st) = G, (st) 
e=0 


’ 
sok 


und es ist 

(70) G,(st) S G,(st); |G, (st) — GY (st)| <| G, (st) — GY(st)|. 
Wir leiten jetzt diese Formeln nach der zweiten Methode ab. 
Wir gehen durch die Substitution s = e~* auf die Gleichung: 


2 
(71) we) — g(e~*)u(e-*) = 0 baw. “u(e*) —u(e-*) = 0 


zuriick; unser Intervall fiir 2 erstreckt sich wieder von 0 bis |lgé). 
Dann foigt aus (71) unter Beriicksichtigung von (61), dab, wenn G“) und 
dG? 


ic #2 dieser Stelle stiirker 


7) fir irgend ein 2 denselben Wert haben, 
dag® 
wichst als —-*). Wenn also fiir 7 = 0 
acy _ ag 
dz dz 
wire, so ware durchaus 
aGY _ aGy 


dx ax’ 


da beide Funktionen an der Sprungstelle um gleich viel abnehmen. Dann 
wire aber durchaus G{) > G‘*) und es kénnten nicht beide fir z = |lge| 
verschwinden. Es ist also 
ace UaGy 
dz = dz 
fir z= 0. 
Wenn dann in einem Punkte zwischen =0 und «=|Ige| G, und G, 
denselben Wert annehmen wiirden, so wiire hier auch: 
aGY _ ag 
“da ~ dx 
und wir kommen auf denselben Widerspruch wie oben. 
Es ist also immer GY < G), wenn s und ¢ im Inneren des Inter- 
valles liegen. 


*) ¢ nehmen wir im folgenden zuniichst als fest und im Inneren des Intervalles 
gelegen an. 
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Ferner ist fiir z = |lg«| 


aGy _ dG? 
dz dz’ 


also: 
(5 G(s) <(% G60) _ 


damit ist (67) und (68) bewiesen. 
Uberdies sind GS) — GE) und G) — G® stetige Funktionen mit 
stetigen Ableitungen und verschwinden fiir « = 0; fiir z = |Igé,| ist 
GO=—0, GH=—0, 
ferner nach (67) 
GY) << GH, 
also ist fiir « = |Ige, 
Ge) — Ge) < Go) — Ge 
und da G{) — G& in héchstens zwei Punkten gleich G\) — G\) werden 
kann, wie aus dem friiheren hervorgeht, so folgt, daB durchaus zwischen 
z=0 und c= lgg,| 
Gy) — GP < Gy) — ays, 
das ist aber die zu beweisende Gleichung (69). 


§ 3. 
Die Aufstellung der Integralgleichung und der dazu gehorigen 


quadratischen Form. Die sich daran anschlieBende Darstellung 
willkiirlicher Funktionen. 


Die Eigenfunktionen von (61a) fiir das Intervall (<,1) geniigen der 
Integralgleichung 
dt 


1 
(72) 0=¥,(s)—a / GP(st) h(t) v() - 
Wir setzen dann: ; 


(73) 9.(8) = on v.(s), wenn sé, 


8 


9,(s)=0, wenn s<é; 


(e) 7A 1/h/o\ 
(74) K$(st) = <I », wenn s>e,tD>é, 
8 


K§(st)=0, wenn s<e oder t<e 
ist, so daB also: 


(75) 0 = 9,(s) — 2f K{(st) 9,6) at. 





Integraldarstellungen willkiirlicher Funktionen. 
Wir bilden jetzt die quadratische Form: 


(76) K;° (xy) -> kgq Lp Yo» 
Ps 
wobei 


11 
=[{2K$ (st) sin (pas) sin (qat)dsdt 
00 


ist. 

Da nun aus der obigen Untersuchung iiber die Verteilung der Eigen- 
werte folgt, daB der kleinste Eigenwert oberhalb einer von 0 verschie- 
denen, von ¢ unabhiingigen GréBe bleibt, so schlieBen wir genau wie in 
Kap. I, $3, daB K$° (ay) mit nach 0 abnehmendem « gegen eine beschriinkte 
quadratische Form K,(xy) konvergiert, wenn man fiir jedes endliche » 
und vorgegebene é , 


| 2.(2) 4,2 
Kpg — kpg| < rm 


machen kann, wenn p<, q <n ist. 
Nun ist 


_ go | 
~{f fe (4, (st) vv (st) Vh(s) Vh(t) sin (pas) sin (q2t) ds dt | 





— qt . 
< Max |h(s)| Sf me Ol asat 


1 


; G, (st) — G(s t) 
< Max mi)| ff 2! 1" dsdt 
v3 Vs Vt ‘ 


und da Max|h(s)| eine endliche Zahl ist, so folgt aus (9) unmittelbar die 
Behauptung, also 


(77) lim Kj" (xy) = K, (xy). 


Es ist jetzt wieder K,(xy) in der in VIII gegebenen Normalform dar- 
zustellen. 

Die ersten m Eigenwerte 1°’, welche kleiner sind als g), konvergieren 
mit abnehmendem « gegen die 4,, wie man sich leicht tiberzeugt; ebenso 
konvergieren die dazugehérigen ‘Dormierten Eigenfunktionen 9. (s) und 
Eigenformen L(x) gegen Pp(8) und L(x), und zwar ist auch L,(a) eine 
beschrinkte Linearform, da ja alle 4,<g) angenommen wurden. 

Es sei aber jetzt Vi-a —Jo= 1x wieder reell, und u{?(s) sei eine Eigen- 
funktion von (61a), die zum Bereiche (z,1) gehdrt. u{”(s) entspricht als 
normierte Eigenfunktion von (75): 
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ui”? 8) Vh 
¢” (s) = — fais : fir s>e« 


ve Vi ii MO (Wia))Pas 


p(s) = 0 fiir s<e. 


h(s) = 1 + sh,(s) 


Nun ist 
und man erhilt aus (64) 


1 
fm (u!” (s))" ds = f (uray cos* (r\lgs| x)“ 


+f (U8 ayy sin? (ig s| 2) 


1 


— 2 U)(1) 1" (1) f sin (r |lg s| x) cos (r \lgs| x) “ 


+ fas ds, 


wobei q(s) eine Funktion bedeutet, die ftir alle r< N und alle ¢, also 
auch fiir «= 0 unterhalb einer festen Grenze liegt. Bezeichnen wir jetzt 
voriibergehend mit M und M’ GréBen, die ebenfalls fiir alle ¢ und fiir 
r < N unter einer festen Grenze liegen, so folgt 


1 
J “© (uP(s) ds = 5 [(Ui (1)? + (T8A))*] |g e| + M, 


also 
(78) 0%) — C4 (8) Vals) Pe 


-V/ r) (r) . 
VV Ig | (U5 a)" +(U; at) »)*) V+ peer 
Fir die zu f(s) gehdrige Linearform 


L? (2) -2aF o> Mp 
ist analog zu Kap. I, § 3 
na - fv sin (pas) ds 
= 


~ Vines ( (ma) +(wrn)’ V+ 
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und 
12 (2) = > ta. 
Es ist also . 
m L (a) : 
(79) K,(22) -> ( 1) y 
i=] ° 


2 (Zi) @))" 


+ ws ey 
p> (uf?) + (uf) —r (9,+ (' ate) =) yi + 


wobei in der zweiten Summe fiir 1,, entsprechend den Ausfiihrungen auf S. 37, 
(a +em)\? 
ay + (i toms xt 
gesetzt wurde und nach friiherem | M| < M, ist, wenn vr, < N. 
Fiihren wir nun hier den Grenziibergang, unter Beriicksichtigung des 
am Anfang dieses Paragraphen abgeleiteten Hilfssatzes, analog durch wie 
bei der Ableitung*) von (39), so finden wir, wenn > Ia konvergiert, 








$F 
jlge | 


42 J = ae 
: (( Of? ay)" + (Uf (a))*) Go + 22?) 


(80) K(a2)— > (Z, wy" 


Man kann nun fir die k®) dieselben Eigenschaften ableiten wie fiir 
die KS); indem man die Schltisse des Kapitel I wiederholt, findet man 


m L.( 2 bd L 2 
(81) K,(a; xx) ~ ae) +2 {——— _ . ee - dr 
te (oP w)* + (UP~)*)(1- ax) 
i=1 i, OE" (a) + COP (a) a+r 
0 
+ E, (#2). 
Wir setzen 4 = 0 und erhalten (zz) und daraus 


L,,(«) L,(y) dar 


(82) (ey) = > L(a) Ly) +2 | a, 
ah J (oa) + (Pa) 


0 


+ E(zy). 
Wihlen wir wieder**) 


Ly = V2 fr sin (pat)dt; y= V2(K, (st) sin (gat) dt = K’(s), 


*) Vgl. speziell Anm. 1 S. 16. 
**) K,(st) ist hier wieder zum Unterschiede von K(st) im Kap. I geschrieben 
und ist nicht zu verwechseln mit dem dort definierten K‘* (st). 
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so wird E(zy)=0 und man erhilt, wenn y(t) in 0 und 1 verschwindet 
und eine erste Ableitung besitzt, die den Dirichletschen Bedingungen 
gentigt: 


ho) =f Kehr Hat => f 1.9.0 ats) 
0 i=10 


y 1 
+2 f dr OO VIG) LE f, (t) w(t) Van® at 
0 Vs vt (oP m)*+ (u¢ 1)) ) 


Setzt man dann: 


Vsh(s) _ 
f(s) = Wie) — Vif xed roa 


so erhalt man: 


(83) f(s) = > 4 (s) J f(t) ¥, (0 np) %* 


f(t) uw ()hO dt 
(r) a2 
‘ af of (GP wrt Pay) * 
Dabei sind %,(¢) fiir i=1 bis im die m normierten Eigenfunktionen 
von (61a), welche in ¢= 0 und ¢=1 verschwinden und fiir die 


; 1 
Jeong =1, fronovno4— 
0 


0 


ist. 
w(t) ist in (64) definiert. Nun ist wieder wie in Kapitel I, § 6, 
wenn f(¢) fir ¢= 0 und ¢=1 verschwindet: 


f(s) = f G(s) 0 pHat, 


Va) didn gti) 
und y(#) muB die oben angegebenen Eigenschaften besitzen. 


Der Beweis fiir die Existenz einer Lésung der inhomogenen Integral- 
gleichung: 


f(s) = 9(s) —2,f K(st) (fat 


ergibt sich ebenso wie in Kapitel I, § 7, wenn 4 kleiner ist als der 
kleinste Eigenwert 4,. 
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Kapitel IIL. 
Der Wirtingersche Fall. 


§ 1. 
Die Verteilung der Eigenwerte. Untersuchungen itiber die 
Eigenfunktionen. 


Das Resultat des letzten Kapitels war wesentlich von der Annahme 
abhiingig, daB h(s) sich in der Umgebung von s = 0 regular verhialt und 
einen von 0 verschiedenen Wert besitzt. Ganz anders aber ist die Ver- 
teilung des Spektrums, wenn A(0) =O ist oder wenn A(s) sich in der 
Umgebung von s=0 nicht regular verhilt, also sich z. B. verhalt wie 
(sin (Ig s))? + 1. 

Nehmen wir zuniichst an, h(s) verschwinde fiir s = 0 derart, dab 

1 


f |A@) ds 
s 


0 


einen endlichen Wert besitzt. Dann ist 


2 1 1 
f f (K, (st)? ds dt = f J Cron) FORO) ae at 
00 0 


und dieses Integral hat nach (9) und (70) unter der obigen Voraussetzung 
einen endlichen Wert. 

Dann folgt aber aus VI und VII, daB K,(zy) vollstetig ist und 
daB zu K,(xy) nur ein Punktspektrum gehért, das sich nur gegen das 
Unendliche hiuft. 

Ganz anders liegt aber wieder die Sache in dem von Herrn Wir- 
tinger*) angeregten Falle, den wir jetzt durchfiihren wollen, jedoch wieder 
nur unter der Annahme eines singuldren Punktes, der alles Wesentliche 
liefert, damit wir uns auf Kap. I stiitzen kénnen. Wir gehen von der 
Gleichung aus: 


(84) 4 + ah(e)y = 0. 


Dabei sei h(z) eine gerade periodische Funktion mit der Periode 21. 
(Die Annahme, daB h(z) gerade ist, welche wir im Anschluf an: Wir- 
tinger treffen, ist fiir die ganze Entwickelung unwesentlich, jedoch treten 
dabei die Eigentiimlichkeiten des allgemeinen Falles in besonders tiber- 
sichtlicher Form zu Tage.) 


*) Mathematische Annalen 48, 8. 387. 
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y,(2, 4) und y,(z, 4) seien ein solches Fundamentalsystem, daB 
d a 
(85) 4 @,4)—0, (“E) 1, w(+2=-¥(-9), 
y, (2) = 9, (— 4); 


, dy, (2,2 : 

(86) y,(0,4)—1, (“*#E*) 0, w(+2)—H(—24), 
Ys (2) = — ¥¢ (— 2); 

(87) WYs — Ye = —1 


ist. Es gibt aber bekanntlich im allgemeinen ein anderes Fundamental- 
system Y,, Y,, fiir welches 


(88) Y,(2+ 21)=9,¥,(2); ¥,(¢ + 20) =o ¥,(¢). 
Um dieses System zu erhalten, setzen wir: 
Y= ay, + Bys; 
dann hat man zur Bestimmung von og, a, 8 unter Beriicksichtigung von 
(85) und (86) die Gleichungen 
(89) ay, (1, 4) + By(l, 4) = e( — ay, @, a) + By ll, a)), 
ay, (1, 4) + Bys'(l, 4) = e(ay,'@, 4 — By, U, a). 


Soll diese Gleichung fiir « und § méglich sein, so muf o der Gleichung 
geniigen: 


ys(1, 4) (1 + @)? ys (l, 4) — yo(l, 4) (1 — 0)? s'(l, 4) = 0- 
Unter Beriicksichtigung von (87) findet man 
e°—2e[y(h ay La+n Gand, yj+1=0. 
(90) @ = (4,4) ye'(L4) +0’ (La) ahd) £2Vi (tA) yell 2) Ct, a)’, a)- 

Jeder dieser beiden Werte o liefert ein Wertepaar a, 6 und damit 
je eine Fundamentallésung, vorausgesetzt, daB die beiden Werte 0, und 9, 
nicht zusammenfallen. 

Dies kann jedoch nach (90) nur fiir solehe Werte 4 eintreten, die 
im Endlichen isoliert liegen und sich nur im Unendlichen haufen; fir 
diese 4 bedarf es einer besonderen Untersuchung, die spiter durch- 
gefihrt wird. 

Wir gehen jetzt darauf aus, diejenigen Eigenwerte von (84) zu be- 
stimmen, zu denen Eigenfunktionen gehéren, die in —/ und 2k —1 ver- 
schwinden. Eine solche noch nicht normierte Eigenfunktion y,(¢, 4) abt 
sich dann im allgemeinen darstellen in der Form: 


(91) y,(4, 4) = a Y, (2, 4) + b Y,(g, a), 
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wobei dann 
(918) v(—1,a) =a ¥,(—1,4) +b ¥,(—1, 2) =0 
(91b) (20 —1, 4) = agt¥, (—1, a) + bot ¥,(—I, a) = 0 
sein mubB. 
Wenn also weder Y,(—/,4) noch Y,(—/, 4) verschwindet, so muB 
of = 
sein und da 


1°@=1 
ist, so folgt 


oi = o;'= 1, 
d. h. g muB eine 2kte Einheitswurzel sein und dies kann nur dann ein- 
treten, wenn 
(92) wil, A) a(t, 4)my' (1, 4) yey, 4) SO. 
Es sei aber 

¥,(—1,4)=0, also «y,(—1, 4) + By(—1, 4) = 0, 
dann ist nach der Definition von Y,(—/, 2) auch 

Y,(+ l, a) =0, also — ay, (— l, a) + By,(— l, a) = 0, 
und diese Gleichungen sind nur dann méglich, wenn entweder 

y,(—1,4)=0 und a@=0, oder y,(—l,4)=0 und B =0 

ist. 

Bei jeder dieser beiden Annahmen ist aber 9,=— 9, und wir haben 
einen der vorher ausgeschlossenen Fille. 

Jedenfalls ist durch (92) der Wirtingersche Satz bewiesen, der aussagt, 
daB mit wachsendem k& die Eigenwerte 4 sich nur in solchen Bereichen 
der 4-Achse haufen kénnen, in denen (92) erfiillt ist; der hier gegebene 
Beweis unterscheidet sich nur durch unwesentliche Modifikationen von dem 
von Herrn Wirtinger |. c. gegebenen. 

Der Unterschied der zu zwei benachbarten Eigenwerten 4°) und a),, 
gehérigen Werte 9) und 9), , soll jetzt berechnet werden. Es sei 


B) ik A ts 
of = ef%, oe. =e m1 #) 


dann ist: 


' 2 
tm41— %mi =o, Mer | %m41— tml = 9, 


der letztere Fall kann jedoch wieder nur fiir solche 4 eintreten, die iso- 
liert liegen und sich nur im Unendlichen hiufen kénnen. 
Nun ist: 


©O8 (Ym) = yr(l, AM) yo (1, AW) + yi (l, AD) ye(l, ah). 
*) i ist hier Y— 1. 
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Also erhilt man zwischen 2) und 4®,, die Beziehung: 
are cos[y, (2, a2) ys (1, A) + i (1, AP) yo(l, a )] 
—are cos[y:(t, 42,1) ys (2, ae.) + 1 (1, A® 1) yall, a2...) = 


2k 
oder = 0. 


Da die linke Seite von (93) nur analytische Funktionen der 4 enthiilt, 
so sieht man, daB die Eigenwerte 4 in denjenigen Bereichen, in denen 
die g Einheitswurzeln sind, sich mit wachsendem k beliebig stark hiufen. 

Um nun diese vorliufigen Untersuchungen zum AbschluB zu bringen, 
miissen wir sehen, ob und welche Eigenfunktionen in den cben erwahnten 
Ausnahmefillen auftreten kénnen. Diese traten dann ein, wenn @, = @, 
war, also wenn y,(/,4)=0O oder y,(l,4)=—0 oder y,'(l,4)=0 oder 
yy (1, 4) =O war. 

Im ersten Falle ist einerseits y,(z,4) selbst eine Eigenfunktion, die 
in —/ und 2kl—I verschwindet, anderseits 9 = +1; im 2. Falle ist 
y,(2, 4) eine Eigenfunktion, g=—1. Ganz anders aber ist die Sachlage, 
wenn 


(93) 


u'(l,4) = 0 oder y'(l, 2) = 0 


ist, ohne daB gleichzeitig einer der beiden anderen Fille eintritt. Wenn 
dann, was vorkommen kann, die in —/ verschwindende Lésung in diesem 
Falle auch in (2k — 1)/ verschwindet, wobei k eine ganze Zahl gréfer 
als 1 sein mag, so verschwindet sie auch wieder fiir (4/4 — 1)? und hat 
die Periode 2k1 oder 4k. 

Denn es sei y,(—J1,4) =0 oder y,(—1,4)=0. Die in —/ ver- 
schwindende Lisung bezeichnen wir mit y(z, 2) und es sei y’(—1, 4) = 1. 
Dann ist 

y(2, d)y (2, 4) — y'(2, A) y,(2, 4) =—e, 
wenn i=1 oder = 2 und y,(— 1,4) =c. 

Also ist 

¥(2k—Dl,Ajy(2@k—bhlaj—+e 
und 
y¥((2k —1)l,4)=—(— 1)*, (é=1 oder —2) 
Es ist daher 


y(—4, 4) = (2k — 11,4) =0; y(—1,4)=(— 1 *y (2k —1)1, 4), 
und y(z,4) hat, wie behauptet war, die Periode 2k1 oder 4kl. 
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g 2. 


Aufstellung der Integralgleichung und der dazu gehérigen qua- 
dratischen Form. Die Darstellung willkirlicher Funktionen. 
Nach dieser allgemeinen Orientierung nehmen wir die Methode des 
Kap. I auf; wir formen die Differentialgleichung um und gehen dann zur 
Integralgleichung und der dazu gehérigen quadratischen Form iiber. Wir 
setzen also: 
(94) eer s, g—=(—1) + |Ig8\; 
wobei s von 1 bis e~**'=« geht. 
Die Differentialgleichurig wird dann: 
x d h(—l l 
(95) 4 du 5 MoT leew 9, 
Wir schreiben dann abkiirzend h,(s) statt h(— 1+ |lgs|); h,(s) ist wieder 
stets positiv und hat fir 0<s<1 eine endliche obere Grenze. Ferner 
ist h,(s-e-*") = h,(s). 
Wir bestimmen jetzt eine Zahl « so, dab 
eh,(s)>1 fir 0OSs<l 
und schreiben statt (95) 


(96) 4 ju 5 (—thOtG+9hO) yo, 





Dann ist jeder Eigenwert 4+ « von (96) gréBer als «, wie klein auch « 
sein mag. Wir bilden jetzt fiir 


d du «h,(s)u 
(97) Os les ath 


die Greensche Funktion, die in ¢ und 1 verschwinden soll. Dieselbe sei 
G{)(st) und es ist nach (67), (68) und (69) 


GP(st) < GPG), (LaP(s)__< (Laren) 


. 
= exe? 


G0 (st) — GpP(st)| <| G(s) — GC) 
also existiert: 

lim G§(st) = G,(st) 

«=0 
und es ist 

| G,(st) — GY)(st)| < | G,(st) — GPGe)|. 

Die zum Intervalle ¢ bis 1 gehérigen Eigenfunktionen von (96) bezeichnen 
wir mit ?(s)=y,(2,4), dann ist 
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(98) vis) — (a + @) f G9 (st) © wat 
und wir setzen y 
GP (sth VA, OVO op 
®)(s#) — —3— = 1 . 
Ky (st) yew fir s>e, t>e; 
Ky(st)=0 fir s<e oder t<e, 
(99) wv)" (s) = o$(s) fir s>e; g(s)—0 fir s _s 
8 


so daB man erhilt 


(100) p(s) — (a + «) f KS (st) gf (Hat =0 
0 


Die normierten Eigenfunktionen @{"(s) sind dann 


=!” gy (s) 906) 


(s)= - 
V faprores Vie (e,2) 18 4 


Dabei denken wir uns in (91) die Konstanten a und } so bestimmt, daB 


ab = 1. 
Wir haben daher: 


(3k — 1)? (34-1)! 


fe, 2@as Jue A)h(z)dz=a “f Yi(2, A) h(2) dz 


- a 


(2k—1)1 (24-1)! 


+ 2ab f ¥,(2,2) Y, (2,4) h(z) dz + » ¥3 (2, 4) h(e) dz 
= +1 re +1 
- oat Je, A)h(2) ds + 2kad f Ye, a) ¥,(2, a)h(2) dz 


+o ie # fre, pads 2had f A) Y, (2,4) h(e) dz, 


wenn wir noch voraussetzen, dab 9*+1, da g?*=1, 93'=1, 9,-e,=1 ist. 
Nun ist aber e?=1 nur in den oben besprochenen Ausnahmefillen; 
man hat also, wenn wir von diesen absehen: 


9? 
(101) ne... sae 


+1 


+ 2k J Y, (2,4) Y,(z, 4) h(2) dz 
-l 
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In den ersten beiden Ausnahmefillen erhilt man nun als normierte Eigen- 
funktionen: 
ef 


2k-1)t 
Vi haat 4))*h(z) dz 
g i ' 
Vi fate 2) h(s) dz 


Im 3. und 4. Falle ist die Sachlage eine andere, da nur fiir spezielle k 
Eigenfunktionen hier existieren; jedoch wird, wenn es Higenfunktionen 
gibt, der normierende Faktor mit k enendlich groB wie Vk.*) 

Wir bilden jetzt die quadratische Form: 


(102) KS (cy) = Sk, 2 y,; 


wobei 


9!(s) = —— (#=1 oder 2), 


(8) = 


Ky" (8) = V2_{ KQ(st) sin (pat) dt 


und 


Som 
(103) ky: = J J 2K (st) sin (pxt) sin (qxs) ds dt 
0 0 


ist und wir kiirzer KS) statt KS? schreiben. Es folgt dann wie in Kap. I 
§ 3 und Kap. II § 3: 
(104) lim Ky(2y) = Ky(zy) fir (22) <1, (yy) <1. 


Es sei nun 


L?(2) = a V2 [ 9{)(8) sin(pas)ds-2, 


(Z{ (@))* 
+1 : 
é 2k f ¥,(¢,4) ¥,(¢,4,) h(e)dz(4,+ «) 
-1 





K(x) = 


Dabei bedeutet der Strich am Summenzeichen, daB es Werte von i 
gibt, fiir die der dazugehérige Summand eine andere Form hat; das tritt 
aber nur fiir die Ausnahmefille ein. 

Wir teilen die Summe wieder in zwei Teile von i=1 bis i= N,, 


wobei N, so groB gewihlt sein mag, daB Ay,> 5 fiir alle ¢ ist, daB also 


*) Dies folgt unmittelbar aus dem letzten Satz des vorhergehenden Paragraphen, 
wenn wir jetzt fiir k ein beliebig groBes Vielfaches des dortigen k nehmen. 


4* 
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wie in Kap. 1, §3 | Ry,|<¢ wird, sobald Ay, der > am niichsten 
gelegene gréBere Eigenwert von K)(s¢) ist. Dann gibt es nur eine end- 
liche Zahl kritischer Punkte 4 <>, fiir welche Ausnahmefille eintreten 
kénnen, und wir kénnen diese nach obigem durch so kleine Segmente 
ausschlieBen, daB der Beitrag aller Summanden, die zu in diese Segmente 
fallenden 4 gehéren, fiir alle « beliebig klein gemacht werden kann. 

Nun war nach (93) der Unterschied von 2 aufeinanderfolgenden ,,, 
und Yu41 or? abgesehen von den Fiillen, in denen 7,,,,—7,,—=0 ist, 
was nur fiir eine isolierte Menge von Werten 4 eintreten kann, die sich 
nur im Unendlichen hiaufen und also auf das Folgende von keinem Ein- 
flu8 sind. Wir wihlen dann | | als Integrationsveriinderliche und setzen 
wieder voraus, daB >’ z,| konvergiert. 

Dann findet man, da gemiB (93) nach dem Grenziibergang 


| d , 
dy\—\5; [are cos (y, (1, dys U, 4) +9, U, dy, 4)] dd 
ist, durch einen ahnlichen Grenziibergang wie in den friiheren Kapiteln 
(105) K(a2x) = 


. L 2 
>/ = (%@) & [arceos A(l, 2)] di, 
a 


an f Y, (2,4) ¥,(e,4) h(e) dz(a + @) 
= 





- A(1, 4) = nl 4) v4) + 1B) wells 2) 
gesetzt ist und jedes Integral iiber ein kontinuierliches Spektrum und die 
Summe iiber die Uesamtheit der kontinuierlichen Spektren zu nehmen ist. 

Man sieht, wie nebenbei bemerkt werden soll, leicht ein, daB die 
von einem Spektrum freien Stiicke mit wachsendem 4 schlieBlich immer 
kleiner werden. 

Wir haben jetzt nur noch die in Kap. 1, § 5 u. 6 gemachten 
Schliisse zu wiederholen, jedoch tritt bei der Abschiitzung der Fourier- 
koeffizienten dadurch eine nicht unwesentliche Modifikation ein, dab K, (st) 
den Faktor Vh,(s) Vh,(é) enthalt, der zwischen s=0 und s=1 baw. 
t=O und ¢=1 unendlich viele Maxima und Minima besitzt. Jedoch 
kann man zu jedem beliebigen reellen Exponenten y eine endliche, reelle 
Zahl ~ so angeben, dab 

y 
8” Vh, (8) — Bs* 
nur eine endliche Zahl Maxima und Minima hat, so daB jetzt als Ana- 
logon zu (42) 
t-7 


ke °(8) | << |< 
p | 
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wird, wobei y beliebig klein gewihlt werden kann; dadurch wird aber 
die ganze dortige Ableitung nicht gestért. Man findet also wie dort 


(106) K(4; 22) = > / wat r ~S@)du + Ewa), 
e e+e 


wobei zur Abkiirzung gesetzt wurde 
d , 
Tq Late 008 (Ys, w) Yat, mw) + Ya, Wye, w)] | 


(107) & (4) = rT 
anf Y,(¢,u) ¥,(2,m)h(2) dz 
= 





Setzt man wieder 4 = 0, so findet man 


(108) (ty) = J L,(2) L,(y) §(u) du + E(zy). 


Es sei nun 


f(s) =f Ky(st)g (at; 


wir setzen 


1 
t= k®)(s), y,=V2 f sin (gat) g(t) dt, 
ry 


wobei g(t) in 0 und 1 verschwinden und eine stetige 1. Ableitung be- 
sitzen soll, die den Dirichletschen Bedingungen geniigt. Man erhilt dann 
wieder, wenn s+ 0, 


f,(s) -2 J d1.§ (2) ON] ‘ef Oat, 


und wenn wiederum 


= Vs AO 
f(s) — Vs Vi, 6) 


ist, 
(109) (6) =D) faa 5) ws) fear)? at. 


Dabei ist y,(s) = y(z, 4) durch (91) festgelegt, (4) durch (107) defi- 
niert. Nun ist, wie in Kap. I, § 6, 


Vi, © ad ,4 ah, (¢) f(t) 
— YO ataM-— 
wenn f(t) fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 verschwindet und zweimal stetig differentiier- 


bar ist; aus den obigen Bedingungen fiir g(t) erhalt man jetzt die Be- 
dingungen, unter denen sich f(s) in der Form (109) darstellen laBt. 
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Kapitel IV. 
Die Integraldarstellungen der Potentialtheorie. 


§ 1. 
Die Verteilung der Eigenwerte. 


In seinen Vorlesungen iiber Lamésche Funktionen im W. 8. 1889/90 
hat Herr Klein den Gedanken entwickelt, daB man die Mehrzahl der 
in der Potentialtheorie auftretenden Reihenentwicklungen und Integral- 
darstellungen unter einheitlichem Gesichtspunkte ableiten kann, indem man 
die simtlichen bei diesen Darstellungen in Betracht kommenden Orthogonal- 
systeme als Ausartungen des Systems konfokaler Zykliden betrachtet und 
unter Zugrundelegung des letzteren zuniichst fiir einen von 6 konfokalen 
Zykliden begrenzten Kérper geeignete Reihenentwicklungen aufstellt.*) 

Dieser Gedanke wurde in einer von Herrn M. Bécher gelésten 
Géttinger Preisarbeit**) niaiher dargestellt und ausgefiihrt, wenigstens was 
die Reihenentwicklungen anbetrifft; jedoch findet sich bei Bécher weder 
ein Konvergenzbeweis, noch weniger die Angabe von hinreichenden 
Bedingungen dafiir, daf eine vorgegebene Funktion sich durch solehe 
Reihenentwicklungen darstellen JaBt. 

Ein nicht vollstindig durchgefiihrter Ansatz zum Konvergenzbeweise 
findet sich in der Doktordissertation von Herrn Jaccottet ,Uber die all- 
gemeine Reihenentwicklung nach Laméschen Produkten“, Géttingen 1895. 
Der Konvergenzbeweis ergibt sich, wie ich gezeigt habe***), unmittelbar 
aus der Theorie der Integralgleichungen, aber auch die Bedingungen fiir 
die Méglichkeit der Entwicklung einer Funktion nach solchen Reihen 
sind in der zitierten Arbeit angegeben. 

Es handelt sich bei dieser Problemstellung im wesentlichen darum, 
die Eigenfunktionen der Differentialgleichung+) 

2 2 
(110) cht set[- + (u— v8) + A(u — »)|f=0 
aufzustellen, wobei 
d—&=— 9 —__— = = , 
2 Vu — &) (a — ez) (w — ey) (@ — @,) (; — ) 
(111) oe 
dy = — 


2V(v — e,) (vw — e,) (vw — e,) (e, — v) (€, — ») 











*) Vergl. F. Klein, Zur Theorie der Laméschen Funktionen. Gdttinger Nach- 
richten 1890. 
**) Die Reihenentwicklungen der Potentialtheorie. Leipzig 1894. 
“*) Mathematische Annalen 63. 
+) Lc. 8. 52 u. 53. 
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und ¢,, €:, €3, 4» @ gegebene reelle GréBen sind, fiir welche z. B. 
<<< ye; Suse; gfvsag; > = 9; 


é=1 
A ist ein Parameter. 


Als Eigenfunktionen nehmen wir solche Lésungen von (110), welche 
auf den Seiten des Rechteckes u = u,; a =p; v= £,; v=d verschwinden. 
Der Kernpunkt meiner eben zitierten Arbeit lag nun in dem Nachweis, 
daB sich alle soleche Eigenfunktionen von (110) durch ein Produkt*) 
E(u) - E,(v) darstellen lassen, wobei: 

PE “ee ~ 
(112a) “ae + (— fw + Au + B) E(u) -0 
a Ely 


dy? 


(112b) 


—(—{ + Av + B) E(v)=0 


Herr Klein**) hatte gezeigt, daB man die Parameter A und B auf eine 
und nur eine Weise so bestimmen kann, daB E(u) in @, und uw, ver- 
schwindet und dazwischen m Nullstellen hat, und daB ferner E,(v) in «, 
und d verschwindet und zwischen ¢, und d m» Nullstellen besitzt. 

Dieses Theorem heiBt KAleinsches Oszillationstheorem, und nach der 
obigen Bemerkung werden alle Eigenfunktionen von (110) durch das 
Kleinsche Oszillationstheorem geliefert. Dieses steht also im Mittelpunkte 
der Reihenentwicklungen der Potentialtheorie. 

Wir fragen uns jetzt, was aus den Eigenwerten, Eigenfunktionen und 
den Reihenentwicklungen wird, wenn 2. B. die beiden singuléren Punkte 
e, und e, zusammenfallen und sich das Segment von v an e, heranzieht. 
Wir setzen speziell fest, dab e, =e, = 0, Ps e;=0 sei, dann ist: 

ee sida _%& , 
Ve—ae-ae—w’ "“sV¥e—a@a—)G—% 


dé = 


Statt (112au.b) kénnen wir nun auch schreiben, wenn 


u*(u —e,) (u—e,) (e;—u) = Riu), v3(v —e,) (¢,— 1”) (¢,—v) = R,(v) 
gesetzt wird, 


(113a) 4R(u) FM + 2R(u) “GF + (—f ub + Aut B) E(u) =0 
(113b) 42, (v) SB 4 2 Ry () SE) — (— {+ Av+B) E,(v)=0. 


Die zu einer Oszillationszahl m fiir das Intervall u,@, gehérigen Eigen- 
*) Herr Hilbert hat diesen Satz neuerdings ohne Kontinuititsbetrachtungen be- 
wiesen. Jahresberichte 1907 S. 76. - 
**) Mathematische Annalen Bd. 18. 
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wertepaare A, B haben die Eigenschaft, daB die Geraden y= Au + B in der 
yu-Ebene eine Kurve*) von der in der Figur 2 schematisch gezeichneten 
Form einhiillen. Ein Blick auf die Figur lehrt, daB man von jedem 
Punkte der u-Achse, der 
nicht zwischen pu, und gy 
liegt, eine und nur eine 
Tangente an die Kurve 
ziehen kann. Zwei Tan- 
genten an die Kurve kénnen 
sich nur innerhalb des 
Streifens uu, und p—a, 
schneiden; ferner riickt die 
Kurve mit wachsender Os- 
zillationszahl nach oben. 
Diese Tatsachen lassen sich 
Fig. 2. leicht analytisch begriinden 
(vgl. die zit. Stellen). 
Es sei nun E(u; A, B) eine Lésung von (113a), die in u, ver- 
schwindet und deren erste Ableitung. daselbst den Wert 1 hat, dann sind 
A und B durch die Gleichung verbunden 


E(u,; A, B) = 0. 
A ist also eine analytische Funktion von B und umgekehrt. 


Um eine weitere Orientierung iiber die Verteilung der Eigenwerte 
zu erhalten, nehmen wir zum Vergleiche: 


a2 a3 
(114) fu t G4 + Ay(u—v) f= 0, 


deren Eigenfunktionen sich wieder als Produkte g(u)-h(v) darstellen 
lassen, wobei: 


— a 
(15a) “24 (Aut B,) 9(u) = 0, 


Richtung der y Achse 





S 








(115) TRO + (—(Av t+ By) h(v) = 0 


ist. 


Wir betrachten jetzt die Oszillationsfigur, die zu denjenigen Eigenfunk- 
tionen von (115a) gehért, die nur in »=—f, und w=, verschwinden. Diese 
Figur liegt ganz oberhalb der u-Achse**); wir ziehen jetzt vom Punkte 
(u=e,=0, y=0) die Tangente yam an diese Oszillationsfigur; dann hat « 


*) Klein, Math. Annalen Bd. 18; ferner Bécher p. 126f. und die Arbeit des Verf. 
in den Jahresberichten 1907. 

™) Die horizontale Tangente an diese Oszillationsfigur und damit die ganze 
Figur liegen nimlich oberhalb der w-Achse, da B, >0 sein muBf, wenn A, = 0. 
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einen bestimmten von 0 verschiedenen Wert. Aus den obigen Bemerkungen 
folgt ferner, daB fiir die Tangente y= a,,u an die zur Oszillationszahl m 
gehérige Oszillationsfigur «,, >« ist. Es sei nun A,, B, ein Wertepaar, 
fiir das (115a) eine zur Oszillationszahl m gehérige Lésung, (115b) eine 
solche Liésung besitzt, die in ¢ und d verschwindet. Dann liegt die 
Gerade y= A,u + B, unterhalb der Geraden y= «,,u in dem von den 
Geraden p=e,=0 und we, gebildeten Streifen. In der Tat schneiden 
sich zwei Tangenten an die zwischen den Geraden w=, und w= ii, 
gelegene Oszillationsfigur nur innerhalb des von » =u, und w= fy, ge- 
bildeten Streifens. Entweder ist also unsere Behauptung richtig oder 
y=A,u+ B, liegt fir ee <u<e, ganz oberhalb y—a,u. Fiir diese 
Werte von uw fihrten wir aber friiher v als Verinderliche ein; es 
wire also sicher in dem Streifen zwischen « und d A,v-+ B, durchaus 
positiv, also der Faktor von h(v) in (115b) durchaus negativ. Dann 
aber kénnte keine Lésung von (115b) bei diesem Wertepaare A, B, mehr 
als eine Nullstelle im Intervalle ¢,d besitzen, also unméglich in « und d 
verschwinden. Es liegt daher die Tangente y= A,u + B, im Intervalle 
(é,,@,) unterhalb y = au; dann folgt aber unmittelbar aus der Figur, 
daB A, > «,, ist, also ist a fortiori A, >«. D.h. aber: Alle Eigenwerte 
A, von (114) fiir ein Rechteck, das begrenzt wird von v—«¢,, v=—d, 
u=,, #=m, in der Ebene vu, sind gréBer als « Nun geht aus 
einem von mir bewiesenen Hilfssatze*) hervor, dab, wenn A und A, 
entsprechende Eigenwerte von (110) baw. (114) sind, die zu dem gleichen 
Rechteck gehéren, stets A > A, ist; es ist also in (110) A stets positiv 
und gréBer als a, wie nahe auch ¢, an 0 heranriicken mag. 

Wir zeigen jetzt, daB B<O sein muB. In der Tat, nehmen wir 
an, es gebe fiir ein Wertepaar A>0O, B>O fir (112au.b) Eigen- 
funktionen, die in mw, und pw, bzw. ¢, und d verschwinden. Es kann 
aber eine Eigenfunktion fiir den Bereich (¢,,d) gewiB nur dann existieren, 


5 an ; ; 
wenn = v°— Av — B auch positive Werte annimmt, was z. B. fiir einen 


Wert v, eintreten soll, wobei ¢,< »,<d ist. Dann aber ist 


{e— Av— Bao (5 v?— A) — B 


positiv fiir jedes v > ¥,, also ist auch + u®— Au — B stets positiv, da 
ja w>d ist. Daher wire der Koeffizient von E(u) in (112a) stets 
negativ und E(w) kénnte keine Eigenfunktion sein, die in mw, und my 
verschwindet. Die Annahme eines positiven B ist also unzulassig. 
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Es folgt daraus auch, daB, wenn A und B zu Eigenfunktionen 
unseres Bereiches gehéren, Au + B=y die w-Achse in einem Punkte 
zwischen 0 und ga, schneiden mub. Es ist also stets 41 < My; zu- 
sam menfassend haben wir 
(116) AS>a, B<9; |B\<au.A. 

Wir bestimmen jetzt fiir negative B die Exponenten r’ der Fundamental- 
lésungen von (113b) im Punkt » = 0. Wir setzen zu diesem Zwecke 


— €,-@,-¢€, =e; e ist also eine positive Zahl und man findet fiir r’ 
(117) 4er(r’—1) + 4er°—B=0; r= Vz =+i (== =+ira, 


wobei i = V— 1, ¥-- =ra ist. 


Man findet daher wieder zwei reelle Fundamentallisungen: 

U{?(v) = cos (ra lg(v)|) + vB (r), 

U{?(v) = sin (rz Ig()|) + v P(r), 

und aus diesen setzen wir die Funktion u(v,r) zusammen, die fiir v = d 
verschwindet, indem wir setzen 


(119) Uv) - UPd — UP (ad) U(v) = u(r, r). 

Wenn man daher eine beliebig kleine Umgebung von r=0 aus- 
schlieBt und A<A voraussetzt, so dab B)/<4y,A ist, so kann man eine 
endliche von 0 verschiedene Zahl f angeben, daB stets 

(UP@Y + (UP@Y jf 


(118) 


ist. 

Beriicksichtigen wir ferner die oben konstatierte Tatsache, daB <A 
eine analytische Funktion von B ist, so findet man durch dieselben Be- 
trachtungen wie in Kap. II, §1, daB der Unterschied zwischen zwei be- 


nachbarten Werten r({) und rf) —e = 
1 


GréBe ist, die aber unter den gemachten Voraussetzungen unterhalb 
einer festen, von ¢, unabhiingigen Zahl liegt. Unter benachbarten Werten 
vr) und rf) sind hier solehe r verstanden, die in bezug auf das Segment 
(¢,,@) zu benachbarten Oszillationszahlen, in bezug auf das Segment (u,, #1) 
zu derselben Oszillationszahl gehéren. Aus dem Beweise fiir diesen Satz 
folgt weiter, dab in den allenfalls auszuschlieBenden, aber beliebig klein 
zu wihlenden Segmenten in der Umgebung von r=0 die Eigenwerte 
nicht dichter liegen, und diese Bemerkung geniigt zum Nachweise, dab 
durch das Auftreten solcher Fille das folgende in keiner Weise geindert 
wird, da die Summe der hierher gehérigen Glieder beliebig klein gemacht 


werden kann. 


ist, wobei M eine variable 
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§ 2. 
Die Greensche Funktion. 


Nachdem dieses vorausgeschickt ist, verfahren wir wie friiher. Es 
seien die Integrationskonstanten fiir — und » und das Vorzeichen der 
Waurzeln so gewihlt, daB 

E(u) = 9; E(w) =a; (4) —b, yd) =O 
ist. 6 wiachst dann in das Unendliche, wenn ¢, nach 0 konvergiert. 

Wir betrachten jetzt in der §4-Ebene das Rechteck, begrenzt von 

den Seiten E=0, »=0, E=a, 4 =—b, und bilden fir 


F o*f *f 5 
(120) et oe tl— 4 @ | f= 0 


die Greensche Funktion G{(§,; &,,7,), welche auf dem Rande des 
Rechteckes verschwindet und in dem im Inneren des Rechteckes gelegenen 


Punkt &,», unendlich wird wie — ; lg (€ — £,)? + @ —7,)*). 


Da nun G(&, 9; §&,%,) wieder zu kompliziert fiir eine direkte 
Untersuchung ist, so wiahlen wir, wie in Kapitel II, eine Vergleichs- 
funktion, niimlich die Greensche Funktion G{")(§, 4; &,%,), welche auf 
dem Rande desselben Rechteckes verschwindet und der Differentialgleichung 


2 2f 
(121) cht ps 0 
geniigt. 

Diese Funktion wird bekanntlich durch die konforme Abbildung des 
Rechteckes auf den Einheitskreis gewonnen und lat sich daher ver- 
mittels der Transzendenten, welche in der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen auftreten, darstellen. Wir setzen zu diesem Zwecke*) 

Etign=2, E&tin=4, &—im=—4; 


—nam 


#(2) = 1+ 2> (—1)"-e * + cos(2mzz). 
m=1 


ie ere 
* o(*-4=").6 (tA=* 
a 


*) Vergl. z. B. A. Harnack: Die Grundlagen des logarithmischen Potentials, 
Seite 78. 


Dann ist 





(122) GY (&, "3 &> %) = 


und 





Ew Hrs. 


6 (P=) 1 es +e Rie, 4); 


2a 


+h 


— bi a ae 
9 (+4- ‘)=1—e +e" Ry (2, 4,), 


, 


und analog, wenn z,’ an die Stelle von z, tritt; dabei ist der Wert der 
R(z,4,) fiir alle z, die innerhalb des Rechteckes liegen, bei jedem noch 
so groBen } unterhalb einer endlichen GréBe, wenn 2, fest im Innern 
des Rechteckes gelegen ist. Ferner erhilt man fiir geniigend groBe » 
eine Darstellung von der Form: 

~9s 


GPE, 0; bm) —e* AME, 05 byw), 


wobei 7(") fiir geniigend grobe 4 vom Charakter einer ganzen Funktion 


in bezug auf £ ist, ferner treten in y(*) nur Potenzen mit positiven Expo- 
—nn (y— 26)” 


nenten von ¢“ und e auf. 
Wir fihren jetzt wieder v statt » ein; es ist 


a 


0 a Ile ol + BO). 
2V— €, &s es 

Wir setzen: 

« bed —_ am £.° 
(123) 2aV— ¢, €,¢, G5 
dann ist ¢, eine positive von 0 verschiedene Konstante und man erhilt 
(124) GY (E, "3 &» ") = wv gl) (Ev; > v,); 
fir «,=— 0 konvergiert*) G)(E, »; &, 7,) nach 


Gee") (_.*) | 


G,(E, ni by m4) = Ig} 


( Een) (Pen) 
i—e * 1—e * ) 


Wir wenden nun den bekannten Greenschen Satz zum Vergleich von 


GEE, 03 &,m) und GPE, n; &,) 
an und finden wie bei (67) u. f. 


GY(E, n; &, m) S GME, 0; &, m) < G8, 05 &, m), 


*) Wir miissen dabei jedoch voraussetzen, daS 7 und », sich nicht gleichzeitig 

dem Werte b in jedem einzelnen Falle nihern. Wir erreichen dies, indem wir immer 
b 
mh < 2 


voraussetzen, wobei zu erinnern ist, daB } unendlich groB wird. 
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ferner 
lim G(E, n; ,, 4) — Ga(E, 03 <2 
lim Gf (5,75 §15 ™) 2(5,95 6%) (wenn 4,< 2 
und 
GY (E, 9; Ey a) = we YGP(E, 0; &, ms), 


wenn y{) dabei eine Funktion von demselben Charakter ist wie 7". 


§ 3. 


Aufstellung der Integralgleichung. Ubergang zur 
quadratischen Form. 


Es sei jetzt w(E,4;m,r) eine Eigenfunktion von (110), welche 
fir §=0,& =a, y» = 0,7 —b verschwindet und im Intervall § = 0 bis 
=a zur Oszillationszahl m gehért; r ist durch (117) definiert. Dann 
folgt wieder aus dem Greenschen Satze: 


(125) w(E, 93 m,r) — tf f GE n3E,m) Y(En,3m,7) (4, —r,) dE, dy, = 0 


oder 


yi) (E, 43 m, 1) 


a 4 


A 
— An, wis { GY(E, nr); &s, 4(%)) - WV (E,, 4 (%); m, 7) (uy —v,) dE, ~ at ; =0. 


Wir setzen jetzt: 


(126) yp) (E, v; m, r) = vw (E, 4; m, te) —* fir »>s,; 
R, ( (v) 


gy(E,v;m,r) = 0 fir » <a, 


(127) Ky(E, »; &, »,) — GY(E, ni); & nop) “4 VE 5 (ee =a fir v, und vy > &, 


Ky(E,v;&,%,)=0 fir vce, oder 4,<e,. 
Dann wird also: 
(128) p)(, v; m, r) — == se ff (Kye, v3 &, 4) p™ (E,,%,; m, 7) dé, dy,=0. 


Die Eigenfunktionen von (128) sind noch zu normieren; wir setzen fiir 
die normierte Eigenfunktion: 
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gE, v5 m, * ae 


V ff ae m, r))*d& dr 


og 


p(E, v3 m, r) = 


é, v;m. r) 





Vii (wp) (E, 1; m, 1) — 9) didv 


R, R, (v) 
Nun ist . 
WE, 4; m, 7) = u(y; m, r) E(u; m, vr), 


wobei «)(y; m,r) mit der in (119) definierten Funktion iibereinstimmt. 


Dann wird: 
a d 
: ’ (u — vy) did 
Sf (06, 95 m, ny —— eae _ 
o a vV(v — €,) (e, — ») (e, — ») 
é 


' *,) 2 
" J mE; m, nypas. f winnie 


Vie ¢,) (€, — v) (e, — ») 
“) ))?dy 
a (es) ( ad J (u' 3,9) 9 
fo iste nya: V(» —e,) (, — ») (e, — ») 
= le é, 
= f nce m, 7) dé ((UP@)?+ (UM @)*] = ar-9y 
- : Ig &, | x.,(m, 7) + M,; 
wobei M, unterhalb einer festen Zahl fir alle ¢, liegt, sofern A <A, 
wenn A beliebig grof vorgegeben ist.*) Man hat also: 


gp (E, v3 m,r) = 
lig) Ze,(msr) + M, 
(129) 


js *) (° 2 
wobei 7, (m, 7) = J ” 2m" dé (UY @) + (Up@)'} 


Wir wiahlen nun in einer Ebene mit den Koordinatenachsen — und v 
fiir das Rechteck, welches von 
§=—0; v=; §=4a; v=d 
begrenzt wird, ein vollstindiges orthogonales System, z. B. 


2 sin (?=* P=8) sin (437), p=1,2,-:: 


d 
fiir welches | eine zu (19) analoge Formel gilt. 


q=1,2,--- 


*) Vel. 8. 42. 
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Dann setzen wir 


sf 
(130) J | 2K$(E, v; E1, v1) sim P%*) sin (25") ae dv — KY, (Es, m1). 
00 


und 
K” (xy) = ES pn Xp,9 Virsa» 
Pdi Pry 
wobei p,q, ~,, %, alle ganzen Zahlen von 1 ab durchlaufen.*) 

Wie dann aus den Untersuchungen iiber die Eigenwerte A hervor- 
geht, sind alle K“)(zy) beschrinkte Formen und liegen fiir alle ¢, unter- 
halb einer endlichen Grenze, wenn 

(wx) <1; (yy) <1 
ist. Da man nun durch Integralabschiitzung wieder zeigen kann, daB fiir 
alle endlichen, aber festen p,q, p,,q% em. pg, mach einem bestimmten 
ky,o:p,,q, kKonvergiert, so folgt wie in Kap. I § 3, daB K“ (xy) mit ab- 
nehmendem ¢, nach einer beschrankten Form K(xy) konvergiert. 

Die zu g)(E, v; m,r) gehérige normierte Linearform sei: 


Pa (41) 7. 
(182) L)(2; m,r) = 2m) 


+ | 1WE, | te, (m,n) + M, 


1 
j > (#) . 
Eie(M, 7) Xp, ¢. 


= — : 
V: lg e, Xe, (m7) + M, Pq 


Dann ist: 


(133) i) (m,r) = 


fez” (0; m,r) u (v3 m, 7) sin (ez#) sin (*7") A. 


v Ve Vo—2)e —») @ —») 
Es folgt also aus der schon oft angewandten Methode: 


(#) 
tha (mr) <<, 
~ g*-pt 
wobei M,“ fiir alle p und g und fiir alle A4<A und alle ¢, unterhalb 
einer festen Grenze bleibt. 


Wenn also » |%p,,| konvergiert, folgt wie immer: 
(134) lim LO) (as m,r) = L (a; m,1). 


1=9 


*) Wir kénnen natiirlich die Summe wieder als gewdhnliche Doppelsumme, 
etwa wie in If], auffassen. 
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Es geniigt aber zur Ableitung von (134) schon, wenn 


M, 
Zp, a _ 4 a 


P “qd 


ist, sofern M, unabhingig von p und gq unterhalb einer endlichen Grenze 
liegt, und ¢ eine wesentlich positive Konstante, z. B. die in (123) definierte 
Zahl ¢,, bedeutet. 


Nun kann man K“ (zy) in der Form darstellen: 


(4) (». , 78a) (ay. 
K“) (zy) -> > (@; m,r) L (y;m,r) 2a + Rg. 
me (Fl les| 2,07) + MG) Amr) 


Dabei ist die Doppelsumme iiber alle Eigenfunktionen zu erstrecken, fiir 
welche A <A ist; m bedeutet die Oszillationszahl im Intervall § = 0 bis 
=a; r ist in (117) definiert und man kann A so groB wihlen, dab 
|Ra| <0 wird. Wir kénnen nun, wie in Kapitel I, zur Grenze itiber- 
gehen und finden 

"aa L a2;m,r) L(y; m,r 
(135) K(zy) = > J a2 Heeb 9 gy 


m=O 
Wir nehmen &,, 7, fest im Innern des betreffenden Intervalles an 
und setzen: 
(%) 


(#,) : 
; Lpq = Kp.g (E1,%), 
dann ist 


avy) <- 


@ p 
wobei ¢, die kleinere der beiden Zahlen c, und : ist. 

Um dies einzusehen, ziehen wir von K,(&,v; &,,v,) die Greensche 
Funktion G,(&,v;§,v,) ab, welche auf dem Rande des Rechtecks, das 
von den vier Geraden §=0; v= 0; =a; v=—d begrenzt wird, ver- 
schwindet und welche der Differentialgleichung: 


M, 


L+e, ’ 


“2 


ae ar , 
oe av? = 
geniigt, nachdem wir sie mit einem konstanten Faktor multipliziert haben, 


so daB die logarithmische Singularitét in Wegfall kommt. 
Nun ist aber 


poe o= (34) sin (#5) - ff et, v,;,v) sin °°) sin (*5°) dé dv. 
0 0 


Der iibrig bleibende Teil von K,'(&,v; &,,v,) verschwindet fiir § = 0 
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und £=a von der 1. Ordnung, ebenso fiir yd; in der Nahe von v—¢, 


verhilt er sich wie v*~* y, (E, 4; §,,7,). (Vergl. den SchluB des letzten 
Paragraphen.) Daraus folgt die Behauptung. 
Fir yp,,o, setzen wir 


ad 
tron = ff 200) sin 5A) sin 85") aban. 


wobei g(£,v) eine auf dem Rande des Rechtecks in der §y-Ebene ver- 
schwindende, beliebig vorgegebene Funktion ist, welche eine stetige erste 
und zweite Ableitung in bezug auf & und yw besitzen soll, die den Dirichlet- 
schen Bedingungen geniigen. Setzt man nun «, =—0 


K,(6,; &%) = JJ "Ky (E¥5 45%) Ka(Es 45 bes %2) €E dry 


und , 
flan) = ff KG 95 by) 9m) a, 
0 


wobei —, und mw, genau so zusammenhingen wie € und uw, so folgt durch 
dieselben Schliisse wie in Kapitel I, § 4 aus (135): 


E(u; m,r) u(v;m,r) Yu—v 
fi (u, ¥) ->'2 J a Te eel VR,@) 


ad 
Sf fh (Uy, ¥,) E(u; m, rv) u(,; m,r) - "1. dé, dy, 
0 0 vm R, (»,) 


oder 


met , 
188) fa») = hW9) Ee =D J <a 


x(m, 1) 


Sf f(uy,%) E(u,; m, 7) w(v,; m,r) (uy, —%) de, VEO )? 


fur) = -f Jive ED 0 9; bn) a (owrd abd 


9s (4%) =JS- Ky (bo, 45 £151) 9 (tas %e) Abe dv, 
ist. 


Mathematische Annalen. LXVI. 
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Ersetzen wir wieder K,(£,v; &,,v,) durch 


Ve —») 4 — %) 

VR) RO) 

so findet man, wenn /(u,¥v) und das etwas weiter unten definierte g,(u, v) 
auf dem Rande des Rechtecks verschwinden und tiberall zweimal stetig 
differentiierbar sind, durch Anwendung des Greenschen Satzes analog wie 
in Kap. I, § 4: 


eo Ps a2 A 
— 2595 (045%) Vin —% WR) — “Hay 4 Ahlan) 


ae 6 iy ane — 22g, (u,,%,) (u,—%) 


Gs (E,03 &5m) 


und ebenso: 


a — —__ — az 
— 229 (14,4) Vin 4 VER, (o,) — “Balers 4. Maer) 


5 
= (us°— 5°) Jo (Ha, Me)» 


und die so definierte Funktion g(u,,v,) muB fir w= 4,; w= f,; v = 0; 
y=d von 1. Ordnung in w und v. verschwinden, und nach w und » 
gleichzeitig differentiierbar sein, und diese Ableitungen miissen den 
Dirichletschen Bedingungen geniigen. 

Die Weiterfiihrung des jetzigen Problems, wie in den friiheren Ka- 
piteln, bietet nun keine prinzipiellen Schwierigkeiten; da es sich aber hier 
nur noch um einige Rechnungen infolge der schirferen Koeffizienten- 
abschiitzung handelt, so will ich 
dieses nicht naher durchfiihren. 

Zam Schlusse bemerken wir 
noch, daB, wenn in nebenstehender 
Figur sich das Intervall von @ bis zu den zusammenfallenden e¢,¢, erstreckt, 
man neben dem Streckenspektrum wieder ein Punktspektrum erhiit, 
analog wie in Kap. IL. 


September 1907. 





Fig. 8. 
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Uber die Konvergenz von Reihen, die nach periodischen 
Funktionen fortschreiten. 


Von 


Fritz Jeroscat und Hermann Wevt in Gottingen*). 


§ 1. 
Hilfssatz tiber die Beschrinktheit von Funktionsfolgen. 


Das niachste Ziel der folgenden Untersuchung ist es, zu entscheiden, 
unter welchen Voraussetzungen iiber die GréBenordnung der Koeffizienten 
¢,, €, eine trigonometrische Reihe 


. + ¢, cosx + ¢, cos2a + ¢, cos3xz4+--- 
+ @, sing + @, sin2z + 2, sm3z+--- 


fiir alle Werte der Variablen z mit Ausnahme solcher, die einer Menge 
vom Mafe 0**) angehéren, konvergiert.***) Wir bediirfen dazu eines 
Satzes tiber die Beschrinktheit einer einfach unendlichen Reihe von 
periodischen Funktionen. 

Es liege eine unendliche Folge 


F,(2), F,(2), F,(2), athe 


*) Herr Fritz Jerosch, Student der Mathematik in Géttingen, hatte im August 
1907 eine Note iiber den Gegenstand dieser Arbeit bei den Annalen eingereicht. Er 
war damit beschiftigt, sie umzugestalten und zu erweitern, als er pldtzlich infolge 
einer Operation verstarb. Herr Weyl hatte die Freundlichkeit, auf Grund der nach- 
gelassenen Papiere des Herrn Jerosch die vorliegende Bearbeitung auszufiihren. 
D. Red. d. Math. Ann. 
*) Zur Definition des Begriffes ,,Ma8“ (mesure) vgl. Lebesgue, Legons sur 
Vintégration (Paris 1904), pag. 102 ff., Legons sur les séries trigonométriques (Paris 
1906), pag. 8. 
***) Die gleiche Fragestellung findet sich bereits bei Fatou, Séries trigono- 
métriques et séries de Taylor, Acta Math. Bd. 30 (1906), pag. 337. Doch ist das dort 
ausgesprochene Ergebnis — Fatou gibt als hivreichende Bedingung L nc, = L ne, = 0 


= 2 
an — weit weniger vollstindig als das in § 2 der vorliegenden Note bewiesene. : 
5* 


68 F. Jernoscn und H. Wevt. 


stetiger Funktionen von der Periode 2x vor. Ist N irgend ein Index, 
so finden sich fiir jeden Wert von x unter den Zahlen 

\Fi(2)|, |Fa(@)|, «+ +» |Fw(@)| 
eine oder mehrere grifte; der Index der ersten unter diesen gréBten (der 


eine Funktion von N und z ist), werde mit (N; 2x) bezeichnet, so dab 
fiir alle N und alle z 


| F,(2)| < | Fw; 2)(2)|, falls m < N, 


gilt. Es ist leicht zu sehen, daB die Funktionen Fiy,,)(x) von 2 gleich- 
falls stetig sind und die Periode 22 besitzen. Ist demnach 6 irgend ein 
reeller positiver Exponent, so existieren die Integrale 


22 
J \Funo(2) de = J fir N= 1,2,3,---, 
0 


und der zu beweisende Hilfssatz lautet jetzt so: 

Ist (fiir ein festes 3) die Zahlenfolge 
(1) J, J, J, -- 
beschriinkt, so ist die Menge I,, die dadurch erklairt ist, daB ihr ein 
Wert x, des Intervalls 0---22 dann und nur dann augerechnet wird, 
falls die Wertefolge F,(x,), F(%), F(a), --- nicht beschriinkt ist, vom 
Mafe 0. 

In der Tat: ist etwa 

Jo < H’ fir alle N, 

und verstehen wir unter A irgend eine positive Zahl, so betrigt das Mab 
m(Uy) derjenigen Punktmenge Wy des Intervalls 0 < « < 2a, in welcher 
|Fw;2)(z)| > A ist, héchstens (4 ) , da notwendig 


22 


J | Fur;=)(2)|* dx > A*- m (My) 
wird. Nun ist aber fiir jeden Wert von z 


| Faa;2)(2)| S | Fe;2)(2)| S| Foa;2)(@)|S---, 
und mithin %, enthalten in M, YU, enthalten in Y, u.s.f.; folglich sind 
alle Wy in einer Menge & enthalten, fiir deren MaB m(M) die Un- 
gleichung gilt: , 
H 
mM) < (4): 


Das heiBt aber, daB die Menge derjenigen Punkte x des Intervalls 
O---2a, in denen irgend eine der Funktionen |F,(x)|, |F,(x)\,--- die 
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Zahl A iibersteigt, héchstens das Mab (4 )’ besitzt. Daraus ergibt sich 
die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Fir die Zwecke des § 3 ist es erforderlich, eine gewisse Erweiterung 
dieses Hilfssatzes auf zweifach unendliche Funktionsfolgen vorzunehmen, 
Indem wir die obigen Bezeichnungen beibehalten, aber jetzt unter 0 ins- 
besondere einen positiven Exponenten <1 verstehen, unter a,, a, @5,--- 
aber irgendwelche reelle Zahlen, fir welche die Summe 


> 'a,|?, mithin auch > \a,| 


k=1 k=l 


konvergiert, setzen wir 
m 


Gan (XZ) = _ a, F (ka). 
k=l 
Hilfssatz: Ist fiir einen positiven Exponenten 3 der angegebenen 
Art die Folge (1) beschriinkt, so machen diejenigen Stellen x, fiir die die 
abziihlbar-unendlichvielen Werte G,, , (x) (m,n = 1,2,3,---) nicht zwischen 
endlichen Grenzen bleiben, wiederum nur eine Menge vom Mafe 0 aus. 
Es ist namlich 


M 
(2) |@n,q(2)| <>" |ay|-|Furan(kz)|, falls m< M, n<QN, 


k=l 


ferner 


(3) (> a: Finaw(te)) <3 et + |Fersen (a), 


k=1 


und ae wenn wir das Integral des auf der linken Seite von ©) 
stehenden Ausdrucks nach z im Intervall OS e< 2a mit Joy 
zeichnen und bedenken, dab 


fi Favro(ba)tdem 5 | [Fano (@)t ae = fi \Furva(2)|* de 


ist, 


Jy SD ial: fi Funo(e)*de < H*- > |a,!; 


k=l 


d. h. unter den gemachten Annahmen ist auch die Zahlenmenge der 
Rha ‘y (bei festem @) beschrinkt, und daraus folgt, indem wir den ersten 
Hilfesatz statt auf die F(z) wannabe auf die doppelte Folge der G,, ,(x) 
anwenden, die zu beweisende Tatsache. 
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§ 2. . 
Satz iiber die Konvergenz einer trigonometrischen Reihe. 


Wir beschrinken uns beim Ausspruch und Beweis des angekiindigten 
Satzes tiber die Konvergenz trigonometrischer Entwicklungen auf eine 
bloBe Cosinus-Reihe. 

Satz: Eine Reihe 

¢, Cos Z + ¢, cos2xz + ¢, cos3z+--- 
konvergiert fiir alle Werte x mit Ausnahme solcher, die einer gewissen 
Menge M vom Mafe 0 angehiren, falls sich eine positive Zahl C und ein 
Exponent y> ; angeben lassen, so daB fiir alle n 
el< = 

ist. 

Wir setzen 

F, (x) = ¢, cosz + ¢, cos24 +---+¢, cosne 
und wenden auf die hiermit gewonnene Funktionsfolge 
F,(2) (n = 1, 2,3, ---) 

den ersten Hilfssatz und die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen an, 
um auf solche Art zunichst 2u beweisen, daB diejenigen Werte x des 
Intervalls 0< a2 < 2a, fiir die jene sukzessiven Partialsummen keine be- 
schriinkte Zahlenreihe bilden, eine Menge Mi, vom Mafe 0 ausmachen. 
Dazu ist es nétig, einen positiven Exponenten 4 so ausfindig zu machen, 
daB die Reihe der Integrale J ) fir alle N unterhalb einer endlichen 
Grenze bleibt. 

Unter den Voraussetzungen des Theorems existiert die Quadgatsumme 

e+ er +e +---, 

und es gibt infolgedessen, wenn wir den Integralbegriff in dem von 
Lebesgue aufgestellten Sinne*) nehmen, nach einem von den Herren 
Riesz und Fischer bewiesenen Satz**) eine samt ihrem Quadrat in- 
tegrierbare Funktion F(x), so dab 


22a 
* (Fe) cosnzdz=c, 
0 


a: > o,* ~( (rw) dz 
k=1 0 


*) Leg. sur l'intégration pag. 98 ff. — Leg. s. 1. sér. trigonom. pag. 10f. 
**) Riesz, Gott. Nachr. (Math.-phys. Klasse) 1907, pag. 116. — Fischer, Comptes 
Rendus, Bd. 144, p. 1022 (13. Mai 1907). 





Konvergenz von Reihen periodischer Funktionen. 


ist. Wir schreiben noch 
F(z) — F,(z) = D,(2); 


22 2 
Jf (Da)? dz=a- D4 e,!. 
0 


hon+l1 


dann gilt 


Das MaB m(€,) derjenigen Menge €, im Intervall 0--- 2a, in 
welcher |D,(x)| >1 ist, gentigt wegen dieser Gleichung der Bedingung 


@) — mG)<a-Dersaor. Do <a0" [5 


om eo a~@r-2), 
Bedeutet fiir eine positive Zahl a allgemein [a] die gréBte ganze 
Zahl, welche a nicht tibersteigt, so schreiben wir jetzt 


n,=1, 

ny =n, +([n,"], 

nm, =n, + [n,"], 
Um das Integral 


ax 
, | Fw; 2) (2) ’ dz 
6 


za berechnen, teilen wir das Intervall 0--- 2a (mit Bezug auf den 
Index YY) in eine endliche Anzahl meBbarer Punktmengen §,, W,, - - -, R,. 
Dabei rechnen wir einen Punkt z des Intervalls dann und nur dann zu 
R,, falls 

m, <(N32)< m4, 
ist, und es bedeutet p den letzten unter den Indizes k, fiir welche 
m <N ausfallt. Alsdann wird 


22 
(5) J \Fea(@) °dx [++ — +f 


wobei allgemein unter f das tiber Rt, zu erstreckende (Lebesguesche) Inte- 


gral von | Fwy; 2)(x)|? zu verstehen ist. Ein in R, enthaltener Wert z 
gehért entweder ©, an, falls niémlich |D, (x)|>1 ist, oder es gilt fir 
jenen Wert x die Ungleichung |D,,(~)|< 1; im letzten Fall ist aber, 
da fiir Werte z aus fi, 

0<(N;2)—u <M, —m Sm! 
ist, 
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(¥; 2) (N32 
Dw,2)(®)—D,,(2)| =| >’ ¢, cos vz) < >" c,| 


ven, +1 vonp+3 


<5 (2) —m) <0, 











und mithin 
Dw;2)(2)| << 14+ C. 
Fir Werte z, die ®,, aber nicht €, angehdren, ist demnach 
| Fuv;2)(2)|< 1+ C+|F(2)|, 
und falls der Exponent d<1 ist, um so mehr 
| Fu, (#) P< 1+ C+ | F()|. 


Aus dieser Uberlegung folgt fiir das in (5) auftretende Integral tiber R, 
die Ungleichung 


|< fi) Fua(2) ‘ae + fa+o+ F@)|) dz, 


RR (Re, €n,) 





in der (R,, €,.) den ,,Durchschnity“ der beiden eingeklammerten Mengen 
bezeichnet. 


Sind die Zahlen H,, H,,--- so gewahlt, daB fiir alle Indizes n<n,,, 
und alle Werte z 









\F.@|s 4, 
wird, so ist im Bereiche der Menge &, 


Fy; 2) (x) < H,, 
und folglich 


(6) Mg < H? -m(E,) + fA+C+|F(a)|)az. 


(Rx) 
















Fiihren wir diese Abschiitzung in (5) ein, so kommt 





f "Fw, (x) |? dx <> H!-m (,,.) + 2a(1+C) +. fire jae 
DaB die Integrale 


22 
J? = {| Fw;2(2)\ de 
0 


eine beschrinkte Folge bilden, wird also bewiesen sein, falls gezeigt wird, 
daB die unendliche Reihe 


(7) H,’ . m(G,,) + H,’ - m(E,) +--- 
konvergiert. 
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Wenn n< n,,, ist, gilt 


ee ree ds) <0 yr 
F.@)S OF +5 + rgt)so(s fi 7) STH Mess 


dabei ist noch, was selbstverstandlich geschehen kann, y <1 angenommen; 
denn ist unser Satz fiir einen gewissen Wert y = », > + bewiesen, so 
gilt er a fortiori fiir alle Exponenten y>y,. Da 

mei Sn)" <2-m-7 
ist, darf in der Abschiitzungsformel (6) 

2c 
H, => - ° ni-? 

genommen werden. Geschieht dies, so ist zufolge der Ungleichung (4) 
die Konvergenz von (7) sichergestellt, falls die Reihe 


nii-e— (87-1) 
k=1 


A= (2y—1)—(1—7)8 
gesetzt, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB 


(8) A+y>l1 
ausfallt. Denn aus 


konvergiert. Wird 


ites en” 
e+ Mec < “EH ", 
ity 2 7S ity ? 
mer? 4 m ni, 


Mei —- mh Mm, — my +1 


folgen die Ungleichungen 


> Jn D3 psaier YS 7" 


m=1 m=1 


Die Bedingung (8) laBt sich in der Form schreiben 


2+0 
3+0° 


Da y> < ist, kann stets ein positiver Exponent d<1 gefunden werden, 
fiir den die Beziehung (9) erfillt ist, zB. d= 3y—2. Die Zahlenfolge 
J,@7-®, J,°7-», J,@7-, ° 


(9) y> 


stellt sich demnach als beschrinkt heraus, und daraus folgt nach dem in 
§ 1 entwickelten Hilfssatz, daB unter den gegenwirtigen Vorausseteungen 
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diejenigen Werte x, fiir welche die Reihe der Zahlen F(x), F,(x),--- nicht 
beschrdnkt ist, eine Menge M, vom Mafe 0 bilden. 

Um nicht nur die Beschriinktheit, sondern auch die Existenz des 
Limes L F(a”) einzusehen, machen wir Gebrauch von der Abelschen Trans- 


formation*). Wir setzen 


Alsdann ist 


wo y= + (y+) ebenfalls noch gréBer als : ist. Folglich gibt es, 


wenn wir das soeben gewonnene Resultat statt auf die Reihe mit den 


Koeffizienten c, auf 
é, cos + €, cos2xr+--- 


anwenden, eine Menge Yt, — Mt vom Mabe 0 derart, dab, wenn z, irgend 
eine Zahl bedeutet, die Mt nicht angehért, die Zahlen 

F ,(%) = €, cos % + €, cos 24, +---+2,cosnz, (n—1,2,---) 
simtlich absolut unterhalb einer von » unabhingigen endlichen Gaenze A 
bleiben. Die Abelsche Transformation liefert 


F(%@) = 1, - €, 008 t +--++ 4, -&, cos nx, 


n—1 
=> 41) Fm) + 1, F ,(%). 
g=1 


Da nach Definition 
% >% >> °°; Lr,=0 
ist, folgt, daB die Reihe , 


> (%— 41) F ,(%) = f (29) 


absolut konvergiert, und es gilt 
| Fo) — F(%)| << 2Ar,, 
P LF a(%o) = f(%)- 
Damit ist aber bewiesen, daB die Reihe 
(10) ¢, cos + ¢,cos2z+--- 


konvergiert auBer fiir Werte z, die der oben definierten Menge 2% an- 
gehéren. 


mithin 


*) Vgl. Lebesgue, Leg. s. 1. sér. trigonom., pag. 38 f. 
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Aus dem Gang des Beweises laBt sich noch schlieBen, daB zu einer 
beliebigen positiven Zahl ¢ eine im Intervall 0... 22 gelegene Menge %, 
angegeben werden kann, deren MaS 2a —« iibersteigt und welche von 
solcher Art ist, daB im Gebiet MN, die Reihe (10) gleichmdfig konvergiert. 
Daraus folgt offenbar 

L { (f@—F,@))dz=0. 
n=o R, 
Da aber 
aC* 
(F@)—F,@)dz< — n-@y-1) 
ist, ergibt sich 
J (f(a) — F(a)? dz =0. 
R. 


Mithin besteht die Gleichung 
f(x) = F(z) 


im ganzen Intervall O< *<2a mit Ausnahme einer Menge, die héchstens 
das MaB « besitzt. Da aber ¢ beliebig angenommen werden kann, gilt 
jene Glgichung iiberall mit Ausnahme einer Menge in x vom MaBe 0. 
Daraus folgt endlich 


22 22 
- fre) cos nadz = 1 [F@) cos nxdz=c,. 
9 ~% 


Bezeichnen wir demnach den Wert der Reihe (10) an den Stellen ihrer 
Konvergenz mit f(x) und definieren f(x) fiir die iibrigen Werte durch f(x)=0, 
so sind die ¢,, ¢,,---+ die sukzessiven Fourierkoeffizienten der Funktion f(x) 
(falls die Integrale im Lebesgueschen Sinne genommen werden). 


§ 3. 
Reihen, die nach periodischen Funktionen fortschreiten. 


In diesem Paragraphen sollen die Untersuchungen des vorigen dahin 
verallgemeinert werden, daB an Stelle der Funktion cosa eine stetige 
Funktion (x) von der Periode 22 tritt, fiir die das Integral 


fo(a)ax =0 


wird. Wir nehmen dabei an, daB p(x) in eine trigonometrische Reihe ent- 
wickelbar sei: 
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(11) p(x) = a, cos z+ a, cos 24 +--- 
+b, sinz+b, sin 227+---, 


und zwar so, da fiir einen gewissen positiven Exponenten 6 <1 die 


beiden Summen 
Da’, Sih! 
k=1 k=1 


konvergent sind. Die Reihe (11), durch welche g(x) dargestellt wird, 
konvergiert alsdann absolut und gleichmaBig im Intervall 0 << 2< 22. 
Der Einfachheit halber setzen wir noch g(x) als eine gerade Funktion 
voraus, so daB aus der Entwicklung die sin-Glieder fortfallen. 

Wir untersuchen jetzt die Konvergenz der Reihe 


(12) ¢,p (1x) + &p(2z) + p(3z)+---, 


in der die Koeffizienten c, von solcher Art sind, daB eine positive Zahl C 
und ein Exponent » > 3 existieren, so da fiir alle n 


lel < © 
n 


Y 
wird. Indem wir die Bezeichnungen einfihren: 
F(x) = ¢, cos + ¢, cos 22 + --- + ¢, cos nz, 


@,,(x) = a, cos + a, cos 2a +---+ a, cos nz, 


Gann (2) = >) 4, F,(k2) => da, cos (kiz) = > 6,9, (i2) 

k=l k=1 t=1 i=l 
und auf die F.(x) die im vorigen Paragraphen durchgefthrten Uber- 
legungen anwenden, erkennen wir aus dem zweiten der in § 1 bewiesenen 
Hilfssitze, daB fiir jeden Wert x, der einer gewissen Menge M, vom Mafe 0 
nicht angehirt, die doppelt wnendliche Folge G,, ,(x) (m,n =1,2,3,---) 
absolut unterhalb einer (von x abhiingigen) endlichen Grenze liegt. Der 
Unterschied gegentiber dem § 2 besteht jetzt nur darin, dab der Exponent 
é nicht mehr beliebig gewahlt werden kann, sondern so beschaffen sein 
muB, daB S\a,\° konvergiert. 

Um aus diesem Resultat die Konvergenz von (12) ‘zu erschlieBen, 
machen wir wiederum Gebrauch von der Abelschen Transformation. Wir 
bestimmen zunichst, was leicht geschehen kann, eine Reihe positiver, ab- 
nehmender, gegen 0 konvergierender Zahlen 6,, 6,, 6,,---, so daB fiir 
die Zahlen 
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die unendliche Summe > la © noch konvergiert*). Ferner setzen wir, 


k=1 
+ (5 ”) 
2 \3+d- 
t= ™ ? 
Cn 


analog wie in § 2, 


n 
Tr 


Mit Bezug auf die Zahlen 
G,..(2) = * > ae, cos (kiz) 
k=1 i=1 
gilt dann der Satz, daB diejenigen Werte z, fiir welche unter den Zahlen 
Gnn(%) (m, n= 1, 2,3,---) beliebig groBe vorkommen, wiederum nur eine 
Menge I vom MafBe 0 bilden. Ist , ein bestimmter Wert, der M nicht 
angehért, so gibt es also eine Zahl A, so daB fiir alle m und n 
|G nn(%)| <A 
ist. Doppelte Anwendung der Abelschen Transformation liefert 


Gann (0) = : [6,-1,-G,€, cos (kizy)] 


zl i= 


m—1i n—1 
= Za > (1 —%41) (v5 — T41) Fa,4(%o) 
k=1 t=1 


+6, a (©, — 1,41) Fn,s(@0) + % 2 (6,— 6441) Fan) 
> On Tt, G n,n (%) p 


*) Bedeutet A die Summe 
a, {9 


und setzt man 


n 
1 
r, =1, j!—1l—-F > a,\9 (n==1,2,---), 
k=1 
so sind die obigen Bedingungen erfiillt, wenn man 
1 
“= V'n-1 + Vr,)? 
= 0 

|a@,,| =Aly .-1— Vral 


P |@,\@ =A 


k=1 


6, > > 4% >: und [6,=—0. 


wihlt, da dann offenbar 


und folglich 


wird. Auch ist 
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Bezeichnet man den Wert der absolut konvergenten Reihe 
a (6, — 641) (%— 1,4) G, :(%) 


k=1,2,--- 
i=1,2,--- 


mit g(z,), so folgt hieraus 
Gnu (Xo) — 9(%) | << 2A (6,7, +6,,t, —6,,7,), 


mithin 
L i. n(%) = 9(&p)- 


Da aber _ 
& Me a) = De (ity) 


existiert, ergibt sich hieraus insbesondere 


 P(1-%) + &p(2-%) +---—L L G,, (a) = g(a). 


A=ea m= 


Das Resultat fassen wir in den folgenden Satz zusammen: 
Theorem. Ist p(x) eine stetige Funktion von der Periode 22, welche 
in eine Fourierreihe ohne konstantes Glied 


(x) = a, cos + a, cos 22 + --- 
+b, sn z +d, sin 22 +--- 
entwickelt werden kann, deren Koeffizienten von solcher Art sind, dap 


« 


x 
y 
| dé 
> \a,|°, > b, 
k=1 


k=1 
fiir einen Exponenten 6>0O und <1 konvergieren, so konvergiert eine Reihe 
€, p(1-x) + ¢ p(2-%) + ¢, p(3-x) + --- 
fiir alle Werte x mit Ausnahme solcher, die einer gewissen Menge TM vom 
Mafe 0 angehiren, falls es eine Zahl > Se gibt, so dap c,-n’ fiir 


3+0 
alle n absolut unterhalb einer endlichen Grenze liegt. 


Wir erwihnen einige spezielle Fille. Ist g(x) eine Funktion von 
22 


der Periode 22, fiir welche | (2) dz = 0 ist, und 
° 


1) p(x) in eine absolut konvergente Fourierreihe entwickelbar, so ist 
die Bedingung unseres Theorems fiir 6 = 1 erfiillt, und —— geniigt 


zur Konvergenz der Reihe (12) die Voraussetzung |c, sz sy (@>9); 
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2) p(x) v-mal stetig differenzierbar (v>1), so ist p(x) sicherlich in 
eine Fouriersche Reihe ohne konstantes Gligd (deren Koeffizienten wieder 
a,, 6, heiBen mégen) entwickelbar, und es konvergiert 

22 


P ray? +>! an, = +. f (Gey az. 


k=1 


Daraus schlieBen wir, daB auch 
= = ae 
> Ia” (fiir beliebiges «> 0) 
k=1 


konvergiert. Scheiden wir niimlich die Indizes k in zwei Klassen k’, k’, 


so daB allgemein 
2 


= 1 . <—-. 3 
la,**** <5, hingegen ,,|'**” > Pa 


wird, so ist 
1+ (1+2y)e 


Deike"< SQ) 


(®) (*’) 


konvergent, aber auch 


> lee eet > |e": jay (ie) < > lel ae RY} 
(e") 


(Ry (e") 


Zur Konvergenz von (12) ist im gegenwiirtigen Fall hinreichend, dab 


4° 


2y 


Cc : , 
G13 sae wird, wo y, = ——;-, > 0 ist; z. B. 
Qy 


Hy = pe OTR yy — 0,705 - 005 7, = 5 0,695---5 usw. 


WeiB man, daB der »* Differentialquotient nicht nur stetig, sondern auch 
von beschrankter Schwankung ist, so erschlieBt man leicht die Ungleichung 


|a,| < = 1? 
in der A, nicht von m abhingt. Die Konvergenzbedingung lautet 


Cc 
lal Sor: (@>0), 
n 
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1 
* “7 y+1 
Yr _ 1 


et 
ist, z. B. 


yi = rs = 0,714---+; ye = 5 = 0,700 - . 5 usW.; 


3) p(x) beliebig oft differenzierbar, so geniigt zur Konvergenz der 
Reihe (12), daB |c,| < =a (e>0) ist. In diesem letzten Fall erhalten 
n 


wir also dasselbe Kriterium, das wir in §2 fiir p(x) = cos x abgeleitet 
hatten. 
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Uber stetige Funktionen. 


Von 


G. Faper in Karlsruhe. 


Die folgenden Untersuchungen scheinen mir die tiefe Kluft, die 
zwischen den differenzierbaren und den bloB stetigen Funktionen besteht, 
in deutlicherer Weise, als es bisher der Fall war, zu erhellen, und damit 
zugleich einen besseren Einblick in die infinitesimale Struktur der stetigen 
Funktionen zu erméglichen. Gleichzeitig ergibt sich die Méglichkeit, 
durch Superposition gebrochener Linienziige Beispiele stetiger Funktionen 
zu konstruieren, welche besondere Eigenschaften, z. B. die Nichtdifferenzier- 
barkeit*) bis zu einem gewissen Grade geometrisch anschaulich werden 
lassen, im Gegensatz zu den in Lehrbiichern und Vorlesungen iiblichen, 
z. B. der WeierstraBschem Cos-Funktion, wo die Nichtdifferenzierbarkeit 
eines fertigen analytischen Ausdruckes nachtriglich bewiesen wird. 


§ 1. 


Bestimmung einer stetigen Funktion durch eine abzihlbare Menge 
von Daten. 


Es handelt sich nur um Funktionen einer reellen Verinderlichen 2; 
als Intervall J fiir die Veriinderliche wihle ich immer die Strecke (0, 1); 
will man statt dessen x unbeschrinkt variieren lassen, so braucht man 
nur /(0) = /f(1) anzunehmen — diese Méglichkeit bleibt immer offen — 
und der Funktion f(z) die Periode 1 beizulegen. 


*) Ein besonders einfaches derartiges Beispiel habe ich, losgelist von den Zielen 
al]gemeinerer Art der vorliegenden Arbeit, kiirzlich im Jahresbericht d. D. Mathematiker- 
Vereinigung mitgeteilt (Bd. 16 (1907), p. 588), nachdem Herr H. v. Koch eine andre, 
weniger einfache und allgemeine, geometrische Erzeugungsmethode fiir stetige nicht- 
differenzierbare Funktionen (Acta Math. Bd. 30 (1906), p. 145—174) verdffentlicht hatte. 


Mathematische Annalen. LXVI. 6 
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Denkt man sich die bekannte Stetigkeitsbedingung, wonach bei ge- 
gebenem « > 0 fiir jedes x in J und geniigend kleine |h| 


(1) \f(@+h) —f(@)|<e 


sein muB, in einzelne Bedingungen aufgelést, deren jede nur ein x und 
ein h enthilt, so gelangt man offenbar zu einer Menge von Bedingungen, 
welche die Michtigkeit des Kontinuums besitzt. Andrerseits ist es eine 
langst bekannte und vielfach benutzte Tatsache, daB eine stetige Funktion 
durch geeignet gewihlte Daten in abzdhlbarer Menge vollstiindig bestimmt 
ist, z. B. durch die Werte f(z,), die sie an irgend einer abziihlbaren iiberall 
dichten Menge M von Stellen 2,, 2, 2,,--- annimmt. Um im folgenden 
mit ganz bestimmten Vorstellungen zu operieren, wiihle ich als Menge M 
stets jene der Zahlen von J mit endlicher dyadischer Entwicklung; d. h. 


es hat jede der Zahlen z, von M die Form ,, (wo n und k<2 be- 


liebige ganze Zahlen sind). Es ist nun zu erwartén, dab man einen um 
so besseren Einblick in die Struktur der stetigen Funktionen gewinnen 
wird, je mehr es gelingt, dieselben durch méglichst tibersichtliche und 
méglichst voneinander unabhingige, also jedenfalls abzahlbare Daten zu 
charakterisieren. Die vorhin erwihnten Funktionswerte f(z,) eignen sich 
wegen der vielen Beziehungen, die gerade wegen der Stetigkeit noch 
zwischen ihnen bestehen, nicht zu dieser Charakterisierung, wenigstens 
nicht ohne weiteres. Ich wihle an ihrer Stelle andere Zahlen 6, aus denen 
man die f(z,) in umkehrbar eindeutiger Weise berechnen kann, so dab 
also diese neue Wahl schlieBlich nur auf eine andere Anordnung der f(z,) 
hinausliuft; aber gerade in dieser Anordnung scheint mir der Vorteil 
eines bessern Einblicks in die infinitesimale Struktur zu liegen. Freilich 
bleibt mein Ansatz noch weit davon entfernt, zugleich notwendige und hin- 
reichende voneinander unabhingige Bedingungen in abaihlbarer Menge fiir 
die Stetigkeit einer Funktion aufzustellen (auf diese Problemstellung bin ich 
durch eine gelegentliche Bemerkung des Herrn Pincherle aufmerksam 
gemacht worden). Es ist sogar denkbar, daB dieses Problem tiberhaupt 
nie vollig gelést werden kann, wie es z. B. auch vielleicht nie gelingen 
wird, ein System véllig voneinander unabhingiger Axiome fiir den Aufbau 
der Geometrie zu finden. 

Ich nehme (was ohne Beschrinkung der Allgemeinheit geschehen 
kann) /(0) = 0 an und definiere die Zahlen 6 durch folgende Gleichungen 


(vgl. Fig. 1): 
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prigds Care 


veal 
nH) = 




















Allgemein ist dams .1 (wobei m und » ganze Zahlen sind und 2m+1<2" 
3” 
ist) der Unterschied zwischen dem Funktionswert f tw: +1) und dem 


(@)+ (5 ) 


arithmetischen Mittel 


re) 








Durch Auflésung der Gleichungen (2) kann man die Funktionswerte /(z,) 
(unter x; immer eine dyadisch rationale Zahl verstanden) durch die é aus- 
driicken; man kann dies zuniichst in rekurrenter Weise tun, indem man 
aus der ersten dieser Gleichungen den Funktionswert f(1) = 6, entnimmt 
und dann mit Beriicksichtigung von (0) = 0 aus der zweiten und dritten 


der Gleichungen (2) die Funktionswerte f() und f({) darch die 8 
ausdriickt, sodann mittels der nachsten vier Gleichungen / (3); f (=) : 


(2), £(2) vm. 
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Um zu einer independenten Darstellung der f(z,) zu gelangen, denke 
ich mir im Punkte 0 senkrecht zur Strecke (0,1) eine Y-Achse errichtet 
und verstehe unter y = f,(x) (vgl. Fig. 2: OZ) das Geradenstiick, das den 
Nullpunkt mit dem Punkte verbindet, dessen Koordinaten 1/4, sind; 
ferner verstehe ich unter y= /,(z) den gebrochenen Linienzug, den man 


erhalt, wenn man den Nullpunkt mit dem Punkte z= = y= 0, und 


2 
sodann diesen Punkt mit dem Punkte x=1, y=0 verbindet (0OM1 in 
Fig. 2); die Kurve y=/,(x) besteht aus dem gebrochenen Linienzuge 


ON + P1 in Fig. 2), der entsteht, wenn man immer zwei aufeinander- 
folgende der folgenden durch ihre Koordinaten gegebenen Punkte ver- 


bindet: 00; 4/81; 4/0; 2|8s; 1/0; allgemein ist die Kurve y—f,(2) 
4 4 


»4 
ein gebrochener Linienzug, der die Strecke (0, 1) in den Punkten x = 0, 


1 2 3 -t 1 , ; a 
es os Os Oe es 1 schneidet und Maxima oder Minima 


(Ecken) vom Betrage 31,03, 45,---,ds"-1 in den Punkten «= — 
- 2x 2” 
wr? gary ga besitat. Fiir die 2*-* Zahlen 81, 33, -+-, ds"1 filhre 
2 3" ” 3 
ich im folgenden iiberall da, wo es nicht darauf ankommt, genauer an- 
zugeben, welche dieser Zahlen gemeint ist, die gemeinsame Abkiirzung 0, 
ein; die gréBte der Zablen |4,| bezeichne ich mit ,, die kleinste mit @,. 
(In. den Anwendungen des zweiten Paragraphen wird mehrfach groBe 
Einfachheit erreicht durch die Annahme, dab alle 2*-* Zahlen 6, einander 
gleich sind.) 
Ich behaupte nun: Es ist fiir jede Zahl x, von M 


(4) f(2)) — >? f,(@)*). 


Die auf der rechten Seite von (4) stehende Reihe bricht ab, da fiir 
L,= ta und fir v>wmn: f,(z,) =O ist. Nun ergibt sich jedenfalls 


durch Auflésung der linearen Gleichungen (2): 


*) Die- nachher mehrfach benutzten Anniherungskurven y = > f,(@) sind 


0 
offenbar nichts anderes als der Kurve y=/(x) einbeschriebene gebrochene Linien- 
ziige mit Eckeu auf y = f(x) in den Punkten « = . s >: @ Pee 


wo OBD die Kurve y=/,(z)+/,(2), 0ABCD die Kurve y=/, (2) +f, (a) +f, (a) 
darstellt). 


g"” gn’ 
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6) f (PRT) = aad + 18, + 048) +--+ + 0484, 
wo z. B. 4d, “a oder 0, ee sein kann, je nachdem nimlich an i+ 


im Intervalle (0, 3) oder im ists (>, 1) liegt usw., und wo die « 


von den 3 wnabhiingige Zahlenkoeffizienten sind. Man wird also «, am 
einfachsten berechnen, wenn man 0, = 0,=—---=—dé,=—0,,,=—---=0 
setzt; dann aber besagen die Gleichungen (2), daB die Kurve y = f(z) 
geradlinig vom Nullpunkte bis zum Punkte mit den Koordinaten 1 | 4, 
verliuft, kurz mit y = f,(7) zusammenfillt, daher ist ad, = f,(z,); genau 
so findet man, wenn man sich fiir einen Moment 6, = 6, = 6, =---= 0 
gesetzt denkt: «,d,—/,(”,) und in derselben Weise od, —/f,(z,) usw., 
endlich durch Addition Gleichung (4) (nebenbei sieht man so noch, 
daB die a positiv und <1 sind). Auf diese Weise ist in geometrischem 
Gewande eine independente Darstellung der Funktionswerte f(x,) gefunden. 
Ehe ich untersuche, weichen Bedingungen die @ unterliegen, damit 
die zugehérigen Werte f(x,) einer stetigen Funktion angehéren, nehme 
ich umgekehrt an, es sei eine stetige Funktion f(x) gegeben, denke mir 
die zugehérigen Zahlen 9 und Funktionen /,(x) gebildet und behaupte: 


Die Reihe >? f,(2) konvergiert gleichmépig fiir alle x des Intervalls J 


0 
und hat f(a) zur Grenze. 
Wegen der vorausgesetzten gleichmiBigen Stetigkeit der Funktion f(«) 
gibt es naimlich eine Zahl n’ der Art, daB fiir jedes z in J: 


(6) If@+h) —f(@)|<> 
ist, sobald |h | <5 und n>n’ ist. Ist nun 2,—% und 2,— = und 
£4,542 < %, so ist nach (6): 


(7) ~t<f(@)-fa)<+4, 
und da der der Kurve y =/(z) einbeschriebene polygonale Zug y- > f, (2) 


0 
zwischen x, und 2, keine Ecke hat, also monoton zu- oder abnimmt, ist 


(8) S4.@)— Srl <| Sre@o—Sreol; 


die rechte Seite dieser Ungleichung ist aber identisch mit |/f(x,) — f(z,)| 
also <3; so daB (8) besagt: 
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(9) -$<f@)—S4@<+4- 
0 
Durch Addition von (7) und (9) findet man schlieBlich 


(10) —8<f@)—-DS4@<+e 


fir »>n’ und alle z in J, w. z. b. w. 

Nunmebr denke ich mir umgekehrt die Zahlen 6 gegeben und frage 
nach den Bedingungen, denen sie unterliegen, damit die aus ihnen durch Auf- 
lésung der Gleichungen (2) gebildeten Funktionswerte f(z;) einer stetigen 
Funktion angehéren; da die Funktionen f(z) stetig sind, ist dazu die 


gleichmaBige Konvergenz von »h (x) himreichend und nach dem soeben 
0 


Bewiesenen auch notwendig; da ferner | f,(x)| < 4, bleibt, ist dieselbe immer 
gesichert, wenn >, konvergiert. Von dieser hinreichenden, nicht not- 


0 

wendigen Bedingung wird im nichsten Paragraphen ausschlieBlich Ge- 
brauch gemacht. Sind stets die 2"-* Zahlen 6, einander gleich und 
gleich d,, so ist diese hinreichende Bedingung auch notwendig*); denn 


-_ a os 24 

fir z= + z. B. ist dann f,(z) = 3, fi(@) = 3» h@ =") +++, also 

f(x) -* + >; daraus ergibt sich auch, daB die offenbar stets not- 
1 


wendige Bedingung lim 6, = 0 nicht hinreichend ist. 


Soll an jeder Stelle ein endlicher Differentialquotient existieren, so 
miissen auch die Differenzenquotienten 


Lr er BL 


a ” a ; 
also auch ihre Summe, die = — 2"~'4, ist (siehe (3)), und daher schlieBlich 
auch 2"d, unter einer endlichen Schranke bleiben. Ist dagegen lim 2"8,=oo, 
so gibt es in jedem noch so kleinen Intervall Stellen z und z +h, fiir 
welche lim fos h— fe =oo wird, so daB also die Stellen, an denen 
kein endlicher Differentialquotient existiert, iiberall dicht liegen. 








*) Allgemeiner: wenn alle d, (n > n’) positiv sind, und wenn der Quotient irgend 
zweier 8, mit gleichem Index n unter einer endlichen Schranke bleibt. 
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Was die Rektifikation anlangt, so ist fiir diese bekanntlich notwendig 
und hinreichend, daB sich f(x) als Differenz zweier monoton zunehmender, 
endlich bleibender Funktionen f(x), f(x) darstellen laBt: 


(11) f(x) = f(@) — fF). 
Jede der Funktionen f,(x) la8t sich in solcher Weise zerlegen: 


(12) f,(@) _ f,(@) rt f,(2), 

wobei sowohl |f,(zx)| als | f,(a)| unterhalb der Summe simtlicher 2°-* 

Zahlen |d,| bleibt. Die gleichmaBige Konvergenz der Reihen >> f,%(@) und 
“ 0 

> f,(z) und damit die Existenz der endlichen, monoton zunehmenden 


Funktionen f(a) und f(z) ist daher jedenfalls gesichert, wenn die Summe 
der absoluten Betriage siimtlicher Zahlen 6,,,,, (2m+1<2", n=0,1,2,---) 
konvergiert. ” 

Zusammenfassend ergibt sich also folgendes: 


Wiihrend die absolute Konvergenz der Reihe >, eine hinreichende, 


aber nicht notwendige Bedingung fiir die Stetigkeit ist, ist die Bedingung, 
da 2°3, wnter einer endlichen Schranke bleibt, fiir die umnbeschriinkte 
Differenzierbarkeit mnotwendig, aber nicht hinreichend. Die Bedingung 
lim 2°d, = co dagegen ist himreichend dafiir, dap in jedem Intervall Stellen 
ohne endlichen Differentialquotienten existieren. Die absolute Konvergenz der 
Reihe siimtlicher 8 ist hinreichend fiir die Rektifizierbarkeit. 


Ferner: Die Konvergenz von > 2°| 3, | ist eine hinreichende Bedingung 


0 
dafiir, dag an jeder Stelle ein endlicher vorderer und hinterer Differential- 
quotient existieren, die nur an den Stellen von M voneinander verschieden 
ausfallen kinnen. 
Es ist nimlich, wie ein Blick auf die Kurve y = f,(z) lehrt, fiir jeden 
Wert von h: 


ant \f.(e-+h) — f,(@)| + \h| <8, 2 5 
oder 
(14) | @+* —f,@) < or. 


h 


Gehért nun x nicht der Menge M an und ist « >0 gegeben, so ist die 
Existenz einer Zahl h’ > 0 nachzuweisen, von der Art, daB fir |h, |< h’ 
und fiir |hy| <h’: 
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(15) fee wa ts) bis feth= f@)| -, 


ausfallt. Man wihle zu diesem Zwecke » so groB, dab 
(16) D8, <5 
n+1 


ist und h’ gleich dem kleineren der beiden absoluten Betriige der Dif- 
ferenzen zwischen x und der niichst gréBeren sowie. der nichst kleineren 


Zahl von der Form ~ Dann ist (15) erfiillt. Denn 


(17) > h(@+ ” —f,@ _ > fet f,(@) 
0 0 








Sheth) —f@) DA e+h)—F@) 
<| Syeetey=tie — Suet te 
0 0 


« | cs) | 
fele-+hy) — f(z) flit hy) — f(a) | 
‘ar tae ee 


n+1 | m2 | 


Da die Kurve y — >7,(2) zwischen «—h’ und x+h’ geradlinig ver- 


lauft, ist der erste Sommand auf der rechten Seite von (17) gleich Null. 
Die Summe der beiden andern ist nach (14), (16) <«. 

Ist x eine Zah] der Menge M, so ist die linke und rechte Nachbar- 
schaft der Stelle 2 gesondert zu betrachten, sonst bleibt der Beweis der 
gleiche. 


§ 2. 
Differentiation und Rektifikation. 
Ich beweise zunichst den folgenden Satz: 
Es sei p(h) fiir alle reellen h (in der Umgebung der Null) definiert und 
(18) lim @(h) = 0, 


ferner habe p(h) das Vorzeichen von h*); dann existieren durchweg endliche 
und stetige Funktionen f(x), fiir welche an jeder Stelle: 


*) Diese Voraussetzung wird offenbar nur gemacht, um die Analogie zwischen 


den Quotienten fer hf una [e+ 5 te) miglichst weit zu treiben; 


e 
weiteren Einschrinkungen unterliegt p(h) nicht; doch wird man natiirlich sich unter 
(hk) Funktionen vorstellen, die langsamer als h der Null zustreben; sonst ist die 
Aussage des Satzes trivial. 
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, a fle) — Fe) _ _ fe+h)— f(a) _ 
oor +o, Es 


— co 
ast. 

Dieser Satz scheint mir auch insofern von Interesse, als er zeigt, 
daB es stetige Funktionen gibt, die ,,in geringerem MafBe stetig“ sind als 
irgend eine vorgelegte stetige Funktion. Man kann niimlich, um den 
soeben gebrauchten Ausdruck zu prizisieren, ahnlich wie die Konvergenz 
von Reihen, die Stetigkeit von Funktionen in gewissen Fallen vergleichen, 
wenn man zu einer stetigen Funktion f(z) eine MaBfunktion w(x, h) der 
Stetigkeit an der Stelle z einfiihrt, die als Maximalwert der Differenzen 
\f(2+h' —f(«)| fiir ein bestimmtes x und alle |h’'|<h definiert ist. 
Ferner kann man eine MaBfunktion (h) fiir die Stetigkeit von f(x) in 
einem Intervall J definieren als Maximum der Werte y(z, h), falls h 
festgehalten wird und # in J variiert. (x,h) und w(h) sind, wie 
leicht zu sehen, stetige Funktionen ihrer Argumente. Von zwei stetigen 
Funktionen f(z) und f,(x) heiBt dann die erste an der Stelle « bezw. im 
Intervalle J in geringerem Mafe stetig als die zweite, wenn die zuge- 
hérigen MaBfunktionen die Relation 


_ w(@,h) _ wh) 
nd meee . eae 
e en. 


Die Richtigkeit des obigen Satzes wird durch Konstruktion passender 
Beispiele bewiesen, etwa folgendermaBen: 
Ich stelle f(a) dar als Summe >> f, (2) , (die Funktionen f,(z), deren 
1 


Index i nicht eine der alsbald zu bestimmenden Zablen 1,, mg, mg, --- 
ist, sind =0). Bei f, (x) sind siimtliche Zahlen 4, einander gleich und 
positiv; um unndtige Buchstaben zu vermeiden, wihle ich 6, = =3 ist 


dann die der Bedingung (18) geniigende Funktion g(h) gegeben, so lassen 
sich die Zahlen », immer noch so bestimmen, daf das Bestehen von (19) 
gewiahrleistet wird. 

Vorerst bestimme man eine Folge wachsender ganzer Zahlen m,, mg,--- 
so, daB fiir 


a< 
ae 
| 1\2 
(21) 9(h)| < (5) 
wird. m, wird dann jedenfalls > m, gewihllt. 
In der Reihe > f,,(@) fiir f(a) betrachte ich zuniichst einen Sum- 
1 
manden /,,(%) an irgend einer Stelle x und unterscheide zwei Fille: 
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Unter z,, und 2,, verstehe ich in beiden Fallen Zahlen, von denen 
die erste >, die zweite < x ist, und zwar soll im ersten Fall 


, 1 
(22) f(%.) =f(@e) =F 
im zweiten Fall 


(23) f(@4) = f (&4) = 9 


sein, und es sollen z,, und x,, jedesmal die der Zahl x zuniichst gelegenen 

Zahlen mit diesen Eigenschaften sein. (Die Existenz der beiden Zahlen 

Z,, und 2, ist wenigstens fiir hinreichend groBe Werte von k offenbar.) 
Es ist dann fiir 4=—1 sowohl als fiir 1 = 2: 


2 
(24) 2,.—-2\< oe? 


(25) |fe,(@22) — fa,(#)| > a> 
(26) 9(%.—2)<(zx) > 
(vgl. (21)), also durch Division von (24), (25): 


| fag (®,) — ma @ | ky 

| 9(@a—#) |~ 2 

Was das Vorzeichen dieses Quotienten (27) betrifft, so ist es fiir 4=—1 
entgegengesetzt dem fiir 4 = 2, denn der Zihler ist beidesmal der gleiche, 
der Nenner fir 4=—1 positiv, fiir 1—2 negativ. 

Um nun nachzuweisen, daB die Ungleichung (27) bis auf den Nenner 2 
der rechten Seite, der durch einen gréBeren*) zu ersetzen ist, giiltig 
bleibt, wenn man auf der linken Seite f statt f,, schreibt, geniigt es zu 
zeigen, daB in der Differenz 


Fis) — £2) = >} (fa, (eas) — fe, @)) 


(27) 


das Glied /, (7,,) —/f,,(@) dem absoluten Betrage nach die Summe aller 
andern Glieder tiberwiegt (wenigstens fir k > 16) und so sowohl dem 
Betrage als dem Vorzeichen nach den Ausschlag gibt. 


*) Ich wihle als solchen 4 bei dem folgenden Beweise; statt dessen kénnte 
gerade so gut irgend eine andre Zahl > 2 gewahlt werden. 
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Es ist 


28) (0a) — fy) <>} (adi +14)) <2 


Fi 
2 1 
Es ist ferner, wie schon in (13), (14) bemerkt, und wie ein Blick auf 
den Linienzug y=/, (x) lehrt, fiir irgend zwei Stellen x und 2’: 
4 vaper? se pe 
(29) Ifa, (@) — fe, ()| = | — 2] Sort 


oder 
(30) Ife, @) — f,(@)| << = 


(das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn die Punkte mit den Koordinaten 
«'\f,,(#) und 2| f, (@) auf der gleichen geradlinigen Strecke der ge- 
brochenen Linie y=, (v) liegen). Daher ist 


> (0) ~ h4(2) 3" wet 


9” ¥ 
< = 3 —- nach (24) 
1 


k-1 
Co 5 <a e—1 


Q"k~"%—1 g"k~"%—1 
1 


* 
“ 


™ oe" —1 
Man unterwerfe nun die , auber der Bedingung n, > m, noch der 
weiteren: 
4 1 
2) waa SB 
oder 
n,—,_, >5 + "log v!; 


beiden Bedingungen ist z. B. immer geniigt durch 
n, =m, + (5 + “log v!)?. 
Dann ist aber nach (31) und (32): 


“—- 


(33) 3 f(t) — fr, (@)| <5 


Und schlieBlich hat man 





G. Faser. 


If (#2) — f(2)| > — — fa,(*)| 


k-1 
—| > (,@u) — f.,@) E Sh0- fh, (2) 
1 k+1 
(34) > SHS eR mach (25), (28), (33) 
1 
a a-k! 
und daher mit Benutzung von (26): 
f(@,) —f@) 
(85) 7@,=8) |> 4 


Beachtet man noch die Verschiedenheit des Vorzeichens von 
M10 fir 4=1 und 4=2 und daB die Differenz x,,— 2, die ich 
9(@,,— 2) & 


mit h bezeichne, fiir lim k= oo der Null zustrebt, so folgt aus (35): 


lim /¢+" — f@) _ 
=0 


f(a@+h) — f(a) 
(66) lim 9 (h) 


—=— — +o, — oo, w.z. b. w.*) 


Wahlt man statt der bisher betrachteten Funktion f(x) die folgende 


2) = 1 f,@), 


so findet man nach dem gleichen Beweisverfahren fiir die Punkte der 
Menge M statt “” die folgenden priziseren Beziehungen 


im @+%—f@) _ (af) 
-(' =), = 


lim /@+%—f@ _ -(); -— ee, 


sage 


h=+0 (h) da 


f@+h)—f@) _ (df(@)\ _ 
aa pth) afi Te; 


lim f et f (2) -(4.)-- 
A=-0 


Es ist leicht einzusehen, daB diese Beziehungen nicht fiir alle Werte 
von z bestehen kénnen**); dagegen will ich zeigen, daB es rektifizierbare 


*) Aus dem Beweise folgt sogar die genauere Aussage, daB von den 4 Be- 
ziehungen (37) an jeder Stelle 2 wenigstens die erste und zweite oder die dritte und 
vierte besteht. 

*) Vgl. Dini- Liiroth, Theorie der Funktionen einer reellen Verinderlichen, p. 255. 
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Kurven y=f(z) gibt, fiir welche an den Stellen z von M die vier Be- 
ziehungen (37) gelten. Uber die andern Stellen 2 werden keine Aussagen 
gemacht, (es erscheint mir sehr zweifelhaft, ob die Giiltigkeit von (36) 
selbst unter der Annahme g(h)=h an jeder Stelle z sich mit der 
Rektifizierbarkeit vereinigen lit). Jedenfalls aber ist durch das Bestehen 
von (37) an den Stellen z von M die Existenz von J V1 + (f'@)'dax 
ausgeschlossen. 

Statt der bisher betrachteten Kurven y=/, (x) wihle ich fir den 
vorliegenden Zweck andere, die man erhilt, wenn man immer zwei auf- 
einanderfolgende der folgenden durch ihre Koordinaten gegebenen Punkte 
verbindet: 


Die Kurve y=/, (x) fallt also streckenweise mit der X-Achse zu- 
sammen; nur zu beiden Seiten der Stellen 


sat (u=1,2,---, 2"—1), 


sowie rechts der Stelle «=QO und links der Stelle x=—1 wird die 
X-Achse ersetzt durch die Schenkel gleichschenkeliger Dreiecke, deren 


Basis von der Linge = in die X-Achse fallt und deren Hohe 5. be- 
trigt. Ist nun 


(2) =F (-1)f,@) 


und z eine Zahl der Menge M: 2 = ~ - und »<m,, so indert sich am 


Beweise der Relationen (36), (37) ‘gar nichts. Dagegen ist jetzt die 


Summe simtlicher |d, | endlich; jede einzelne Zahl 6, = x ist naimlich 
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2-2” mal zu zihlen, die Summe simtlicher also = 2-e*; also ist nach 
dem zu Ende des ersten Paragraphen, p. 87, Bemerkten die Kurve y = f(z) 
rektifizierbar. 

An Stelle der bisher stets benutzten Menge M (bestehend aus den 
dyadisch rationalen Zahlen) kann man tiberall mit unschwerer Modifikation 
des Gedankengangs, der Formulierungen und der Beweisfiihrung irgend 
eine andre abzihlbare iiberall dichte Menge treten lassen; soll zB. M 
die Menge der rationalen Zahlen werden, so hat man das Intervall (0, 1) 
nacheinander in 2!, 3!, 4!,--- statt in 2", 2%, 2°,--- Teile zu teilen. 
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Beweis des Satzes, daB sich eine jede ganze Zahl als Summe 
von héchstens neun positiven Kuben darstellen 1a8t. 


Von 


Arraur Wierertcs in Minster i./W. 


In der vorliegenden Arbeit soll nachgewiesen werden, daB die not- 
wendige und hinreichende obere Grenze der Anzahl der zur Darstellung 
einer ganzen Zahl erforderlichen positiven Kuben gleich neun ist. 

Eine gute Ubersicht tiber die bisher angestellten Untersuchungen 
findet sich in der Abhandlung des Herrn Albert Fleck: ,,Uber die Dar- 
stellung ganzer Zahlen als Summen von positiven Kuben und als Summen 
von Biquadraten ganzer Zahlen.“*) Ich entnehme ihr folgendes: Tabellen 
der kleinsten Anzahlen von positiven Kuben, in die sich die ganzen 
Zahlen zerlegen lassen, sind zuerst im Jahre 1770 von Waring**) fiir die 
Zahlen von 1—3000, dann von Jacobi***) fiir die Zahlen von 1—12000 
und endlich vor kurzem im Jahre 1903 von Herrn von Sterneck7) fiir 
die Zahlen bis 40000 aufgestellt worden. Aus ihnen ergab sich, daB bis 
zur Grenze 40000 hin alle Zahlen gréfer als 239 sich durch héchstens 8, 
oberlialb 454 durch héchstens 7 und oberhalb 8042 durch héchstens 6 
Kuben darstellen lassen, so daB vermutlich tiber eine gewisse Grenze (8042) 
hinaus eine jede ganze Zahl als Summe von héchstens 6 Kuben darstell- 
bar ist. Erst Herrn Ed. Maillet}}) ist es gelungen nachzuweisen, daB 
sich eine jede ganze Zahl in eine feste Héchstzahl von Kuben, die er 
auf 17 bestimmte, zerlegen laBt. Diese Anzahl ist dann von Herrn A. Fleck 
in der angegebenen Arbeit leicht auf 13 reduziert worden. 


*) Sitzungsberichte der Berliner mathem. Gesellschaft, 5. Jahrgang, 1906, p. 2—3. 
**) Meditationes algebraicae, III. Ausgabe, Cambridge 1782, p. 349. 
***) Crelles Journal, Bd. 42, p. 41—69; Werke, Bd. 6, p. 322—354. 
+) Sitzungsberichte der Kais. Akad. d. Wissensch. in Wien, Math.-naturw. Klasse, 
Bd. 112, Abt. Il*, 1903, p. 1627—1666. 
_ $+) Association frangaise pour l’avancement des sciences, Compte Rendu de la 
2'*™° session (Bordeaux), 1895, 2° partie, p. 242—247. 





1. 
Es sei ¢ eine beliebige positive ganze Zahl. Dann kann ich stets eine 
Zahl v derart bestimmen, dab: 


74-58 <2 < 74-588 
ist. Es sei 
4,=2—a. 
Der gréBte Wert, den a annehmen darf, falls z, nicht negativ werden soll, 
ist also jedenfalls nicht gréBer als V7,4-5°+!. Die Differenz zweier auf- 
einander folgender Zahlen ¢, und z,_, ist kleiner als 3a*, d. h. sicher 
< 3-V74*-5*"+2, Setze ich: 


3- VTA. 597+? = £- 5%, 
so wird: 


3-Vi-e = ¢- 5-3 


also fir v 53 
r< 23. 
Ist demnach vy S 3, so kann ich immer « so bestimmen, dab: 
74-59" < 2, < (7,44 2,3) -5*, 
resp. ich kann zwei aufeinander folgende Zahlen a bestimmen, so daB fiir 
jedes der beiden z,: 
7,4-5°* < 2, < 12-5" 
ist. 
2. 


Ich kann stets zu mindestens einem solchen « eine positive Zahl 6 < 5” 
finden, fiir die 
Z,=2,—P =5'-M 
wird. 
Denn da zwei aufeinanderfolgende Zahlen z, zwischen den oben an- 
gegebenen Grenzen liegen, so kann ich immer z, als nicht durch 5 teilbar 
annehmen. Lasse ich dann # das ganze reduzierte Restsystem modulo 5” 
durchlaufen, so sind alle Kuben #* inkongruent, d. h. einer von ihnen 
mu =z, (mod. 5”) sein. 
3. 
Es ergibt sich dann: 
64-59" < 2, — BF < 12-5°", 
also: 
6,4-59°< M< 12-5*. 
Ich setze nun: 
M=6-5*+ M,, 
wo demnach: 
0,4-59*° << M, < 6-5” 
ist. 





Darstellung einer ganzen Zahl durch Kuben. 
Ist ¢ eine der Zahlen 0, 1 oder 2, so dab 
v + « =0 (mod. 3) 
ist, so setze ich endlich noch: 
M, = 5*-y° + M,, 


wo ich y so bestimmen will, daB M, durch 6 teilbar, gleich 6 M,, wird, 
und M, nicht die Form 2°" (8n+ 7) hat. 


Es geniigt demnach, y so zu bestimmen, daB M, eine der Formen: 
96n + 6, 12, 18, 24, 30, 36, 48, 54, 60, 66, 78, 84 


annimmt. Aus den folgenden drei Tabellen ergibt sich der zu jedem 
M, = 96n + @ gehérende Wert von y. So z. B. findet man fiir 


M, = 96n + 57, 


im Falle «=0, y=3, dh. ich habe: M, = 3*+ M, wu setzen. UM, 
erhalt dann die Form: 96m + 30. 





| 
| 


v 
0 
1 
2 
3 | 
4 
5 
6 |. 
7 
8 
- 


10| 58 64 10 
11| 5 23 71 
13| 1 

14| 8 

15 | 

17 | 29 

18, 0 

22 | 40 
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4. 


Der gréBte Wert, den ich 5*-y* zu geben habe, ist demnach gleich 
Bt - 22%, 
Damit 6 M, positiv bleibt, muB also: 
5*- 22° < 0,4- 5", 
d. h. 
10 648 < 0,4-5*"-* 


sein. Dieses ist der Fall fir v5 4. 
Fir v = 3 ist: 
18° < 0,4- 5%", 
dagegen : 
22° > 0,4 -5?”. 


Ich habe jedoch nur dann die Potenz 22° abzusondern, falls 
M, = 48n + 40 


ist. 

Da M, — 4° = 48n — 24 = 6-4(2n—1) ist, so kann ich nur dann 
nicht schon den Kubus 4° absondern, falls 2 — 1 von der Form 8 N +7, 
d. h. n= 4n, ist. In diesem Falle ist M, = 192n, + 40. 

Ferner ist M, — 10®° = 192”, — 960 = 6-32(n,—5); ich kann also 
nur dann nicht schon den Kubus 10° abziehen, wenn m,—5 von der 
Form 2?"+1(8n,+ 7), also wenn: 


° M, = 192 -2?"*+1(8n,+7) + 1000 
ist. Es ist also M, kleiner als 22° nur in den drei Fallen: 
M, = 3688, 6760, 9832. 


Dann wird: 


6-59" + M, = 97 438, 100510, 103 582. 
Es ist aber: 


97 438 — 45° + 16° + 10° + 10° + 6* + 13 
100510 = 46° + 11° + 113 + 83, 
103 582 = 46° + 178 + 113 + 194 15 


In diesen drei Fallen kann ich also 6 - 5*’+ M,, demnach auch 5’(6-5”+ M,), 
als Summe von héchstens sechs Kuben darstellen. 


Im tibrigen ist also die abzusondernde Zahl 5*-y* kleiner als 0,4 -5*", 
d. h. es wird: 


0<6-M,<6-5" 


oder: 


0< M, <5". 





Arraur Wrerericu. 


5. 
Zwischen vier beliebigen GréBen A, z,, x,, 2, besteht die Identitit: 


D> ((A+a)' + (A—a,)*} = A[6 4? + 6(a,* +2,'+2,9)]. 


Da nun M, nicht die Form 2*"(8n+7) hat (abgesehen von den vorweg 
behandelten drei Fallen), so kann ich M, als Summe dreier Quadrate 
darstellen. 

Es sei demnach: 


M, = 2,{7 + 2,/7+ 2,”. 


Ersetzt man also in der obigen Identitit A durch 5” und z, durch z;, 
so ergibt sich 


3 
7 ‘ " , 
Br. (6-5°+ 6M) — D'Or +a) + O—m)"}, 
i=l 
d. h. 5°(6-5**+6M,) ist die Summe von sechs positiven Kuben, da 
wegen 0 < M,< 5*” sicher jedes x; < 5” ist. 


6. 
Da 


a= a+ p+ 5+. 4 5°(6-5** + 6 M,) 


ist, so laBt sich demnach eine jede Zahl, die gréBer als tA- 5° ist, als 
Summe von neun positiven Kuben denstallen. 


7. 


Ist nun 40000 < z < 7,4-5°, und setze ich 4,—2—a,', so kann ich, 
2 
wie schon erwihnt, «, so bestimmen, daB z,< 3-2* wird, resp. z, zwischen 


2 
zwei Grenzen einschlieBen, deren Abstand héchstens gleich 3-z* ist. Ich 
2 


kann also stets bewirken, daB 10000 < z, < 3-2? + 10000 wird. Dann 
setze ich ebenso: 
fy = 2, — 0", 
z 2 

und kann hierdurch erreichen, daB 10000<z,<3(3-2* + 10000)5 + 10000 
wird. 

Setze ich demnach z = 7,4-5°, so finde ich, daB ich stets z, so fest- 
legen kann, daB 10000 < 2, < 20000 ist. 





Darstellung einer ganzen Zahl durch Kuben. 
Indem ich also: 


a= a, + a + 2 
setze, kann ich stets bewirken, daB z, zwischen 10000 und 20000 liegt, 
d. h. nach der Sterneckschen Tabelle durch héchstens sechs positive 
Kuben dargestellt werden kann. 


Ich kann daher auch eine jede Zahl < 7,4-5* als Summe von héchstens 
neun positiven Kuben darstellen. 


8. 


Da die Zahlen 23 und 239 nicht in weniger als neun Kuben zerlegt 
werden kéunen, so ergibt sich hieraus der zu Beginn ausgesprochene Satz: 

Eine jede ganze Zahl lift sich als Swmme von neun positiven ganzen 
Kuben darstellen, und es gibt Zahlen, zu deren Darstellung neun Kuben er- 
forderlich sind. 


Minster i. W., Mai 1908. 








E. Lawpav. 


Uber eine Anwendung der Primzahltheorie auf das Waringsche 
Problem in der elementaren Zahlentheorie. 


Von 


Epmunp Lanpavu in Berlin. 


Ich begriiBe die vorangehende Arbeit von Herrn Wieferich*) als 
einen der erfreulichsten Fortschritte, welche die elementare Zahlen- 
theorie in der letzten Zeit gemacht hat. Der Verfasser list ein altes 
Problem, indem er eine Vermutung beweist, welche schon im Jahre 1782 
in der Literatur vorkam und seitdem allen Zahlentheoretikern vorgelegen 
hat. Nun ist mit Herrn Wieferichs Ergebnis noch nicht alles geklirt, 
was mit der Zerlegbarkeit der Zahlen in Kuben zusammenhingt. Es bleibt 
zunichst folgende bestimmte Frage offen, auf welche der Vergleich mit 
den entsprechenden, schon durch Lagrange véllig bekannten Tatsachen 
bei der Zerlegbarkeit in Quadrate fiihrt. 


Es bezeichne f(m) die kleinste Anzahl von Quadraten, als deren 
Summe die positive ganze Zahl m darstellbar ist, d. h. es sei 
f(1)=1, f(2) =2, £3) =3, F(4) = 1, £(5) = 2, (6) =3, F(7) =4, £8) =2,--- 
Lagrange hat bewiesen, da fiir alle » 


f(n) <4 
ist. Da 


ier f(i)=4 
ist, so ist nach Lagrange 
obere Grenze von f(n) = 4. 
Da ferner fiir nm =7 (mod. 8) stets 
f(n) = 4 


lim sup f(n) = 4. 


ist, so ist nach Lagrange 


*) ,,Beweis des Satzes, daB sich eine jede ganze Zahl als Summe von héchstens 
neun positiven Kuben darstellen la6t* [Mathematische Annalen, Bd. 66 (1908), S.95—101]. 
Durch die Freundlichkeit des Verfassers und der Redaktion war mir die Arbeit vor 
ihrem Erscheinen zuginglich, so daB ich die vorliegenden Bemerkungen, zu denen 
sie mir Anla$ gab, in demselben Heft der Annalen erscheinen lassen kann. 
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Entsprechend sei g(m) die kleinste Anzahl von positiven Kuben, aus 
denen n additiv gebildet werden kann: 


g(1) =1, g(2) = 2, 9(3) = 5,---, 9(7) =i, 9(8) =1, 9(9) =2,--- 
Herr Wieferich hat bewiesen, daB fiir alle n 
g(n) 39 
g(23) = 9 


ist, so ist nach Herrn Wieferich 


ist. Da 


obere Grenze von g(n) = 9. 
Aber es bleibt unentschieden, ob 
lim sup g(n) = 9 


oder 
lim sup g(n) <9 


ist; denn man kennt nur endlich viele Zahlen (n=23 und n= 239), fir 
welche 

g(n)=9 
ist. 


Ich bin nun imstande, durch Verbindung von Herrn Wieferichs 
scharfsinniger Methode mit einem neueren Satz aus der Primzahltheorie 
zu beweisen, daB 

lim sup g(n) <9 
ist; niimlich: Jede Zahl oberhalb einer gewissen Schranke ist als Summe von 
hichstens acht positiven Kuben darstellbar. 

Jener Satz aus der Primzahltheorie, welcher zuerst von Herrn 
de la Vallée Poussin*) auf Hadamardscher Grundlage und spiiter 
einfacher von mir**) bewiesen worden ist, lautet: Es seien & und / zwei 
positive teilerfremde Zahlen, o(2) die Anzahl der bis z (inkl.) gelegenen 
Primzahlen von der Form ky +J- Dann ist 


- loga 1 
lim = ¢@) = 5@’ 


Daraus folgt, wenn 6 > 0 eine positive Konstante ist, 


*) ,,Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers [Annales de 
la Société Scientifique de Bruxelles, Bd. 20, Teil 2 (1896), S. 183—256, 281—397], 
8. 360—361. 

**) ,Uber die Primzahlen einer arithmetischen Progression‘ [Sitzungsberichte 
der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissen- 
schaftliche Klasse, Bd. 112, Abt. 2a (1903), S. 493—535], S. 532. 
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sy “Se é al te 
lim “E* (@(@-+82) — 9(2)) =(1+6) lim “EES? o(2+82) —lim “8” o(2) 


a? a 

—9® —9® ~ 9H 7% 
die Anzahl e(z+éz)— (x) der Primzahlen zwischen z (exkl.) und 
«z+ 6x (inkl.) aus der Progression wird also mit x unendlich. 


9 
Speriell (fir k= 3, 1=2, 6—J/12—1): Fir alle hinreichend 


groBen ganzen z gibt es mindestens zehn Primzablen p, welche die Be- 
dingungen 


9 Zz 9 Z 
(1) Va<esVi, 
(2) p = 2 (mod. 3) 
erfiillen. Von je zehn solchen Primzahlen geht fiir alle hinreichend 


10 


groBen z mindestens eine nicht in z auf, da ihr Produkt > (4) , also 


von einer gewissen Stelle an gréBer als z ist. p bezeichne eine solche 
Primzahl, die also nicht in z aufgeht und (1), (2) erfillt. 
Aus (1) folgt 
8p* <2 < 12p?; 
aus (2) ergibt sich, daB o(p*) = p*(p—1) nicht durch 38 teilbar, also 
jede zu p® teilerfremde Zahl, insbesondere z, kubischer Rest mod. p* ist. 
Es gibt also ein § derart, daB 


0<p<p’ 
und 
s—f=—p'M 
ist. Hierin ist 
Tp® <p’ M < 12p’, 
Tipi< M< 12p*. 
Es werde nun 
M = 6p* + M, 
gesetzt: 
p< M, < 6p*. 


Von M, lat sich nach der ersten Wieferichschen Tabelle*) stets ein 
Kubus 7°(0<y<96) subtrahieren, so daB 


M, — 7° = M, 
mod. 96 einen der Reste 6, 12, 18, 24, 30, 36, 48, 54, 60, 66, 78, 84 laBt. 
Fiir alle hinreichend grofen z ist also 
M, = 6 M,, 
*) Le, 8. 97. 
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wo die unterhalb p* gelegene Zahl M, in drei Quadrate zerlegbar ist: 
M, = A* + B* + 0%, 
deren Basen A, B, C zwischen 0 (inkl.) und p® (exkl.) gelegen sind. 
Alsdann ist 


z= B+ pM = p* + p*(6p* + M,) — 6 + p*(6p'+ 7° + M,) 
= B+ (py) + p*(Gp +6 M,) = B° + (py)’ + 6p*(p* + A? + B* + C*) 
= B+ (py)? + (p®+A)® + (p°—A)? + (p*+ BY? + (p?— BY + (p+ C)? 
+ (y?— Cc), 
also die gegebene Zahl z in acht nicht negative Kuben zerlegbar. 


Anhang: Die Waringsche Vermutung, dab jede positive ganze Zahl 
sich als Summe einer festen Anzahl von nicht negativen s*" Potenzen 
darstellen laBt, ist bisher nur fiir alle s <6 und s = 8 bewiesen.*) Mein 
Freund J. Schur hat nun die I¢cutitiit gefunden, welche ich mit seiner 
Zustimmung hier verdffentliche**): ; 

4) ee) 
22680 (a* + b? + c? + d*)> = 9 _ (2a) + 180 y 4 (ab) 
a:---d a---d 


(48 (8 
+ Seazdeo" +9 Saedsesa” 
a---d a---d 


Hierdurch***) ist, da die Waringsche Vermutung fir s = 5 durch Herrn 
Maillet bewiesen war, der Fall s = 10 erledigt und der Satz festgestellt: 


Jede positive ganze Zahl lit sich als Summe einer festen Anzahl von 
zehnten Potenzen darstellen. 


Berlin, den 21. Juni 1908. 


*) Literaturangaben siehe in Herrn Maillets kiirzlich erschienener Arbeit 
,5ur la décomposition d’un entier en une somme de puissances huititmes d’entiers 
(probleme de Waring) [Bulletin de la Société Mathématique de France, Bd. 36 
(1908), 8S. 69—77]. Zu den dort zitierten Arbeiten sind inzwischen drei weitere hin- 
zugekommen: 1) Hurwitz, ,,Uber die Darstellung der ganzen Zahlen als Summen 
von n”® Potenzen ganzer Zahlen* [Mathematische Annalen, Bd. 65 (1908), 8. 424—427], 
2) die oben zitierte Arbeit von Herrn Wieferich, 8) Wieferich, ,,Uber die Dar- 
stellung der Zahlen als Summen von Biquadraten‘* [Mathematische Annalen, Bd. 66 
(1908), S. 106—108}. 

™) In Fleck-Hurwitzscher Bezeichnungsweise. 

***) Vgl. die allgemeinen Bemerkungen von Herrn Hurwitz (1.c., 8. 424—425) 
iiber die Tragweite einer solchen Identitit. 
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A 


Uber die Darstellung der Zahlen als Summen von Biquadraten. 


Von 


Arraur Wierericn in Minster i/W. 


Ankniipfend an die Abhandlung des Herrn E. Landau ,,Uber die 
Darstellung einer ganzen Zahl als Summe von Biquadraten“ in den ,,Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo“, Bd. 23 (1907), p. 91—96 soll 
im vorliegenden nachgewiesen werden, daB sich eine jede ganze Zahl als 
Summe von 37 Biquadraten darstellen laBt. 

Liouville*) hat zuerst bewiesen, daB sich eine jede Zahl additiv in 
53 Biquadrate zerlegen laBt. Diese Zahl wurde von Realis**) auf 47, 
von Lucas***) auf 45, resp. 41 und von Herrn Fleck?) auf 39 redu- 
ziert. Herr E. Landau hat sodann in der oben zitierten Arbeit die Zer- 
legbarkeit in 38 Biquadrate nachgewiesen. 


1. 


Herr Landau hat fiir eine jede der 48 Restklassen modulo 48 die 
geringste Anzahl der zur Zerlegung hinreichenden Biquadrate angegeben. 
Bezeichnet B, diese Zahl, so hat er gefunden, daB alle Restklassen mit 
Ausnahme von 48”+ 11, 48+ 27, 48n+ 43 sich als Summe von 
héchstens 37 Biquadraten darstellen lassen. Fiir jene drei Klassen ergab 
sich dagegen die Schranke 38. Er setzte diese nun folgendermaBen 
zusammen : 


*) Siehe: Lebesgue, Exercices d’Analyse numérique, Paris 1859, p. 113—115. 

**) Note sur un théoréme d’Arithmétique (Nouvelle Correspondance Mathé- 
matique, Bd. 4, 1878, p. 209/210). 

***) Sur la décomposition des nombres en bicarrés, ebenda p. 323—325 und 
Sur un théoréme de M. Liouville, concernant la décomposition des nombres en bicarrés 
(Nouvelles Annales de Mathématiques, Ser. 2, Bd. 17, 1878, p. 586/537). 

+) Uber die Darstellung ganzer Zahlen als Summen von positiven Kuben und 
als Summen von Biquadraten ganzer Zahlen (Sitzungsberichte der Berliner math. 
Gesellschaft, 5. Jahrgang, 1906, p. 2—9). 
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48n + 11 = (48n+9) + 1* + If, 

48n + 27 = (48 +25) + 1* + I*, 

48n + 43 = (48(n—1) + 9) + 1* + 34,7 
und erhielt so, da er 48% +9 und 48n + 25 gleich B,, bestimmt hatte, 
eben die drei Klassen gleich B,,. Kann demnach gezeigt werden, dab 
sowohl 48n+9 wie 48+ 25 gleich B,, ist, so wiire bewiesen, dab 


obige drei Klassen gleich B,, sind, d. h. daB eine jede Zahl in 37 Bi- 
quadrate zerlegbar ist. 


Es sei zuniichst: 
24N, = 48n + 9 — (6e,+ 3)* 
= 24[2n—54e4— 1085 —81e2—27¢,— 3], 

wo é, der Reihe nach gleich 0,1,---, 7 sein mége. Es ergeben sich 
dann leicht folgende Kongruenzen: 

N, =2n+13, N,=2n+15, N,=2n+ 3, 

N,=2n+ 9, N,=2n+ 1, N,=2n+11, (mod. 16) 

N,=2n+ 7, N,=2n+ 5, 


aus denen sofort folgt, daB fiir eine der Zahlen ¢, N, die Form 16n,+ 13 
haben muB. Ich kann also stets ¢;=—0,1,---, 7 so bestimmen, dab 


48n +9 = (62, +3)* + 24(16m, + 13) 


wird. 
3. 
Ebenso erhalt man, falls man: 


24.N, = 48n + 25 — (6¢,+1)* 
= 24[2n — 5424 — 3665 —922—¢,+ 1] 


setzt, die Kongruenzen: 


N, =2n+ 1, N, =2n+4+13, N_,=2n+7, 
N, =2n+11, N_,=2n+15, N_,=2n+9, (mod. 16) 


N_,=2n+ 5, N_,=2n+ 3, 


d.h. fiir eine der Zahlen «,=—0, +1, +2, —3, —4, —5 mufb NV, 
die Form 16”, + 13 annehmen. Ich kann demnach durch geeignete Wahl 
von ¢, bewirken, dab 

48n + 25 = (6¢,+ 1)* + 24(16n, + 13) 


wird. 





108 Artaur Wierenice. Darstellung einer Zahl durch Biquadrate. 


4. 
Wie leicht zu verifizieren, kann nun eine Zahl 16n,+ 13 nur auf 
folgende Weise als Summe dreier Quadrate dargestellt werden: 
16n, + 13 = (42)? + (8y+2)* + (824 3)* 

Es wird dann also: 

24(16m, + 13) = 6(82)?+ 6-2*- (4y+1)?+ 24(824 3)* 
Es ist nun, wie Herr Landau zeigte: 6 -2*(4y+1)?=B,,. Ferner folgt 
aus der Identitit: 
24(2,? + 24° +25°)* = 2(e, + Hy + 25)* + 2(— 2, + % +%5)* + 2(4, — 2, + 25)* 
+ 2(4, + % — %)* + (22,)* + (2ey)* + (24,5), 

24(82+3)* = B,, 
ist. Da bekanntlich allgemein: 6m?= B,, ist, so ergibt sich: 

24 (16m, + 13) = B,,. 


daB auch: 


5. 


Es ist also jede der Formen 48” +9 und 48m + 25 gleich B,, und 
demnach eine jede Zahl der Restklassen 48 + 11, 48n + 27, 48n+ 43 
als Summe von 37 Biquadraten darstellbar, falls diese Zahl > 45* ist, 
da 45* das gréBte von 48+ 9 abzusondernde Biquadrat ist. Es laBt 
sich nun leicht zeigen, daB auch jede Zahl < 45‘ gleich B,, ist. Sub- 
trahiert man namlich von einer Zahl < 45* das gréBte sie nicht tiber- 
treffende Biquadrat, so findet man, daB die Differenz < 45*— 44* — 352529 
ist; ferner, daS ihr Uberschu8 tiber das gréBte sie nicht tibertreffende 
Biquadrat < 24* — 23 = 51935 ist. Da nun, wie schon Herr Landau 
zeigte, jede Zahl < 21* gleich B,, ist, so ergibt sich leicht, daB jede 
Zahl < 45* gleich B,,, d.h. sicher gleich B,, wird. Hiermit ist also 
allgemein bewiesen, daB alle Zahlen sich als Summen von 37 Biquadraten 
darstellen lassen. Sehr viel weitergehende Reduzierungen diirften sich 
jedoch aus den bisher benutzten Identitiiten kaum mehr ergeben. 


Minster i./W., Mai 1908. 
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Note sur les nombres entiers dépendant d'une racine cinquitme 
de l'unité. 


Par 


J. Ouspensxy & St.-Pétersbourg. 


La lecture des fragments de Gauss réunis dans le second volume de 
ses Oeuvres sous le titre ,Zur Theorie der komplexen Zahlen“ m’a conduit 
a une démonstration tres simple de |’ algorithme d’Euclide pour les nombres 
entiers dépendant d'une racine 5*™* de l’unité. Je vais exposer ici cette 
démonstration, mais d’abord j’établirai quelques formules préliminaires. 

En désignant par « une racine de |’équation 

f@tefitef®te+1=—0 
les nombres algébriques dont il s'agit ici auront la forme 
F(8) = dy + a, + aye” + aye? 
les nombres dy, 4,, dy, @, (que nous appelons les coordonnées) étant ra- 
tionnels. Le nombre f(«) sera entier algébrique, si ses coordonnées sont des 
nombres entiers rationnels, et dans ce cas seulement. Pour calculer la norme 
Nf) = KOM MEE, 
on posera avec Gauss: 
2p, = (4.—4,)? + (a,—4,)* + (@—45)* + a5” + a”, 
2 Py = (dp—y)? + (4, — ag)? + ay? + (dp— ay)? + ay?, 
et l’on aura par un calcul facile 
(1) Nf(®) = 3p,p, — Pp,” — Ps’ = 5pyPs — (2, +72)’. 

Dans ce qui suit nous aurons besoin d’un autre nombre défini par 
légalité: 

(2) 2s = Mf(e)=—2p, + 2p, = 5(a,?+a,"+ a,*+4,*) — (a, +4, +4, +45)* 
auquel Gauss donne le nom mensura. Cette dénomination est caractéristi- 
que, car la connaissance de la mesure nous permet d’assigner une limite 
supérieure de la norme; on a en effet 


(3) . Nf(e) = 5p,p, — 8° < (<)’ 
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Ces préliminaires établies, passons 4 la démonstration. L’existence de 
Yalgorithme d’Euclide sera établie, si pour chaque nombre 
m = h, + hye + hye* + hye® 
& coordonnées rationnelles on peut trouver un nombre entier M tel 
quon ait 
Norm (m—M) < 1. 
Pour le faire voir posons: 
4h, — h, —h, — hg =A, + %, 
4h, — hy — hy — hs =A, + a, 
(4) 4h, — hy — h, — hg — A, + a, 
4h, — hy —h, — hy — A, + ay, 
— hy —h, — hy — hy = Ag+ %, 
les nombres A,, A,, A,,.A,, A, étant entiers rationnels et les nombres 
a, (i=0,1,2,3,4) satisfaisant aux conditions 
0<a,<1 (i= 0, 1, 2,3, 4). 
Cela posé on a d’aprés les équations (4) 
(5) oo 2—4- 8 5 AMA gy SOA tem 





2 
5 é 





A, — A, + «@ — &, 
+ 3 2 é, 


D’autre part les mémes équations donnent 


Ay + Ay + Ay + Ay + Ay + tly + Oy + tty + Oy + =O 
doa Yon conelut: 


(6) +a +% +o +a=— 


Supposons d’abord, qu’on ait a, + «, + a, + a, +a,—0, cest-a-dire 
Wi = &, = a, = a, = a, =; dans ce cas on tire de l’équation (5): 


wn am SO Ae 5 SA SA gy SHH rd 


Si Yon détermine les nombres entiers x, x,, %,, %;, par les conditions 


I4—ml Sy (= 0,1,2,3), 
et que l’on pose 
M — xy + xe + we? + x, 6°, 
R=m—M®M 


wura toutes ses coordonnées < + en valeur absolue. 


le nombre 
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Supposons ensuite a,+ «, + a,+ «,+a,—x, x étant égal a 1, 2, 3, 4, 
de sorte que 
A, + A, + A, + As + A,+x=0, 


d’oa lon tire la congruence 
(7) (Ay — Ay) + (A, — Ay) + (Ay — Ay) + (Ay — Ay) + » = 0 (mod. 5), 


ou encore 


dp + A, + ay + Ay + x =0 (mod. 5) 


en designant par A,, 4,, 4,, 4, les résidus minima des nombres A, — A,, 
A,—A,, A;—A,, A,—A, suivant le module 5. On a done |A,| <2 (t=0, 1,2, 3) 
et de la cette alternative: ou bien un des nombres A, est égal a zero, ou 
bien ils ne sont pas tous distincts; car autrement les nombres 4,, 4,, 
A,, 4, seraient (abstraction faite de l’ordre) +1, —1, +2, —2 et leur 
somme serait — 0, contrairement a l’hypothése. 

Supposons d’abord un des nombres A,, 4,, 4,, 4, égal & zéro, par 
exemple 4, = 0. Si l'on determine alors les entiers x,, x,, %,, %, par les 


conditions 
1 


h,—%, SF 


et que l’on pose : 

M = xy + me + Hye" + xye°, 

on voit aisément que dans |’expression 
R=m—M=—s, + 5,6 + Ke? + 8,88 

les nombres 5», s,, 8, satisfont aux inégalités 


| 1 ae 8 \ i 
isl Sq> ii|Sy> \s| S53 
mais s, satisfait & une inégalité speciale: 


| a 1% — %! . 3 
|85| b < 5 


De méme si 4, = 0 on aura ig |<z pour j+ i et 3,| <+- 


Si aucun des nombres 4,, A,, 4,, 4, n'est égal a zéro, on a nécessaire- 
ment 4, = 4, pour un choix convenable des indices. Supposons, pour fixer 
les idées, 4,=A,; en multipliant m par e*~* (et généralement par «*~/) on 
obtient 

mat 8 ae Ae An Pee AA Ey AAT 








+ BoA Ea— 


Comme maintenant A, — A, est divisible par 5, ce cas est ramené au 
précédent. Ces raisonnements, évidemment généraux, nous conduisent a 
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cette conclusion: si a + a, + a + a, + a, est différent de zéro, il existe 
un exposant 7 et un nombre entier Yt tels que le nombre 
R=eém—M 

ait une de ses coordonnées inférieure, en valeure absolue, a = les autres 
étant <<. 

Nous pouvons maintenant aborder la démonstration qui était l'objet 
de cette Note. Soit d’abord «,+ «,+ a+ a,+ a,= 0; dans ce cas le nombre 

R=m—M = 5, + 5,6+ s,e*7+ s,8° 


a toutes ses coordonnées inférieures ou égales, en valeur absolue, a = et 


sa mesure M(R) est <5 (s," + 8,2 + 5," + 5%) <*°- Liinégalité (3) nous 
donne 


NR<(*)'<1. 


Soit au contraire «, + «, + a,+ «,+ «,+ 0; dans ce cas, en déterminant 
convenablement / et It, on voit que 

m — Me-' = R-e-', 
le nombre R ayant sa mesure < 5 (t + : + a 4 x3) = = 
en se reportant & Vinégalité (3), que l'on a 


N(m—Me~') < (B)"< 1. 


On en conclut, 


L’existence de |’algorithme d’Euclide est donc établie, ce qui nous 
montre l’analogie parfaite entre la théorie de la divisibilité des nombres 
du domaine (¢) et celle des nombres entiers ordinaires. 
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Uber eine Anwendung der Invariantentheorie 
auf die Entwicklung von Integralen, insbesondere rationaler, 
elliptischer und hyperelliptischer, in Reihen.*) 


Von 


W. Fr. Meyer in Kénigsberg i./Pr. 


Herr F. Klein**) haf betont, daB das elliptische Integral erster 
Gattung: 
dz dx 

I J “)= —- =f. Se — 
( ; ( ) Vf.) Va, + 4,2 + 4,2*+ a,2°+ 0,24’ 
oder homogen geschrieben, fiir 2 = = 

2 

, o (2% —5% 

(I ) J (a, 1) Vi (a, » ) 








my ssa da, — a, da, se tana 
Wrz + a,2,°x, + a,2,'x,? + a,2,2,°+ aa,*’ 
eine transzendente Kovariante der binairen biquadratischen Form 
f,(@) = fy(%, %) 
ist, und zwar in den a von der Dimension — s und vom Gewichte — 1, 
in %,, 2 von der Dimension Null. 


In der Tat, unterwirft man die Variable x resp. die Variabeln 2,, 2, 
einer linearen Substitution S: 


(1) atte oder: ee (ad —be =A +0), 


~ e+a _ = cf, + df 
wodurch /,(2,, 2) in eine neue biquadratische Form ,(£,, &) tbergehe, 
so folgt: 
(Ir) f bd — dh A-s ff i het 
Vou» bs) Vi (® 5 2) 
*) Vgl. die Voranzeige in den Géttinger Nachrichten, Sitzung vom 21. Dez. 1907. 


**) Math. Annalen 14 (1879), p. 112 ff. Vgl. auch Klein-Fricke, Elliptische 
Modulfunktionen I (1890), Kap. 1. 


Mathematische Annalen. LXVI. 8 
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oder nicht homogen geschrieben: 


dg -1f{ de 
” Se~ oS iras 
Auf Grund dieser Tatsache laéBt sich, wie sich zeigen wird, das 
Integral J(x) in eine Potenzreihe nach steigenden Potenzen von x mit 
Koeffizienten entwickeln, die, algebraisch wie arithmetisch, ein durchaus 
einfaches Gesetz befolgen. Ich versuchte sodann, das fir J(x) gefundene 
Gesetz auf héhere Integrale auszudehnen, die von der Form sind: 


(ay) J date (@) 9,@) Wa), >>, 

wo f,(x), 9,(”), h,(~),--+ eime endliche Anzahl von biniren Formen der 
Ordnungen ,p,q.--- bedeuten, u,v,2,--- beliebige feste Exponenten 
(reell oder komplex). Es ergab sich, daB die Lisbarkeit dieser Aufgabe 


lediglich durch die, unmittelbar aus dem Begriff der Kovariante hervorgehende, 
Tatsache bedingt war, dap die Funktion . 

(qv) F(a) = fi (2) 9) (@) hi (2), --- 

eine (im allgemeinen transzendente) simultane Kovariante der Urformen 
f,9,h,--° ist. ? 

Daraufhin wird zuerst F(x) selbst in eine Reihe entwickelt und diese 
hinterher integriert. 

Um die Formeln nicht zu sehr zu itiberladen, geniige es, die Unter- 
suchung fiir den Fall von zwei Urformen f,(x), g,(x) durchzufiihren. Der 
Beweisgang ist so durchsichtig, daB er sich ohne weiteres auf den Fall 
von mehr als zwei Urformen iibertragen laBt. 

Es sei also, in homogener Form: 

(IV’) F(x,, a.) a a Ce 2,) G;(%,, 45), 

wo 

(2) | fa(@1) Ug) = qty + 2, ‘ty +--- + 4,21, 

|9p(%5 a) = bay + bap ty + von b,x}. 


Hierbei sei sogleich bemerkt, daB iiberall da, wo es zweckmibig er- 
scheint, die nichthomogene Darstellung (2,=— 2, z,— 1) verwendet 
werden soll. Die Schreibweise der Koeffizienten a,, b, ist fiir das Folgende 
durchaus nicht gleichgiiltig: wiirde man die Indizes der a,, b, in um- 
gekehrter Folge laufen lassen, oder gar Binomialkoeffizienten einfiihren, 
so wiirden die entscheidenden Darstellungsformeln erheblich an Durch- 
sichtigkeit einbiiBen. 

Vermige einer beliebigen linearen Substitution (1) der 2,, x in 
neue Variable £,,£ mégen die Formen f, 9, F tibergehen in 9(£,, €,), 
v(6,, &), (&, &); dann gilt die Identitat: 
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(V) P(E, &) = F(a, 9), 
d.h. F ist eine Kovariante der Urformen f, g vom Gewichte Null. 
Andererseits ist ersichtlich, daB F in den 2,, x homogen ist von der 
Dimension d,, wo: 
(3) d,=nu + uv. 

Indem wir nunmehr nichthomogen f(x), g(x), F'(«) schreiben, denken 
wir uns F(z) nach der Maclaurinschen Reihe entwickelt: 


(VI) = F(t) = Dy t+ D, + Dio +--+ DS +--. 


Bei beliebigen, komplexen Koeffizienten a,,b,, Exponenten u,v und 
der Variabeln x konvergiert die Reihe (VI) jedenfalls innerhalb eines Kreises 
um den Nullpunkt, der durch die niichstgelegene Wurzel von f(z) - g(x) 
hindurchgeht. Die Funktion F(z) wird im allgemeinen unendlichviel- 
deutig sein; man greife indessen unter den unendlich vielen Zweigen von 
F(a) einen solchen heraus, der zu einem beliebig, aber fest gewiahlten 
Werte von 
(4) Dy = a 05 
gehért. 

Man schreibe: 

(5) Dy ay" bo" = 1 = Zy, 
und setze entsprechend allgemein: 
(VIL) D,aj-" bi-* = Z, (¢=—0,1,2,--+). 

Dann iiberzeugt man sich leicht, daB Z; eine in den a, b ganz- 
rationale Form ist, je in den a und b homogen von der Dimension i, 
und in beiden Koeffizientenreihen der a, b vom Gesamtgewicht i. Mit 
andern Worten, fiir irgend ein in Z; auftretendes Potenzprodukt P: 

(6) P=ajyay---arbyb> --- bie 

geniigen die nichtnegativen ganzen Zahlen ¢, 7 den drei linearen diophan- 
tischen Gleichungen: 

(Ta) eEtat---+e =i, mtmat---+a=4, 

[(Tb) 1+ a + 2- et +++ me, +1-m +2 +--+ py =i. 

Der Beweis beruht auf der Eigenschaft (V). Da F(x) eine Kovariante 
von f(x}, g(x) ist, sich also im besondern gegentiber irgend einer 
Schiebung von 2: 

(8) a=C+k 

absolut invariant verhalt, so geniigt F'(#) der bekannten linearen par- 
tiellen Differentialgleichung : 

(VIII) (v-Z) F@-0, 
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wo unter V der auf die Koeffizienten a,b auszuiibende Differentiations- 
prozeB zu verstehen ist: 


6 i) a 
(TX) Vm a, 5 + 20,55 + 3a, 5 +++ + ma, a — 


a, 1 


é 6 é é 
+b ay, + 2s 55, + 3b oy ++ + Pe a 
Substituiert man in (VIII) fiir F(x) die Reihe (VI), so erweist sich 
die Existenz der Bedingung (VIII) als gleichwertig mit dem Bestehen 
der Rekursionsformeln*): 
(X) VD, = D,,; (i =0,1,2,-->). 
Versteht man unter V‘ die i-malige Wiederholung des Prozesses V, 
so laBt sich (X) auch ersetzen durch: 
(x’) D,=V'D,, 
so daB die Reihenentwickelung (VI) fir F(x) die invariantentheoretische 
Gestalt gewinnt: 


(VW!) F(x) =f*(@)g(@) =D, + = VD, +2- 7D +: 


+ =A vi D, +++, 
(Dy = a, by”). 
Man nehme jetzt an, die Form Z, in (VII) erfiille die oben an- 


gegebenen Eigenschaften bis zu einem Index i. Unterwirft man dann 
beide Seiten von (VII) dem Prozesse V, so kommt zunichst auf Grund 


von (X): 
(9) Digs "Oh? + DV (ai #H-) = VZ,. 


Hier ist: 


Y (aj-" B=") — (ay 2 + 0, 35) (ah-* 05») 
= (i—p) b-* at-#-1 a, + (i—v) ai“ di-*-18,, 


somit: 
(10) a,b) V(ai-“ bi-”) = (i—p) ai—" bi-*+24a, 4 (i—v) bir aire t1,. 
Multipliziert man daher (9) mit a,b,, und fihrt gemaB der Fest- 


setzung (VII) statt der D,, D,,, die Z,, Z,,, ein, so entsteht fiir letztere 
die Rekursionsformel: 


(Xd) 2,41 = {(u— 1) bya, + (v—4) ayb,} Z, + agbyV Z,. 
*) Die Formeln (X), (X’) fallen fiir endliche Kovarianten mit den bekannten, 


von Cayley zuerst aufgestellten Formeln zusammen. S. Encyklopidie der math. 
Wiss. I, Art. ,,Invariantentheurie“ von W. Fr. Meyer, Nr. 18, p. 375—376. 
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Jeder der beiden Prozesse (u — i) b,a, + (v—i) ayb,, a,5,7Z, erhdht 
sowohl die Dimension jedes Gliedes von Z,, je in den a und b, wie auch 
das Gesamtgewicht jedes Gliedes in Z,, um eine Einheit. 

Damit sind die in (7) angegebenen Dimensions- und Gewichtseigen- 
schaften der Form Z, in (VII), die ja fiir iO gemiB (5) ersichtlich erfiillt 
sind, allgemein bewiesen. 

Sieht man im Augenblick von der fiir das Folgende grundlegenden 
Rekursionsformel (XI) ab, so lassen sich die EKigenschaften der Form Z, 
in (VII) auch ohne Zuhilfenahme des Prozesses V direkt erkennen. Die 
Maclaurinsche Entwickelung (VI) von F(z) lehrt, daB Z, jedenfalls in 
den a, 6 ganz und in jeder dieser Variabelenreihen homogen ist. 

Die Dimension irgend eines Koeffizienten D, in (VI) in den a, resp. b 
muB stets dieselbe sein, wie in F(x) selbst, also w resp. v; somit wird 
die Dimension von Z, wegen des Faktors aj-“b‘-* von D, in (VII) je 
in den a und b gleich i. 

DaB das Gesamtgewicht (in den a und b) von Z,, und damit auch 
von D,, gleich i wird, folgt wiederum aus einer besonderen Art der 
Invarianz (V) von F(z). 

Unterwirft man nimlich die Variable x einer ,,Streckung“: 

(11) z= mé, 

wodurch f(x), g(x) in die neuen Formen p(£), ¥(€) mit den Koeffizienten 
a, B tibergehen modgen, F(x) in O(£), so ist identisch (£) — F(z). 
Man hat aber: 

(12) a= ma, 5, = m‘d, (i =0,1,---,n; k=0,1,-- *) P)- 

Bildet man daher die, in die Reihe (VI) entwickelt gedachte, Funktion 
F(a) fiir die neue Variable § und die neuen Koeffizienten a, 8, und driickt 
diese mittels (11), (12) wiederum durch die alten GréBen z, resp. a, b 
aus, so erscheint in D, irgend ein Potenzprodukt P (siehe (6)), gema&B (5) 
noch behaftet mit dem Faktor aj~‘b;~-‘, multipliziert mit einer Potenz 
von m, deren Exponent den Wert hat 

L-e+2-&+---+met+1l-a+2-%+---+ py, —i. 
Dieser Exponent von m muB aber infolge der Identitét ©(£) = F(z) stets 
verschwinden, und das ist der Inhalt der Gewichtsrelation (7b). 

Man hat nunmehr die numerischen Koeffizienten der in Z, (VII) 
auftretenden Potenzprodukte P zu ermitteln. Fiihrt man fiir die nie- 
drigsten Werte des Index i die Rechnung aus, und achtet andererseits auf 
die Struktur der Rekursionsformel (XI), so gewinnt man fiir den nume- 


rischen Koeffizienten 1Sy..-0, tiots**-tp igend eines Potenzproduktes 


fog... qin pep... bp 
a, a, a”b,°b! b, 
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in Z, den Ansatz: 

i ° (#—1)--- — (i— 2, — 1) 
(xi) .--ne0--y ee: seaplane —1)} 


_ ¥(v—1)--- {v»—G—n —})} 
Th! Me! +++ Ny! - 





wo die Exponenten ¢, 7 alle nichtnegativen, ganzzahligen Lésungen der 
Relationen (7) durchlaufen. 
So erhalt man z. B. fiir Z, den Ausdruck: 


Z, = 2wvdga,byb, + 2uaya,bs + 2vbyb,a5 + w(u — 1) afb + v(v—1) ap bj. 
Um den Beweis der Formel (XII) von i auf i+ 1 zu fihren, greife 
man irgend ein Glied 


(@+1) % % ets " 
(13) _ fede fq Noth “** Mp a,a,--- a*b} b} 7 by? 


aus Z,,, heraus, wo der Bequemlichkeit halber die Bezeichnung gewihlt 
ist, wie in (XII) fiir Z,, wo aber darauf zu achten ist, daB in den fir 
die «, 4 geltenden Relationen (7) jetzt der Index i durch den niichst- 
folgenden i+ 1 ersetzt werden mub. 

Ein solches Glied (13) in Z,,, kann seine Entstehung wegen (XI) 
nur folgenden Potenzprodukten von Z, verdanken, die alle zu demselben 
in (13) angegebenen Potenzprodukte fiihren, wihrend jedes zu dem nume- 
rischen Koeffizienten A® (13) einen gewissen Beitrag steuert: 


% 4-1 *s ..a4 Yo 1 =... he 
(a) asa,” a, a*by db: bi, 


das vermége des in (XI) enthaltenen Teilprozesses 


: 0 
(u—t) boa, + ay bya, ea, 


den Beitrag liefert: 
(14*) (u—ite) AY 1,5 ed 1) No— 1, ™-** "PY 


fom 1 atl tl ttn poi ph... Alp 
(b) a, a," aya, a*by 6; be, 


verméige 2a,b, - a, = mit dem Beitrage: 


(14°) 2(&,+ 1) AY_s, & +1, %2—1, 3°-*f_, Yom ls May** 
Geht man so weiter, so erscheint an (k + 1)** Stelle das Potenz- 
produkt in Z,: 


. fom 2 om. gtk—igtet! g%e+1—! gtk+3... gia pei ph... ple 
(k+1) apa ee a G; a*by b: bY, 


"p ° 


1 +2 


vermége (k+1)a,,, i -@,b, mit dem Beitrage: 


PS BE es Oia: o-eartacemtnas- we-teo. 
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Mit k =m — 1 findet die erste Serie von Beitrigen (14°), (14°),--., 
(14*+*),.--,(14") ihren AbschluB. 

Analog zu dieser Serie verhilt sich eine zweite (14), (14”), ---, (14”, 
die sich nur dadurch von jener unterscheidet, daB die ¢ und 7 ihre Rolle 
vertauschen. 

Summiert man nunmehr diese simtlichen Einzelbetrige, indem man 
jeweils auf Grund der fiir den Index i als richtig angenommenen Formel 
(XII) fiir das einzelne A® seinen Wert einsetzt, so gelangt man zu dem 
gewiinschten numerischen Koeffizienten A*+" in (13). 

Bei dieser Zusammenfassung der Einzelbetriige (14), (14’) laBt sich, 
wenn sie durch Erweiterung alle auf den gleichen Nenner 

&! &!---,! 4! nl --- 9! 
gebracht werden, als gemeinsamer Faktor das Produkt abspalten: 
(15) it - SOT Dee a a), ee ea 
2° &° mn: In* Met * °° Nyt 

Dagegen hat das tibrig bleibende Aggregat von Faktoren den Ausdruck: 

1-8 +2-& +---+me,+1- 4, + 2% +---+ Du, 
der nach dem oben bewiesenen Satze iiber das Gewicht i+ 1 von Z,,, 
den Wert i+ 1 besitzt. Hierdurch geht der Faktor i! in (15) tiber in 
(i+1)!, und damit nimmt der numerische Koeffizient A+ in (13) gerade 
den aus (XII) vermége Vertauschung des Index i mit dem Index i+ 1 
hervorgehenden Wert an. 

Die allgemeine Giiltigkeit der Darstellungsformel (XII) ist so be- 
wiesen, und der Beweis iibertriigt sich ersichtlich ohne weiteres auf den 
Fall einer beliebigen endlichen Anzahl von Urformen f(z), g(x), h(x), --- 
in (IV). 

Die Formel (XII) 1aBt sich noch durch Einfiihrung von Binomial- 
und Polynomialkoeffizienten iibersichtlicher gestalten. Erweitert man die 
rechte Seite von (XII) mit dem Produkt der beiden Fakultiten 


(i — &)!-(¢— m)!, 





so werden die Briiche 
w(w — 1)---{w—@—e —1)} v(v—1)--- {y—G—n —1)} 
(}— &)! : (§}— %)! 
die zu den GréBen mw, vw gehérigen (i —«)*", (i — 7) Binomial- 











koeffizienten (,° J , (,” ol . Die dann als Faktoren in (XII) noch 
verbleibenden Briiche 
(¢—«,)! (¢— n)! 
Qlegh-+-ag!? ml ngt--- pl 


sind mit Riicksicht auf die Dimensionsregeln (7a) 
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(Ta) §— tyme tag te thy I My + a tos + Uys 

nichts anderes, als die zu i — &, i — y, gehdrigen, der Zerlegung dieser 
natiirlichen Zahlen in die Summanden «¢,, &,---,&,, Te8P. 1%, %p»"**) Np 
zugeordneten Polynomialkoeffizienten 


( i—& ) ( i—% ). 
yy fa9°**y En? \May Nar" * “> Up 


Damit gewinnt die Formel (XII) die einfache Struktur: 
(XI) Aw’... »®n9 Yor as" * 9% 


ad P 


; v i—é i— 
“— o5 ds x os ty a a Ne» o 7), )" 
Man bemerke noch, daB bei der Einsetzung dieser Werte in die 
Reihenentwickelung (VI) von F(a) der erste Faktor i! in (XII’) sich 
jeweils forthebt. 
Die Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse liefert den grund- 
legenden Satz: 
Satz lL Sind 
f(z) =a, + a2+---+a,2", g(x)—b+ba+---+ 
h(z) = G@ +42+---+6,24,--- 
vorgelegte binire Urformen der Ordnungen n, p,q--- mit einer komplexen 
Variabeln x und beliebigen komplexen Koeffizienten — nur daB a,,b,, ¢y,--- 
von Null verschieden angenommen werden —; bedeuten ferner wu, v, 2, -- 
beliebige konstante komplexe Exponenten, und VY den linearpartiellen Diffe- 
rentiationsprozeB : 


P 


e PB @ 
i a yi a > 2 
dina? . ta, Tay kb, 00,_, we le, _ * 


so gestattet das Produkt F(x) = f*(x) g’(«)h*(x)--- die Entwickelung: 
F(a)=Dy+% D+Z Dyt---+% Dt 


a! 


-D+< VD, + 5 V*Dy +--+ 2 VD +--+, 


wo D,=az"bs"co*---, und die Reihe sicher konvergiert innerhalb eines 
Kreises wm den Nullpunkt, der durch die niichstgelegene Wurzel von f gh --- 


*) Schreibt man iiberdies die Urformen (2) auch in den Koeffizienten nicht- 
homogen, d.h. setzt a,—b,—1, so fallt D, mit Z, zusammen, die Differenzen 
i—s, i— 7, werden ersetzt durch 


& tae t-++ + &, m + % +--+ +p, 


und die Exponenten ¢,,---,%, %,-°**, Mp haben dann lediglich der Gewichts- 
relation (7b) zu geniigen. 





+ 41, 
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hindurchgeht. Setet man D,= Z,ap-‘by-‘cz-‘.-.-, so ist Z, eine gane- 
rationale homogene und isobare Form der a,b,c, ---, in diesen Koeffizienten- 
reihen je von der Dimension i und vom Gesamtgewicht i. Der nwmerische 


Faktor irgend eines diesen Bedingungen geniigenden Potenzproduktes von a, 


aya; o-* nt ° - bie ce “1 ° + ea eee 


wird erhalten, wenn man das Produkt der Binomialkoeffizienten 


Gs. (" p)r 


multipliziert mit dem Produkte der Polynomialkoeffizienten 


§ es a4 .)? fa a pe ) (. * od ‘) cre. 


Es sei nicht unerwaihnt, daB man diesen Satz auch hiitte herleiten 
kénnen durch geeignete Erweiterung eines Faia di Brunoschen*) Satzes 
iiber die explizite Darstellung der héheren Differentialquotienten einer 
Funktion von einer Funktion einer unabhingigen Variabeln. 

Aber dieser Beweis wiire nur als eine formale Verifikation des Satzes I 
anzusehen, und vor allem bliebe dabei der innere Grund des Ganzen, die 
Invarianz von F(x), verborgen. 

Bevor der Satz I auf das Integral der Funktion F(x%) angewendet 
wird, sei noch die Wirkung eines zweiten, in der Invariantentheorie oft 
verwendeten Differentialoperators V, auf F(x) untersucht, wo: 


(XII) Vi = 44-1 54, + 2a,_,; .. foes mig 2 


n-2 
oa, = 


0 
+ b,1 35, + 2b, _ 2 cb, — +-°° + ph aE 
“> 
Denkt man sich die Urformen /, 9, h,--- nebst F wieder homogen 
geschrieben und versteht man unter K(x,,2,) irgend eine (algebraische 
oder transzendente) Kovariante der Urformen, von einer endlichen Dimen- 


sion d@, in den Variabeln z,, 2, so findet die Tatsache, dab K(z,, x) 
gegentiber einer Schiebung von der Gestalt: 


*) Theorie der biniren Formen (1876), deutsch von Walter, 1881, p. 3f. Im 
Falle einer einzigen Urform f(x) fihrt die Darstellung (XII’) 2u der polynomischen 
Reihe fiir f“; umgekehrt liefert die Ausfiihrung der Multiplikation der einzelnen 
polynomischen Reihen fiir /“, g’, h”,... formal die allgemeine Darstellung (XII’), 
nur da8 die Aufstellung der Konvergenzbedingung auf diesem Wege Schwierigkeiten 
bereitet. Man vgl. noch den besonderen Fall auf p. 129 
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(16) m=o, —4=—1 +h 

absolut invariant bleibt, ihren Ausdruck in dem Bestehen der fiir endliche 
Kovarianten (s. das Zitat auf p. 116) bekannten linearen partiellen Differential- 
gleichung: 


(XIV) (V,—2, ne )K=0. 


Fiir den vorliegenden Zweck, wo an die Stelle von K unsere Funktion 
F = f"g’h* --- treten soll, ist es erforderlich, die Bedingung (XIV) in 
nichthomogene Gestalt zu setzen. Nach dem Eulerschen Satze ist 


0K aK 
z, dz, +4 5S = aK, 


oder mit x, multipliziert: 


oK OK 
(17) oy" Fe, + 1% Fe = 2,4a_,K. 


Setzt man hier wieder z,—2, z,=1 und trigt das Ergebnis in 
(XIV) ein, so lautet (XIV) in nichthomogener Gestalt: 


(XV) V,K (a) = 2d,K (x) — 2° K'(2), 
wo K’(x) die Ableitung von K(x) nach x bezeichnet. 

Wendet man jetzt die Identitit (XV) auf 

K(«2)= F(a) =f*g'h" -- 

an, so ist die Dimension d, von F' gemiaB (3): 
(3) d,=—nu+py+qu---, 
und F(x) geniigt auBer (VIII) auch der folgenden linearen partiellen 
Differentialgleichung : 
(XVI) V,F (2) = (ne + py +qat+---)aF—2' F(z). 
Ersetzt man nunmehr wieder F(x) durch seine Reihenentwicklung (V1), 
und beriicksichtigt noch, dab V,D,=—V,Z,, so erweist sich die Iden- 
titit (XVI) als gleichwertig mit einem Rekursionsgesetze, dem man eine 
der beiden Gestalten geben kann: 
V2 Z41 =(§+1) mut+pyt+qat---—i) dgby---Z,, 
VsDi41 = (+1) (ne t+pvt+qat---—i) agb--- D,. 
Das ist der Inhalt von 

Satz IL Die Funktion F(x) =f*(x)g’(x)h*(x)--- des Satees I 
geniigt auch noch der linearen partiellen Differentialgleichung (XV1), oder 
was dasselbe ist, dem Rekursionsgesetze (XVII). 

Man kann diesen Satz aber auch ohne Kenntnis der Identitit (XV) 


direkt aus der Darstellungsformel (XII) herleiten. Zunichst erkennt man, 
daB jedes Glied in V,Z,,, den Faktor a,}, --- aufweist, und daB der ver- 


(XVII) 
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bleibende Faktor, bis auf einen numerischen Koeffizienten, die Struktur 
eines Potenzproduktes von Z, besitzt. -Den numerischen Koeffizienten 
selbst, wie er in (XVII) angegeben ist, gewinnt man auf einem Wege, 
der dem oben zum Beweise von (XII) eingeschlagenen im wesentlichen 
analog ist. 

Nunmehr wenden wir uns zu den Integralen der Funktionen F(z): 
(XVII) J (2) = [ F@) dz -{f@) G(x) h(a) +++ da. 

Aus der Entwicklung (VI) von F(x) entspringt ohne weiteres die 
von J(2): 


ver , x a* 2 
(XIX) J(z)=C+ a + = D, +--++ Gray 


i+ 


—0+ E+ FVD +- 

wo C eine Integrationskonstante*) ist und die D, die in Satz I, II an- 
gegebenen Eigenschaften besitzen. Das Konvergenzgebiet von J(«) ist 
bekanntlich dasselbe wie das von F(x) selbst. Sind die Exponenten 
u,v, a,--- rational and entweder positiv, oder, wenn negativ, derart, 
da8 ihr absoluter Wert unter der positiven Einheit liegt, so bleibt zwar 
J(x) fiir jeden Wert von x endlich und stetig, aber die Reihe (XIX) fir 
J(x) konvergiert doch nur bis zum niichsten Verzweiguugspunkt des 
Integranden. 

Besonders beachtenswert ist der Fall, wo die Ordnung (Dimension) 
d, von F(a): 
(31) d,=—nu+py+qu+--- 
den Wert —2 hat. Alsdann ist das Integral J(x) selbst, wie im speziellen 
Falle (I) das elliptische Integral erster Gattung, eine Kovariante der Ur- 
formen f, g, h,---, von der Dimension Null in z. Fiir diesen Fall ist 
die Identitét (XVI) auf J(#) anwendbar, die sich reduziert auf: 
(XX) V,d (2) = — 2d" (x4) = — 2’ F(z). 


Uberdies erfreut sich fir d,——2 J{(z), als Kovariante der f,9,h,--:, 
noch einer spezifischen Eigenschaft, die fiir die Reihenentwicklung (XIX) 
von wesentlicher Bedeutung ist. 

Man denke sich vermége einer geeigneten linearen Substitution S 
von x eine oder mehrere der Urformen f, g,h,--- auf eine gewisse 
kanonische Gestalt gebracht, also etwa im Falle (I) des elliptischen 


*) Bezeichnet a die untere Grenze des Integrals, so ist 
0 


Cc = [ F@ae. 
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Integrals erster Gattung, auf eine der bekannten Normalformen und es 
soll J(x) in eine korrespondierende ,,kanonische“ Reihe entwickelt werden. 

Dann ist es nur erforderlich, in der Reihe (XIX) die gemeinte lineare 
Substitution S direkt vorzunehmen, wihrend es nicht nétig ist, dieser 
Substitution die mit ailgemeinen Koeffizienten vorgelegten Urformen zuvor 
explizite zu unterwerfen. 

Somit gilt: 

Satz Il] Die Reihenentwicklung fiir das Integral J(x) der Funktion 
F(x) = f*"(x)g’(x)h*(a)--- flieBt direkt aus (V1) durch Integration. Ist 
im besonderen die Dimension d, von F(x) gleich —2, so ist J(x) selbst 
eine Kovariante der f, 9, h,---; J(x) geniigt dann noch der spezifischen 
linearen partiellen Differentialgleichung (XX), und wenn J(x) fiir eine 
gewisse kanonische Gestalt der Urformen f, 9, h, --- in eine Reihe ent- 
wickelt werden soll, so geniigt es, die beziigliche lineare Substitution von x 
direkt in der Reihe (XIX) vorzunehmen. 

Von dem Satze III lassen sich, je nach der Gestalt von F(x), zahl- 
reiche Anwendungen machen. 


Ist zuvérderst der Integrand rational in z, sind also die Exponenten 
u,v, x,--+ ganzzahlig, so ergeben sich, auch wenn die Koeffizienten der 
Urformen f, g, h, --- irgend welche partikuliren Werte besitzen, die zu- 
gehérigen Reihenentwicklungen sofort, ohne dab man, wie es sonst iiblich 
ist, auf Partialbruchzerlegungen rekurrieren muBb. 


Ist umgekehrt F(x) eine rationale Funktion ., und wird die Zer- 
legung des Nenners g(x) in Linearfaktoren, die in beliebiger Vielfachheit 
auftreten mégen, als bekannt vorausgesetzt, so fiihrt die Formel (XII) 
resp. (XIX) mit Leichtigkeit zu den allgemeinen Partialbruchentwicklungen, 


die ich an anderem Orte*) auf ziemlich miihsamem Wege erhalten habe. 

Sodann lassen sich die allgemeinsten elliptischen Integrale, insbesondere 
die der drei Normalgattungen, der Formel (XIX) unterwerfen, weiterhin 
die hyperelliptischen Integrale, u. s f. 

Um den Umfang dieser Abhandlung nicht tiber Gebiihr auszudehnen, 
beschrinken wir uns auf das elliptische Integral erster Gattung J(z) (I) 
und seine am hiufigsten gebrauchten Normalformen, die Legendre- 
Jacobische und die WeierstraBsche. Gibt man dem Integral J(z) (I) 
der Bequemlichkeit halber die untere Grenze Null, so geht die allgemeine 
Entwicklung (XIX) in diesem Falle tiber in: 

*) S. meine ,,Integralrechnung“, Leipzig 1905, §§ 29, 830, sowie Archiv fiir 


Math. Phys. (3) 10, 1906, p. 239; vgl. auch G. Zemplén, Archiv fiir Math. Phys. 
(3) 8, 1905, p. 214. 
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de > dx 
XxI J , ai. 
( ) — ee aa a, Fr ~ a - a,x" 7 Vii (x) 
sede 
@+1 


1 a* 1 
oe tae +-- 


und umgekehrt ist durch diese Entwicklung das Integral J(x) villig 
definiert. Hierbei ist V gemaB “ der ProzeB: 


=—2D,+2-D, +--+ 


(18) Vm a, 0 + Dy +8036 + 4a, 2. 
Nach (VII) hat man, da jetzt » = — + mu setzen: 


2 
2i+1 


(19) D,=<a * Z, (¢=0,1,2,---), 
und (XI) liefert fiir Z, die Rekursionsformel: 


(20) Z4,-—4,-"F* 244,94, 


die mit dem Bestehen der linearen partiellen Differentialgleichung (VIII): 


1 
20 VJ= 
vil Vice 
gleichwertig ist. 


Nach (6), (7) wird: 
(21) Z,= Danes BOF OP OF OY, 
wo die « alle sii ganzzahligen Lésungen der beiden Relationen: 
(22a) State te te=i, 
(22b) 1-6+2-84+3-a+4-a&=—i 
durchlaufen. Der numerische Koeffizient A® in (21) bestimmt sich durch 
(XII) wegen p = — = 


i-& ~ ih ~ ae 
(XXI1) | — = ») — anda 2¢ aed. 5 i! ° 


ce lele! 
2° fo &,! 8! a! &! 


J (a) ist Kovariante von f,(z). Bedeutet daher gemaB (XIV) V, den 
ProzeB : 


7] 7] ] @ 
(23) Va % 5g, + 20 55 + 30, 55 + 4m ae 
so geniigt J(x) noch der linearen partiellen Differentialgleichung: 


ae ae Ee 
(24) V,J(2)=—2@ View’ 
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was mit Riicksicht auf (XVII) gleichbedeutend ist mit der Rekursions- 
formel: 


(25) V3 Z41= — (+1) (+2) a Z,, 
oder auch mit: 
(25’ Vs Digs —— 6 +1) (+2) aD 


Satz IV. Fiir das elliptische Integral erster Gattwng gelien ins- 
besondere die Darstellungsformeln (XX1), (XXII), (18) bis (25). 

Beim Legendre-Jacobi’schen Normalintegral: 

’ . — sree 
"7 Teil) =| aa aaa 
0 
ist zu setzen: 
(27) a@=1i, 4a=——(1+), 4=—F; a —a,—0. 

Von den in Z, (21) auftretenden Potenzprodukten sind somit jetzt 
nur die zu beriicksichtigen, fiir die «, und ¢, verschwinden, wihrend 
nach (22) &, &, & die nichtnegativen ganzzahligen Lésungen der beiden 
Relationen sind: 

(28) &t&etE=—i,  —&+38,— &. 

Hieraus folgt zuniichst 2(¢,—«,) =i, so daB, wie vorauszusehen war, 
i eine gerade Zahl ist, die mit 2/ bezeichnet sei. Man drticke mittels 
(28) «, und «, durch «, aus: 

(29) 2—=3l1—8, 2e—l—e (i—2l). 

Mithin ist auch 1—«, gerade, also 1 zugleich mit «, gerade oder 

ungerade. Man unterscheide daher zunichst zwei Hauptfille: 
(a) ? und « gerade; (b) 7 und « ungerade. 
Fall (a). 1 gerade, = 2n (i=4n); & gerade, = 2. 
Dann geht (29) iiber in: 


(30a) &=3n—, &=n—y (n=0,1,--,n), 
und itiberdies wird: 
(31a) 2i—1—2e,—2(n+y)—1, & +e&—n+ 7. 


Mit Ricksicht auf (21) und (XXII) ergibt sich so fiir Z,, wenn i? 
ktirzer mit @ bezeichnet wird: 





—1) n— 2 
(32a) = s iii a camenicnenei 


Gada ae) So 2"*"(2n)! (n—n)! 
Fall (b). 7 ungerade, = 2n + 1(i=4n+2); «, ungerade, = 2y + 1. 
Mit Riicksicht auf (29) kommt jetzt: 
(30b) &=3n—y+1, &=n—yq (4=0,1,---,n), 
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(31b) 2i—1—2e,—2(n+y)—1, & +a—n+y+1, 
und damit fiir Z, die Entwicklung: 





z u—) n= 2yH+1 
(32b) Z, _ (— 1) Ve "(1+ ¢) q 


1-3-5--{2 1)}-(4n-+2)!. 
(adn t3, =e) ae "+942 (904 1)! (n—n)! {2(m+n)+1 } -(4n+2) 


Bei Einsetzung der Werte von Z, (32) in die Reihe (XXI) fir J(z, k) 
hebt sich beidemal der Faktor i! weg, und es verbleibt von (¢+ 1)! noch 
ein Nenner i + 1. 


Die Entwicklungen (32) lassen sich in eine bequemere trigonometrische 
Gestalt bringen. Setzt man nimlich: 





(33) r=tgp, om b=—teg, lt+eo— iss, 
so ergibt sich sofort: 
* (sin g)*@- 
m—n (J 2» ate (sin @) ; 
(34a) e"~ "(1+)", (cos FD 
n= (cin g)*"~"” 
at) P~*(1-+ es? = (cos yori ij" 


Dies setze man in (32a), (32b) ein, und das Ergebnis wiederum in (19), 
(XXI); es sei dem Leser iiberlassen, die so fiir J(z,k) entstehende Reihe 
explizite hinzuschreiben. 

Zu einer wesentlich einfacheren und durchsichtigeren Darstellung fiir 
J(x,k) gelangt man jedoch bei algebraisch-arithmetischer Weiterentwick- 
lung der Formeln (32a), (32b). 

Man entwickle (1+ @)*” resp. (1+ @)?"*! nach dem binomischen Satze, 
indem man sukzessive 7 die Werte n, n —1,---,1,0 gibt, und multipli- 
ziere jeweils noch mit 9”~". 

Sodann wird Z, nach Potenzen von g geordnet; wobei sich die beiden 
Fille (a), (b) wieder in einen einzigen vereinigen: 

(35) Zy = RG? + ORY? + ot RY +--+ GRO. 

i=2/ 

(=) 
Um das fiir irgend einen dieser Koeffizienten R{@” (s=0,1,---,2) auf 
diesem Wege entstehende arithmetische Aggregat zusammenzuziehen, bedarf 
es eines Hilfssatzes tiber die Ausdehnung des binomischen Satzes auf 
»Fakultiiten“ (in allgemeinerem Sinne). 

Seien 2 und a beliebig gegebene reelle oder komplexe GréBen, so 
definiere man die ,,Fakultét“ [z, a], durch das Produkt: 


(36) [x, a], = 2(a@+a) (2@+2a)---{2+ (n—1)a}. 
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Bedeutet endlich y eine dritte beliebig gegebene GréBe, so gilt die 
Identitiéit*) (fiir alle Werte von z, y, a): 


(XX) [x, a], — (7) {, @lsly, —ah + ($) (2, a,sl¥, —ah 


Fos + (19 () [2 a, Ys — ah °° + 1)" ly, —a], 
= ([z—y, a],. 


Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion. Die Formel 
(XXII) sei richtig bis zu irgend einem Index m. Um daraus deren 
Giltigkeit fir den Index n+ 1 abzuleiten, ersetze man in der linken, 
fiir den Index »+1 gebildeten Seite von (XXIII) der Reihe nach 


‘ 2 > . n+1 n nm is 
jeden Binomialkoeffizienten ( . ) durch (") + ‘&- 1) und vereinige 
sodann je zwei, mit dem nimlichen*Binomialkoeffizienten (") als Faktor 


behaftete Glieder. Dadurch gehen der Reihe nach die Glieder der 
linken Seite von (XXIII) (fiir den Index m) hervor, jedes noch multi- 
pliziert mit dem Faktor s—y-+na.- Ersetzt man jetzt die linke Seite 
von (XXIII) durch die rechte, so geht die letztere iiber in [x—y, a], ,,, 
womit die Formel (XXIII) auch fiir den Index » +1 als richtig nach- 
gewiesen ist. Denn fiir n = 0 ist die Formel (XXIII) ersichtlich erfillt, 
da man hat: 


[z, a), — ly, —a),=—2—-y= [z—y, a),- 


Bei der Anwendung von (XXIII) auf die Umgestaltung des Koeffizienten 
R,@ in (35) kommt nur der besondere Fall =i, y=i—1, a=2 in 
Betracht. 


Mit Ubergehung der Zwischenrechnung gewinnt man so folgenden 
Ausdruck fiir R,@°: 


(37) RM 0 (NC ) iegaasll 


(i=20) 2? 
1- 





3. (969 —1) | 1-3. 
a 2. 


5: 5- 
4-6---2@—s8) 4. 


=2 
—Os—» (2141)! 


Substituiert man diesen Wert von R,@ in Z,, (siehe 1) (35) und sodann 





*) Vgl. ahnliche Entwicklungen z. B. bei L. Saalschiitz, Zeitschr. fiir Math. 


Phys. (1) 44, 1899, p. 340. Die Formel (XXIII) schreibt sich theoretisch noch be- 
quemer, wenn man y durch — y ersetzt: 


(2, a], + (ft) (e, al,_s[y, ah, + (3) (2, a],_gl¥, ae +-+°+ [ys @],—= [e+ mahe- 
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Z,, das gemaB (19), da hier a,—1, mit D,, zusammenfillt, in (XX), so 
resultiert fiir J(x,k) die Reihenentwicklung*) (9 = k*): 


—— dz 
Care f Vana) GPa 
Cy t 


-> ySo¢- Po 2 ines (7) 


2! 21+1 \ l—s 
t=0 s=0 





cy 1 











- gilttg S. 1-8- {i 1-3-5--- (28—1) 
> = @ gif 1° 2-4-6---(20—8)) 2-46-28 ” 
wo fir s = 0 der Restfaktor + a an z Ge " — durch Eins su ersetzen ist. 


Somit reduziert sich fir eg = 0, d. i. fur k = 0, wie es sein mu, die Ent- 
wicklung (XXIV) auf die elementare des Arcussinusintegrals: 


dx > ‘ ee --(31—1) 
(38) Sa 73" Oe asi tte 
i=0 


und umgekehrt ist (XXIV) als unmittelbare Verallgemeinerung der Ent- 
wicklung (38) anzusehen**). Somit gilt der Satz: 


Satz V. Das Legendre-Jacobische Normalintegral 


* dz 
aed 


gestattet, in direkter Erweiterung der elementarbekannten Entwicklung des 
Arcussinusintegrals 





*) Hieraus geht die entsprechende Entwicklung fiir das Riemannsche Normal- 
integral 


uni ae a 


Vy—y) @—Fy) 
hervor, indem man x durch Vy ou 
**) In der Tat kann man ohne weiteres zu (XXIV) gelangen, wenn man die 
beiden binomischen Reihen fiir 
1 1 


——— ud ———— 
Vi—2' Vi — k*2* 
multipliziert und die so entstehende Reihe integriert. Die Schwierigkeit des Textes 


besteht darin, die spezielle Formel (XXIV) durch Spezialisierung der allgemeineren 
Formel (XXIII) wirklich herzustellen. 


Mathematische Annalen. LXVI. 9 
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I(x, 0) = {—*_, 
Sy; —2 


die Reihenentwicklung (XXIV). 
Man vergleiche hiermit die WeierstraBsche*) Entwicklung: 


Ia, ) = be [a VIM A [Lat Gl +l + 
(KXV) j(e=#) 
Ty=1+(3) e+ (e2) P+ (ra) e+ 


wo [,, aus L, durch Weglassung der ersten r Glieder hervorgeht. Man 
hatte auch diese Entwicklung aus (XXI) und (35) ohne besondere Schwierig- 
keit erhalten kénnen, wenn man die Aggregate, die je ein R,@ bilden, 
in anderer Weise anordnet. 

Man beachte indessen, daB im ersten Gliede rechts von (XXV) das 
Arcussinusintegral mit einer Potenzreihe in g multipliziert erscheint, im 
zweiten Gliede sogar /1—z* multipliziert mit einer Potenzreihe in z, 
deren Koeffizienten wiederum Potenzreihen in g sind. 

SchlieBlich sei noch das WeierstraBsche Normalintegral: 








> dz 
| Via 5 
0) 
als Spezialfall von (XXI) behandelt. 
Es ist jetzt: 
(40) %=—Is, h——h, §=—4; 4—-a,—9. 


GemaiB (XXII), (21), (22) sind daher: 


(39) J (25 9x) 9s) = 


(1 1-8-5---126¢—%) —1)} 


(41) Z, g—%— 24 : &, 1 e,! ‘I$ I? : i!, 








wo sich die Summierung auf alle nichtnegativen ganzzahligen ¢, ¢,, & 
erstreckt, die den Relationen geniigen: 

(42) Ete test, & = 28s. 

Man driicke «, und ¢, durch ¢, aus, und schreibe fiir letzteres einfach «, 
so geht (42) iiber in: 

(43) &= 22, &=—i—3e, 





*) S. z. B. die bekannte Schwarz-Weierstra8sche Sammlung von Formeln 
und Lehrsiitzen ..., p. 58 ff. 
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wo é der Reihe nach die natiirlichen Zahlen 0, 1,2,--- bis zum gréBten 
in = ~ enthaltenen Ganzen E(; ) durchliuft. Damit geht Z, (41) tiber in: 


+=£ (5) 


(44) Z, “< 


— ayP* gfe 1-3-5 (i i sass 
“Gap 1°3-5---{26—2«) —1)-ghtgs- il, 


und, weil vermége (19): 


S6+3 
(45) D,=(—9) * % 
so gewinnt man fiir J(z; 9,,g,) die Reihenentwicklung: 
ve() 
* = gt} att} 1 38 ote—i 
(48) Seina)— > S Saw) * -Gexspr 1 8-5- 
i=0 e=0 
ee {2(i—2«)— 1 }- g3" g-**. 
Diese Formel laBt sich noch iibersichtlicher gestalten. 


Einmal spalte man rechts den Faktor Y— Is ab und bringe ihn auf 
die linke Seite. Fiihrt man sodann den der Zerlegung der Zahl 2(i—2¢) 
in die Summanden ¢, i— 2¢, i— 3¢ entsprechenden Polynomialkoeffizienten 


(, Fas. 3.) ein, so nimmt (46) die Gestalt an: 
, ? 


git! 2(i—2e) 
(XXVI) ar = Tas mn) - > Ys ni era 3° (., i—2., 3.) 


gtete . 





Sind x, 93,9, reell, so unterscheide man zwei Fille, je nachdem g, negativ 
oder positiv ist. 

Bei negativem g, sind alle in (XXVI) auftretenden GréBen reell. 

Bei positivem g, wird sowohl V— g,, wie J(«; 9,,9,) rein imaginir, 
also das Produkt reell, wihrend auf der rechten Seite von (XXVI) wieder 
alles reell bleibt. 

Somit gilt: 

Satz VI. Fiir die wenn Normalform 








I(x; 92» 9s) = \ Warne 
2 3 


des elliptischen Integrals erster ani gelten die Formeln (40) bis (46), 
und insbesondere die Reihenentwicklung (XXVI1). 
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Am Schlusse sei darauf hingewiesen, daB das befolgte Prinzip, alle 

Reihenentwicklungen aus der Jnvarianz der Funktion 
F(z) = f*(@) 9’ (@) h(a) --- 
herzuleiten, nach verschiedenen Richtungen hin ausgedehnt werden kann. 

Einmal lassen sich statt der Potenzen von f, g, h,--- andere Funk- 
tionen (z. B. Logarithmen*)) verwenden. Sodann kann man von einer 
einzigen Variabeln x zu mehreren aufsteigen, und entsprechend zu mehr- 
fachen Integralen. 

Drittens lassen sich aber auch die biniren Urformen f, g, h, --- durch 
Potenzreihen ersetzen, wenn man sich einiger Hilfssiitze bedient, die neuer- 
dings Herr Hilbert tiber Funktionen von unendlich vielen Variabeln 
aufgestellt hat. 


Kénigsberg i. Pr., Anfang Dezember 1907. 


*) Entwickelt man z. B. nach dem Verfahren des Textes den Logarithmus einer 
einzelnen Urform f, so gelangt man zu den Waringschen Potenzsummen-Formeln: 
auch diese erscheinen also als direkter Ausflu8 der Tatsache, daB 1 f(x) eine Kovariante 
von f(x) ist. 
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On the multiple holomorphs of a group. 


By 
G. A. Muuter of Urbana, U.S. A. 


If any group K is represented as a regular substitution group its 
holomorph H has been defined as the group composed of all the 
possible substitutions which transform K into itself and involve no 
letters except those found in K. The holomorph has also been defined 
as the abstract group which is simply isomorphic with this substitution 
group. In the present article the former of these two definitions will be 
employed. If H is invariant under a larger substitution group on the 
same letters all the substitutions of this group which are not in H must 
transform K into another invariant subgroup under H. Moreover, if 
H involves an invariant subgroup which is similar to K without being 
identical with K, the substitutions which transform XK into this invariant 
subgroup transform H into itself. In this case K is said to have a 
multiple holomorph, the degree of multiplicity being the number of the 
different invariant subgroups of H which are similar to K. 

Since all the substitutions*) which are commutative with every sub- 
stitution of the regular group K constitute a group K’ similar to K, it 
follows that any non-abelian group has a multiple holomorph. Any sub- 
stitution which transforms K into K’ must also transform K’ into K 
since each of these subgroups contains all the substitutions which are 
commutative with the other. Hence such a substitution transforms H 
into itself and has its square in H. The group generated by all the 
substitutions which transform XK either into itself or into K’ has been 
called the double holomorph of the non-abelian group K. The object of 
the present paper is to examine the abelian groups with respect to 
multiple holomorphs. We shall prove that if an abelian group has a 
multiple holomorph the degree of multiplicity is either 2 or 4. In 


*) It is assumed throughout this article that the substitutions under consider- 
ation involve no letters besides those found in K. 
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particular, we shall prove that an abelian group whose order is not 
divisible by 8 cannot have a multiple holomorph. From this it follows 
that the assumption made by Burnside*) that an abelian group of odd 
order be a characteristic subgroup of its holomorph is unnecessary. 
From the known fact that the group of isomorphisms of an abelian 
group is the direct product of the groups of isomorphisms of its Sylow 
subgroups, it follows that the holomorph of an abelian group is the direct 
product of the holomorphs of its Sylow subgroups. It is known that 
the holomorph of a cyclic group of odd order is a complete group and 
that the holomorph of the cyclic group K of order 2” contains just one 
other invariant subgroup which is similar to K, whenever m> 2. Hence 
it follows that the necessary and sufficient condition that a cyclic group 
has a multiple holomorph is that its crder is divisible by 8. If its order 
is divisible by 8 it has a double holomorph, and the degree of multiplicity 
of the holomorph of a cyclic group cannot exceed 2. 


$1. 
Abelian groups of odd order. 


Let K be an abelian group of odd order and suppose that its ho- 
lomorph H involves another invariant abelian subgroup K, which is 
of the same type as K. Since the substitutions which are common to 
K and K, form a characteristic subgroup of K they cannot involve any 
of the operators of highest order in K**). The group J which is 
composed of all the substitutions of H which omit a given letter is 
simply isomorphic with the group of isomorphisms of K and it involves 
an invariant substitution i, which transforms each operator of K into 
its inverse and hence is of order 2. As i, transforms K, into itself and 
is not commutative with any substitution of H except those of J it 
follows that each division of K, with respect to the substitutions which 
it has in common with K must involve a substitution of J since ® 
transforms each of these divisions into itself and the division involves 
an odd number of substitutions. 

The commutator subgroup of the group {K, K,} generated by K 
and K, is composed of invariant operators under {K, K,}. Hence any 
operator of J which is also in {K, K,} is of the same order as some 
commutator of {K, K,} and therefore its order divides the order of 
some operator which is common to K and K,. As the order of the 


*) Theory of groups of finite order, 1897, p. 238. 
**) American Journal of Mathematics, vol. 27 (1905), p. 15. 
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product of such an operator into an operator of K which is not of 
highest order could not be equal to that of an operator of highest order 
in K, it follows that some operators of K, must be the product of an 
operator of J and an operator of highest order in K. As i, would trans- 
form such a product into itself multiplied by an operator of highest order 
in K while K and XK, cannot have an operator of highest order in 
common, we have arrived at a contradiction by assuming that H involves 
another invariant subgroup which, is of the same type as K. Hence K 
is a characteristic subgroup of H and we have proved the theorem that 
the holomorph of any abelian group of odd order is a complete group. In 
particular, an abelian group of odd order cannot have a multiple holomorph 
and as the groups of orders 2 and 4 do not have a multiple holomorph 
it results that if an abelian group has a multiple holomorph its order is 
divisible by 8, and there is at least one abelian group of order 8k, 
k being an arbitrary integer, which has a multiple holomorph. 


§ 2. 


Abelian groups of order 2” which involve only one independent 
generator of highest order. 


When K involves only one independent generator ¢ of highest 


order 2* all its operators of this order may be obtained by multiplying ¢ 
by operators of lower order in K and ¢ can be transformed into all its 
conjugates under H by means of substitutions of J which are commutative 
with each one of the other independent generators of K*). Suppose 
that H contains another invariant subgroup K, which is similar, to K 
and let ¢ be an operator of J which transforms the operators of K in 
the same way as an operator of highest order in K,. The commutator 
subgroup C of { XK, K,} is composed of operators which are common to 
K and K,, and these are invariant under {K, K,}. It is easy to prove 
that C cannot involve any operator of order 4 whenever «>3. If an 
operator of order 2* in K, may be obtained by multiplying i into an 
operator of highest order in K this product is transformed by 4, into 
itself multiplied by the square of an operator of highest order in K. 
In this case the common operators of K, K, include the square of all 
the operators of K since they constitute a characteristic subgroup and 
include the square of one operator of highest order in K. As the 
square of every operator of K, would be in K and the commutators are 
invariant, C must be composed of operators of order 2 in this case. 


*) Annals of Mathematics, vol. 6 (1904), p. 1. 
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If an operator of highest order in K, can be obtained by multiplying 
i into an operator of order 2*-' in K this operator is transformed by i 
into itself multiplied by an operator of order 2*-' in C. As C is a 
characteristic subgroup of K and involves an operator of order 2*~', it 
involves the fourth power of every operator of K. It must therefore 
also involve the fourth power of every operator of*K,. Hence 2*-'< 2°; 
i.e. a<4. In other words, when «>3 it is not possible to obtain 
operators of order 2* by multiplying i into operators of order 2*-* in K. 
As the products of i into the operators of lower order in K cannot be 
of order 2* it has been proved that C does not involve any operator of 
order 4 whenever « >3. In what follows it will be assumed that « 
satisfies this condition. 

It will now be proved that C is of order 2. Suppose that ¢ was 
so selected that ¢i is in K, and that i transforms some operator of K 
into itself multiplied by a non-characteristic operator of order 2. There 
is an operator in J which is commutative with ¢ and also with every 
operator of the quotient group of {K, K,} with respect to the squares 
of all the operators of K, while this operator transforms any given 
noncharacteristic operator of order 2 which is common to K and K, 
into itself multiplied by the characteristic operator of order 2 in K. 
This operator must therefore be non-commutative with i. As ¢ has as 
many conjugates under J as ¢i can have and none of the operators of J 
are commutative with ¢i unless they are commutative with both ¢ and i 
it follows that J cannot contain an operator which is commutative with 
¢ but not with «. Hence i cannot transform an operator of K into 
itself multiplied by a non-characteristic operator and we have proved 
the theorem: If an abelian group K of order 2” contains only one largest 
invariant exceeding 2° and if its holomorph H contains another invariant 
subgroup K, which is similar to K then will K and K, generate a group 
whose commutator subgroup is of order 2. 

Since ¢i can be transformed into all its conjugates under H by ope- 
rators of J which transform into themselves all the independent genera- 
tors of K besides ¢ it follows that all the operators of highest order 
in K, transform the operators of K which are not of highest order in 
the same manner and hence each of the operators which is not of highest 
order in K, is commutative with every operator of K which is not of 
highest order. The operators of K, whose order is less than 2* must 
therefore either be commutative with all the operators of K or transform 
each of these operators into its 2*-'+ 1 power. In the former case there 
is always one K, which has just half of its operators in common with 
K. The latter case can present itself only when K contains a characteristic 
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subgroup of one-fourth its own order, which includes @. This is possible 
only when the group generated by the remaining independent generators 
of the group composed of all the operators of K whose orders divide 
2¢-* has a characteristic subgroup of half its order; i. e. this group can 
have only one independent generator of highest order. When this con- 
dition is satisfied H contains exactly three subgroups which can be used 
for K, since the operators of highest order in K, may transform the 
operators of highest order in K in two distinct ways. Hence the theorem: 
If an abelian group K contains only one largest invariant equal to 2° but 
more than one second largest invariant its holomorph contains only one 
other invariant subgroup which is similar to K. When K contains only 
one largest invariant equal to 2* and only one second largest invariant its 
holomorph contains three other invariant subgroups which are similar to K. 

This theorem may also be expressed as follows: If an abelian group 
contains only one largest invariant equal to 2%, but more than one 
second largest invariant its holomorph is the holomorph of just one other 
similar subgroup and hence this holomorph is invariant under a group 
of twice its order on the same letters but under no larger group. When 
it contains only one largest and only one second largest invariant its 
holomorph is the holomorph of three other similar subgroups and it is 
invariant under a group of four times its own order on the same letters 
but under no larger group. Under this multiple holomorph the four 
similar subgroups in question are transformed according to the non-cyclic 
transitive group of order four. The operators which are common to 
these four similar subgroups are composed of the squares of all their 
operators together with all their operators whose orders are less than 
the second largest invariant. These four subgroups may be divided 
into two pair, each pair having a subgroup of half the order of the 
group in common. 


§ 3. 


Abelian groups of order 2” in which all the invariants are equal 
to each other. 


We begin with the case when K contains only two independent 
generators of order 2%, «>3. From the proof in the preceding section 
it follows that if the holomorph of K contains a second invariant sub- 
group K, similar to K the common operators of K, K, are allthe opera- 
tors of K whose orders divide 2*-*. With respect to these common 
operators K, the quotient group of K is evidently the four-group. 
Hence the substitutions of {K, K,} may be written as follows: 
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Ky + Ky, + Kyty + Kyt + Ki, + Ki, + Ki, 

where ¢,, ¢,, ¢, are operators of order 2* in K and i,, i,, i; are com- 
mutative operators of order 2 in J. Suppose that #,, i,, 4; have been 
so selected as to satisfy the following conditions: 

44 = 4a", 444, = we, 4%, = tt", 

igt, iy = wr, ig ti, =  —- igtst, = 4t°-*, 

is4,%; = ir’, ist, is = 43°", igtsts = 4,t,°~*- 
The four-group 1, i,, i,, 4, is invariant and the three operators i,, i, i, 
are conjugate under J. The group 


K’ = K, + Koti, + Kobi, + Koti, 


. . . ‘ ea—1. 
44°44 =—44-44= t, tt," ts - 


is abelian 


Hence it is similar to K. It is invariant under A since 
Kyt,i; (6 =1, 2, 3) 


is composed of all the operators of order 2“ in Ki, which are both 
transformed into their 2*-*'+ 1 powers by operators of order 2* in K 
and also transform these operators into the same powers. Hence it has 
been proved that the holomorph of K contains at least one other in- 
variant subgroup which is similar to K. That is, the holomorph of K 
is also the holomorph of K’. We proceed to prove that H does not 
contain another invariant subgroup which is similar to K. 

There are 15 operators of order 2 in J which transform each operator 
of K, into itself and the remaining operators of K either into themselves 
or into themselves multiplied by an operator of order 2 in K,. Three 
of these have been considered and it has been proved that they give rise 
to at least one invariant subgroup K’ which can be used for K,. That 
they cannot lead to more than one such subgroup follows from the fact 
that J contains operators which transform ¢, into itself and transform i, 
into i,. Hence ¢,i, has more conjugates under J than ¢, has. Similarly 
it may be observed that ¢,i, has more conjugates under J than ¢, has. 
That is: i,, 4, i, lead to only one invariant subgroup which is similar 
to K and not identical with K. If three others would lead to such an 
invariant subgroup they would form a complete set of conjugates under J. 
It is readily seen that no such set exists; for 6 of them are separately 
commutative with half the operators of K and transform half of the 
remaining operators of K into their 2°-'+ 1 powers. As these form 
a complete set of conjugates they may be directly rejected. 
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Three of the remaining 6 operators of J are separately commutative 
with half the operators of K and transform the remaining operators of 
K into themselves multiplied by the 2*-* power of one of these invariant 
operators of order 2%. If we call these operators i,, i,, i,, the operators 
of the group generated by them and K can be arranged in exactly the 
same way as in the case considered above, and there is again one invariant 
subgroup which is conformal with K while the other two are conjugate 
under J. As this invariant subgroup is non-abelian these three conjugate- 
operators of J do not give rise to a group which may be used for K. 

Twelve of the possible 15 operators have now been considered. 
As one of the remaining ones is invariant under J there cannot be 
another set of three conjugates under J and we have therefore proved 
the following theorem: The holomorph of an abelian group K generated 
by two independent operators of order 2%, «>3, contains one and only 
one other invariant subgroup which is similar to K. Hence the holomorph 
of K is invariant under a substitution group of twice its own order 
but not under any larger group on the same letters. 

Having disposed of the case when K contains 2 equal invariants we 
proceed to the consideration of the general case when K contains » > 2 
such invariants and begin with the hypothesis that some operator of order 
2* in K, is commutative with no operator of K except those of K,; 
i.e, the operators whose orders are less than 2%. The operator of J 
which transforms the operators of K in the same manner as the given 
operator of K,, will be denoted by i. As the group K/K, is composed 
of operators of order 2 besides the identity, the isomorphisms under con- 
sideration may be associated with the isomorphisms of the abelian group 
of order 2" and of type (1,1,1,---), the operator of J which transforms 
every operator of K into the same power corresponding to the identity. 
If K, exists it must correspond to a system of 2"—1 conjugates which 
form a complete system under the group of isomorphisms (J,) of the 
group of type (1,1, 1,---) and of order 2". It is therefore only necessary 
to prove that J, cannot have such a complete system of conjugates when 
n> 2. 

To prove this theorem we may first observe that J, cannot have a 
complete system of 2"— 1 operators of odd order. If such a system 
existed each of its operators would be invariant under a Sylow subgroup 
of order 2* in J,. Such a Sylow subgroup is composed of one transitive 
constituent of each of the orders 2, 2°, 2°,.--,2"-". As a substitution s 
cannot be commutative with every substitution of a transitive group on 
the same letters whose order is a power of a prime unless the order of s 
is a power of the same prime, and as the transitive constituents of the 
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Sylow group under consideration cannot be permuted, it has been proved 
that every operator of odd order in J, has an even number of conjugates 
under J,. To complete the proof of the theorem under consideration it 
is only necessary to prove that every operator of order 2 has more than 
2"— 1 conjugates under J,. This follows almost directly from the fact 
that such an operator must be commutative with more than 2 operators 
of the group of type (1,1,1,---) since J, is positive, being simple. 
The operator must therefore have more than 2" — 1 conjugates under J, 
since the number of subgroups of order 2%, 1<a<mn—1, in a group of 
the given type is greater than 2"— i. If this operator of order 2 is 
commutative with 2"-' operators of the given group it evidently has 
more than 2" — 1 conjugates. 

It remains to consider the cases when i is commutative with some 
operator of order 2* in K. When i is commutative with two or more 
independent generators these could be selected in at least 2"—1 ways 
and as this selection would not determine i it would have more than 
2"— 1 conjugates under J. Similarly i would have more than 2" — 1 
conjugates if it were commutative with only one of the independent 
generators of K. Hence we have established the theorem: If an abelian 
group K of order 2” is generated by n >2 independent operators of order 
2*, «> 3, its holomorph cannot involve another invariant subgroup which 
is similar to K. 

§ 4. 
Conclusion. 


When K contains two equal largest invariants which are equal to 
2*, « > 3, together with one or more smaller invariants it may be proved 
just as in § 2 that the commutator subgroup of { K, K,} is the characteristic 
subgroup of order 4 in K. If K, represents all the operators which are 
not of highest order in K, the considerations employed at the beginning 
of the preceding section prove that H contains at least one subgroup 
which may be used for K,. To prove that it cannot contain more than 
one such subgroup it is only necessary to observe that the operators of 
J which would transform the operators of K in the same manner as 
those of highest order in such a subgroup, could not form a complete 
set of conjugates under J. This statement follows almost directly from 
the fact that an operator of order 2* in K can be transformed into 
one-third of the operators of order 2* by means of operators of J which 
are commutative with each of: the independent generators of K except 
those of order 2“ and are also commutative with each operator of the 
characteristic subgroup of order 4 in K. 
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_ In what precedes it was assumed that the largest invariant in K 
exceeds 8. It is not difficult to prove that all of the results are true 
even when the largest invariant is 8. In fact, the reason for assuming 
this largest invariant greater than 8 was to make it easier to prove that 
each of the commutators of {K, K,} must be of order 2 if it is not 
the identity. We shall now prove that the order of such a commutator 
could not exceed 2 even when the largest invariant in K is 8. In this 
case the J of K would involve only two invariant operators whose degree 
is equal to the order of K diminished by 2. One of these transforms 
each operator of K into its inverse while the other transforms each of these 
operators into its third power. As an operator which transforms K into 
K, may be so selected as to transform J into itself, and, as J is also 
the group of isomorphisms of K,, it follows that the two given invariant 
operators of J are either commutative with this operator or are frans- 
formed among themselves by it. As each of these invariant operators 
of J transforms operators of order 8 in K into themselves multiplied 
by operators of order 4 while it transforms operators of order 4 in K 
into themselves multiplied by operators of order 2, it must have the 
same effect on the operators of K,. Hence it results that an operator 
of order 8 in K, is obtained by multiplying an operator of J into an 
operator of order 8 in K. That is, the square of every operator of K 
and of K, is among the common operators of K and K, and hence all 
the commutators of {K, K,} are of order 2. 

It remains yet to consider the case when K contains operators of 
order 4 but of no higher order. In this case J contains only one in- 
variant operator i, and hence i, must also transform each operator of 
K, into its inverse. As i, has exactly as many conjugates under H as 
there are independent generators of order 4 in K, it follows that the 
operators of K and K, have the same squares. Since the common 
operators of {K, K,} are of order 2, besides the identity, the operators 
of J contained in {K, K,} are all of order 2. Let i be such an operator 
and suppose that ¢i is in K,, ¢ being an operator of order 4 in K. As 
i, is not commutative with ¢7 it must transform it into its inverse. That 
is, ti is of order 4 and ¢*i=—(ti)-'=—it-*. Hence ¢ and i are com- 
mutative. Moreover, all the operators of order 4 in K, are obtained by 
multiplying some i into an operator of order 4 in K. 

When XK has independent generators of order 2 it contains two 
characteristic subgroups besides the identity but it contains only one such 
subgroup when it does not involve any independent generator of order 2*). 


*) American Journal of Mathematics, vol. 27 (1905), p. 15. 
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As the common operators of K and K, form a characteristic subgroup 
of K and asi is commutative with an operator of order 4 it follows 
that the common operators of K, K, cannot involve all the operators of 
order 2 in K when K contains only one highest invariant. Moreover, it 
follows from the preceding section that K could not contain two or more 
invariants equal to 4 and that the operators of order 2 in K, are com- 
mutative with the operators of this order in K. These results lead to 
the theorem: Jf an abelian group K of order 2™ involves no operators 
whose orders exceed 4 its holomorph cannot involve any other invariant sub- 
group which is similar to. K except when K is of type (2,1). In this 
special case H contains only one subgroup which can be used for K,. 
There is another invariant subgroup in H, which is of the same type 
as K but it does not occur in the form of a regular group and hence 
is not similar to K as a substitution group. 

If we bear in mind that the holomorph of any abelian group is the 
direct product of the holomorphs of its Sylow subgroups and that the 
holomorph of an abelian group of odd order is a complete group we may 
state the preceding results as follows: If the holomorph of any abelian 
group K contains four invariant subgroups which are similar to K then 
the Sylow subgroup of order 2” in K contains just one invariant equal 
to 2%, @>2, and just one second largest invariant. The holomorph of 
K cannot contain more than four invariant subgroups which are similar 
to K nor can it contain exactly three such subgroups. The holomorph 
of K contains exactly one other invariant subgroup similar to K when 
one of the following conditions is satisfied: 1) The Sylow subgroup of 
order 2" in K is of type (2, 1); 2) This Sylow subgroup is cyclic and 
m > 2; 3) The Sylow subgroup of order 2” contains only one largest 
invariant exceeding 4 but more than one second largest invariant; 4) This 
Sylow subgroup contains exactly two largest invariants which exceed 4. 
In all other cases the holomorph of K contains no subgroup which is 
invariant and similar to K except K itself. 















Preisausschreiben fiir den Fermatschen Satz. 


Preisausschreiben 
der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen 
fir den Beweis des Fermatschen Satzes. 


Auf Grund des von dem verstorbenen Herrn Dr. Paul Wolfskehl 
in Darmstadt uns zugewendeten Vermichtnisses wird hiermit ein Preis 
von 100000 Mk., in Worten: ,,Einhunderttausend Mark“, fiir denjenigen 
ausgesetzt, dem es zuerst gelingt, den Beweis des groBen Fermatschen 
Satzes zu fiihren. Herr Dr. Wolfskehl bemerkt in seinem Testamente, dah 
Fermat (siehe z. B. Oeuvres de Fermat, Paris 1891, t. I p. 291, observ. II) 
mutatis mutandis die Behauptung aufgestellt hat, daB die Gleichung 
x? +y'=2z"* durch ganze Zahlen unlésbar ist fiir alle diejenigen Expo- 
nenten 4, welche ungerade Primzahlen sind. Dieser Fermatsche Satz ist 
entweder im Sinne Fermats allgemein oder, in Ergiinzung der Unter- 
suchungen von Kummer (Crelles Journal 40, S, 130 ff, Abh. der Akad. d. 
Wiss. zu Berlin 1857), fir alle die Exponenten 4 zu beweisen, in denen 
er tiberhaupt Geltung hat. Uber weitere Literatur vergleiche man: 
Hilbert, Theorie der algebraischen Zahlkérper, Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung IV (1894—95) § 172—173, und Encyklopidie 
der mathematischen Wissenschaften, Bd. 1 (Arithmetik und Algebra), Teil 2 
(1900—1904) 1C 4b, 8. 713. 

Die Aussetzung des Preises erfolgt unter folgenden niiheren Be- 
dingungen: 

Die Kénigliche Gesellschaft der Wissenschaften in Géttingen ent- 
scheidet frei dariiber, wem der Preis zuzuerkennen ist. Sie lehnt 
die Annahme jeder Manuskriptsendung ab, die auf die Bewerbung um 
den Preis fiir den Fermatschen Satz Bezug hat; sie beriicksichtigt 
fir die Preiszuteilung lediglich soleche mathematische Abhandlungen, die 
in periodischen Zeitschriften, als Monographien oder in Buchform im 
Buchhandel kauflich erschienen sind. Die Gesellschaft stellt dem Verfasser 
solcher Abhandlungen anheim, etwa fiinf gedruckte Exemplare davon an 
sie elnzusenden. 

AuBer Betracht bleiben fiir die Verleihung des Preises solche Arbeiten, 
die in einer Sprache gedruckt sind, welche den zur Beurteilung der Arbeit 
berufenen Fachgelehrten unverstindlich ist. An die Stelle solcher Arbeiten 
kénnen vom Verfasser als richtig anerkannte Ubersetzungen treten. 








144 Preisausschreiben fiir den Fermatschen Satz. 


Die Gesellschaft lehnt alle Verantwortlichkeit fiir eine Nichtberiick- 
sichtigung von Arbeiten ab, die nicht zu ihrer Kenntnis gelangt sind, 
desgleichen fiir alle Irrtiimer, die daraus entspringen kénnten, daB der 
wirkliche Verfasser der Arbeit oder eines Teiles derselben als solcher der 
Gesellschaft unbekannt geblieben ist. 

Sie behalt sich fiir den Fall, daB an der Lésung der Aufgabe mehrere 
Personen beteiligt sind oder die Lésung durch die Arbeiten mehrerer 
Gelehrter herbeigefiihrt worden ist, freieste Entscheidung, insbesondere 
auch die Teilung des Preises nach ihrem Ermessen vor. 

Die Zuerkennung des Preises durch die Gesellschaft erfolgt friihestens 
zwei Jahre nach der Veréffentlichung der zu krénenden Abhandlung. Es 
soll innerhalb dieses Zeitraumes deutschen und auslindischen Mathematikern 
Gelegenheit geboten werden, tiber die Richtigkeit der durch die Veréffent- 
lichung bekannt gewordenen Lésung sich zu duBern. 

Ist der Preis durch die Gesellschaft zuerkannt, so wird davon den 
Berechtigten durch den vorsitzenden Sekretir im Namen der Gesellschaft 
Mitteilang gemacht und solches ffentlich an allen denjenigen Orten be- 
kannt gegeben werden, an denen der Preis im letzten Jahre ausgeschrieben 
war. Die Zuerkennung des Preises durch die Gesellschaft ist unanfechtbar. 

Die Auszahlung des Preises erfolgt an den Berechtigten innerhalb 
dreier Monate nach seiner Zuerkennung durch die Kénigliche Universitiits- 
kasse in Gottingen oder auf Gefahr und Kosten des Empfingers an einem 
anderen von ihm zu bezeichnenden Orte, und zwar wird das vermachte 
Kapital je nach der Wahl der Gesellschaft bar oder in den hierfiir hinter- 
legten Papieren gegen rechtsgiiltige Quittung zur Auszahlung gebracht. 
Die Auszahlung des Preises kann durch Aushiandigung der hinterlegten 
Wertpapiere auch dann erfolgen, wenn deren Kurswert die Summe von 
100000 Mark nicht mehr erreichen sollte. 

Falls der Preis bis zum 13. September 2007 nicht zuerkannt ist, 
kiinnen Anspriiche auf ihn nicht mehr erhoben werden. 


Mit dem heutigen Tage tritt die Wolfskehlsche Preisstiftung unter 
den vorstehend angegebenen Bedingungen in Kraft. 


Géttingen, den 27. Juni 1908. 
Die Kinigliche Gesellschaft der Wissenschaften. 
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Uber den Aufbau der transfiniten Arithmetik. 


Von 


Ernst JACOBSTHAL in Berlin. 


Vorwort. 


Die Begriindung der arithmetischen Eigenschaften der transfiniten 
Ordnungszahlen ist von Georg Cantor auf einem nicht véllig einheit- 
lichen Wege gegeben worden.*) Die Addition und Multiplikation und 
die Gesetze, denen diese beiden Operationen unterworfen sind, stiitzt 
Cantor auf mengentheoretische Verkniipfungen. Es wird zuriickgegangen 
auf die Definition der Ordnungszahlen durch wohlgeordnete Mengen; zwei 
oder mehr derartige Mengen werden nach bestimmten Regeln komponiert, 
und die Ordnungszahl] der resultierenden wohlgeordneten Menge wird als 
die Summe oder das Produkt der den Komponenten entsprechenden Ord- 
nungszahlen bezeichnet. 

Um den Potenzbegriff zu erhalten, hat Cantor einen anderen Weg 
eingeschlagen; es ist das — kurz gesprochen — der Weg der transfiniten 
Induktion. 

Beide Methoden haben ihre Vorziige. Da die erste Methode aus der- 
jenigen Quelle schépft, aus der sowohl der Ordinalzahl- als auch der 
Kardinalzahlbegriff flieBt, so ist sie besonders geeignet, die Eigenschaften 
der Ordinalzahlen nutzbar zu machen fiir Fragen, die die Kardinalzahlen 
betreffen. So hat F. Hausdorff den Potenzbegriff nach der ersten Methode 
definiert**) und G. Hessenberg aus dieser Definition einen auBerordent- 
lich kurzen und einfachen Beweis des Satzes iiber die Multiplikation 
zweier Alefs abgeleitet.***) 


*) G. Cantor, Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, Math. 
Ann. Bd. 49. 

**) F. Hausdorff: 1) Berichte der Math.-Phys. Klasse der kgl. Sachs. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Leipzig. Bd. LVII, 26. I. 1906. Untersuchungen iiber Ordnungs- 
typen, I. Die Potenzen von Ordnungstypen. 2) Math. Ann., Bd. 65. Grundziige einer 
Theorie der geordneten Mengen. 

***) G. Hessenberg: Potenzen transfiniter Ordnungszahlen. Jahresberichte der 
Deutschen Mathem.-Vereinigung, Bd. 16. Heft2. Wir zitieren diese Arbeit mit: P.t. 0. 


Mathematische Annalen. LXVI. 10 
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Dagegen hat die zweite Methode, die einen mehr arithmetisch-funk- 
tionalen Charakter zeigt, den Vorzug, die den Operationen wesentlichen 
Eigenschaften zum Zwecke der Definition an die Spitze zu stellen und 
deutlich die arithmetischen Voraussetzungen hervortreten zu lassen, die 
den Operationen und ihren Gesetzen zugrunde liegen. Und vor allem 
zeigt sich, daB man bei diesem Verfahren eine ganze Reihe analoger 
Sitze tiber Summen, Produkte und Potenzen von Ordnungszahlen auf 
allgemeiner funktionaler Grundlage mit einem Schlage beweisen und da- 
durch zugleich die eigentlichen Quellen und Voraussetzungen dieser Satze 
und den Grund dieser Analogien kennen lernen kann. Ein sehr wesent- 
licher Vorteil des induktiven Definitionsverfahrens scheint mir aber auch 
darin zu liegen, daB es leicht ist, mit Hilfe dieses Verfahrens zu Opera- 
tionen oder Funktionen mit vorgeschriebenen Eigenschaften zu gelangen. 

Diese Methode setzt nur die beiden folgenden Sitze tiber Ordnungs- 
zahlen voraus: 

A) Jede Menge*) von Ordnungszahlen ist wohlgeordnet. 

B) Zu jeder Menge von Ordnungszahlen « gibt es eine Zahl w, die fiir 
jedes dieser « die Bedingung uw > « erfiillt. 

Nach A) gibt es dann ein kleinstes derartiges u, das wir mit a be- 
zeichnen. Gibt es unter den gegebenen Zahlen @ keine gréBte, dann hat 
@ keine unmittelbar vorhergehende Zahl, und @ heiBt dann der Limes der 
Zahlen «, in Zeichen: «=lima. Diese Limeszahl @ erfiillt die beiden 
charakteristischen Bedingungen: 

a) Wenn fiir eine Zahl B jedes « kleiner als B, d. h. wenn a < B ist, 
dann ist a@ < p. 

b) Wenn 6 <a ist, dann gibt es ein a, so daB B<a<@ ist. 

Den Limes der endlichen Zahlen 0, 1, 2, 3, - - - bezeichnet man mit **); 
diese Zahl ist die erste Limeszabl. 

Im folgenden wird viel benutzt der Satz von der transfiniten Induktion. 
Er lautet***): Wenn eine Behauptung (a) folgenden Bedingungen geniigt: 

1) (a) ist richtig fir « = £, 
2) aus der Richtigkeit von (a) fiir jedes der Bedingung 6 < a < a’ 
geniigende « folgt auch die Richtigkeit von (a’), 
so ist p(a) fiir jedes a > B richtig. 

*) Wir legen den von Zermelo eingefiihrten Mengenbegriff zugrunde. Math. 
Annalen, Bd. 65: Untersuchungen iiber die GrundJagen der Mengenlehre. I. 

**) Transfinite Zahlen bezeichnen wir mit griechischen, endliche Zahlen mit 
lateinischen Buchstaben. 

“*) Man vgl. G. Cantor, 1. c. pag. 231f., F. Hausdorff, pr. 1. c. pag. 127 f. und 


A Schoenflies: Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten. 
Jahresberichte der Deutschen Mathem.-Vereinigung, Bd. 8. pag. 45. 
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Denn gabe es Zahlen a> #, fiir die g(a) falsch wire, so gibe es 
unter ihnen nach A) eine kleinste Zahl «’.. Es wire also g(a’) falsch, 
aber p(«) richtig fiir jedes der Bedingung B < «<’ geniigende « Da 
das 2) widerstreitet, mub g(a) richtig sein fiir jedes a > f. 

Mit Hilfe dieses Satzes von der transfiniten Induktion werden in § 1 
Operationen oder Funktionen zweier Variabeln definiert, unter denen als 
ganz spezielle Fille die Addition, Multiplikation und Potenzierung ent- 
halten sind. Der Verlauf dieser Funktionen li8t sich durch Aufstellung 
von Ungleichungen in gewisser Weise beschreiben; es zeigt sich, dab fiir 
jede derartige Operation gewisse Zahlen — Hauptzahlen der Funktion nennen 
wir sie — von hervorragender Bedeutung sind, die das eigentiimliche Ver- 
halten dieser Funktionen charakterisieren und deren Studium fiir die 
Untersuchung der Funktionen wichtig ist. Doch will ich an dieser Stelle 
keine Einzelheiten hervorheben. — In den folgenden Paragraphen*) werden 
speziell die Addition, die Multiplikation und Potenzierung als Anwendung 
der allgemeinen Prinzipien behandelt. Von den hier sich bietenden 
Spezialfragen erwihne ich nur die, die sich auf den Begriff der Primzahl 
und auf die Divisoren und Vielfachen gegebener Zahlen beziehen; gerade 
fiir diese Fragen sind die Untersuchungen wichtig, die die oben erwihnten 
Hauptzahlen betreffen. Es zeigt sich, daB unter allen betrachteten Opera- 
tionen die Addition eine ausgezeichnete Stellung einnimmt. Ist die end- 
liche Zahlentheorie multiplikativer Art, so sind es im Bereich der trans- 
finiten Zahlen die additiven Gesetze, denen eine entsprechende Bedeutung 
zukommt. Diese Vollkommenheit und durchsichtige GesetzmiBigkeit tritt 
bei den multiplikativen Formeln nicht immer auf. Es liegt das zum Teil 
an der Ungiiltigkeit des kommutativen Gesetzes; die Vollkommenheit der 
additiven Gesetze wird, trotzdem auch hier das kommutative Prinzip nicht 
gilt, gewihrleistet durch die charakteristische Eigenschaft der additiven 
Hauptzahlen, fiir die additive Operation Primzahlen zu sein. 





$1. 
Funktionen transfiniter Variabeln. 


Bedeutet « eine beliebige Ordnungszahl, dann bezeichnen wir die auf 
« unmittelbar folgende Zahl mit s(«). 

Es sei nun fy eine bestimmte Ordnungszahl und jeder Ordnungszahl 
« > B, sei eine eindeutig bestimmte Ordnungszahl zugeordnet, d. h. es sei 


*) § 3 enthalt als Fortsetzung von § 1 allgemeine Untersuchungen; die in § 2 
entwickelte Addition wird hier benutzt, und es zeigt sich, daB sie allen anderen 
Funktionen gegeniiber eine besondere Stellung einnimmt. 


10* 
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eine Funktion w(«) gegeben, die fiir jeden Wert «>, eindeutig definiert 
sei, wobei die Funktionswerte wieder Ordnungszahlen sind; w(a) besitze 
die Eigenschaft, bestiindig zu wachsen; es gelte also stets: 

(a) aus a>a>Bp, folge w(a) > w(e’). 

Unter dieser Voraussetzung kann w(a) nach unten hin abgeschitzt werden. 
Denn es gilt 

Satz |. Bedeutet i, die kleinste nicht unterhalb B, gelegene Zahl, fiir 
die w(4,.)=4, ist, dann ist w(a)>a fiir jedes der Bedingung «>i, 
geniigende «. 

Dieser Satz ist evident fiir die Funktion w(a) = s(«), da ja s(a)>« 
ist fir ~>0. In § 2 benutzen wir nun gerade diese Funktion w(«) = (a). 
Also sind alle Folgerungen, die wir aus I ziehen, fiir den Inhalt von § 2 
als bindend anzusehen. Es wird I in seiner Allgemeinheit erst hinterher 
mit den in § 2 entwickelten Hilfsmitteln bewiesen werden. — Wir kénnen 
hier jedenfalls ohne Schwierigkeit einen Teil von I beweisen, namlich 
folgendes: ist fiir eine Zahl >, die Ungleichung w(§) > erfillt, 
dann ist w(a) >a fiir jedes a >&. 

Nach dem Satz von der transfiniten Induktion ist nur zu zeigen, dab 
w(a’)>a«’ ist, falls fiir jedes der Beziehung «’ >a>£ geniigende « 
stets w(«)>« ist. Ist nun @ keine Limeszahl, d. h. « =—s(e”)>a”>é, 
dann ist w(«”) >«”", also nach (a): 

w(e)>w(e)>e", dh. we’) >s(a")—e. 
Ist aber «@ Limeszahl, dann besitzt wegen (a) die Zahlenfolge w(a) 
(E<a@<«@) einen Limes # und da nach (a) w(a’)>w(a) ist, so ist 
w(a’) > @; andererseits ist nach Voraussetzung fiir jedes dieser « auch 
w(a)>a, also #=lim w(a)>lima=¢. Somit ist w(a’)>@>a’. 


Aus diesem Beweise geht hervor, daB es, um I in seinem ganzen 
Umfange zu beweisen, nur noch nétig ist, die Existenz eimer Zahl 
nachznweisen, die der Beziehung w(§)>& geniigt. Das wird eben spiiter 
nachgeholt werden. 

Um nun unsere Funktionen zweier Variabeln definieren zu kénnen, 
miissen wir auBer w(«) noch eine Funktion zweier Variabeln, die eine 
einfache Eigenschaft hat, als gegeben annehmen. 

Es sei g(&, 7) eine fir §>£, 4 > eindeutig erklirte Funktion 
von & und 7; es besitze g(&, 4) die Eigenschaft, bestindig grifer als das 
erste Argument § zu sein, in Zeichen: 

(b) es sei g(&,4) > fiir jedes Wertepaar >, 4 > %- 

Eime solche Funktion ist speziell g(&,4)=—s(&) (€&,—,—0), die 
von 4 gar nicht abhiangt. 

Aus Satz I folgt, daB fiir « > max (&,, 4,) stets w(a) > a> &, ist. 














— 


ee 
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Es werde nun unter den Zahlen « > max (1%, 4,) die kleinste, die der 
Beziehung w(«)>& geniigt, mit 4 bezeichnet; die Zahl 4 ist also die 
kleinste Zahl, die die beiden Bedingungen 1 > max (yp, 4), w(4)>& 
zugleich erfiillt. 

Wir definieren nun eine Funktion f(«, 8) mit Hilfe von w(a) und g(§, 7). 

Satz IL*) Es gibt fiir den Variabilititsbereich «>i, B>1 der 
Veriinderlichen « und B eine einzige, villig bestimmte, eindeutige Funktion 
f(a, B) mit folgenden Eigenschaften: 


(1) f(a, 1) = w(a)**), 
(2) f(a, (6) =g(fle, B), «), “== 
(3) f(a, B) = lim f(«, B), 


wenn B eine Limeszahl bedeutet, und 8 auf der rechten Seite der Gleichung (3) 
alle Zahlen 6 < B = lim 6 durehliiuft. 

Beweis. Nach (1) ist f(«, 1) fiir a > eindeutig definiert und nach 
Gleichung (2) und Voraussetzung (b) ist f(a, 2)=—g(f(a, 1), «) > f(a, 1), 
da ja «>A ist und 4 derart bestimmt war, dab zugleich die Bedingungen 
f(a, 1) = w(e)>& und «>, erfiillt sind. Nehmen wir nun an, die 
Existenz der Funktion mit allen behaupteten Eigenschaften sei fiir den 
Variabilititsbereich a >4, 1< 6< f' nachgewiesen, so ist nur noch zu 
zeigen, daB die Funktion auch in dem Bereich a >1, 1 < 6 < #' existiert 
und die verlangten Eigenschaften besitzt. Dann folgt nach dem Satz von 
der transfiniten Induktion die Behauptung in ihrem ganzen Umfange. 

Sei also #’ erstens keine Limeszahl, d. h. 6’ = s(8”); dann ist f(a, 6”) 
erklirt, und nach (2) folgt: f(a, B’) = g(f(«, 6”), «). Also ist auch f(«, p’) 
eindeutig erklirt. Ist aber #’ eine Limeszahl, dann beachte man, dab aus 
(2) und (b) in Verbindung mit (3) folgt: f(a, 8) wichst bei konstantem a 
zugleich mit $. Also ist nach (3) auch f(a, 6’) eindeutig erklirt durch 
die Gleichung f(a, 8’) = f(a, lim 6) = lim f(a, £). 

Zugleich folgt aus dem Beweise, dab f(a, 8) mit B zugleich wiichst, 
wenn « konstant bleibt. Diese wichtige Tatsache mit den sich daraus 
unmittelbar ergebenden Folgerungen heben wir hervor durch 

Satz IIL Ist «>A1***) und B> p’>1, dann ist f(a, B) > f(a, '); 
ist fla, B) > f(a, B’), 80 ist umgekehrt > B'; aus f(a, B) — f(a, B’) folgt 
B= 6. 

*) Wir schlieBen uns hier eng an G. Cantor an, l. c. pag 231 f. 

**) Es erweist sich im Hinblick auf die Anwendungen nicht als zweckmibig, 

f(«@, 0) = w(a@) zu setzen. 


***) Das erste Argument von f wird in § 1 stets nicht unterhalb 1 angenommen, 
falls nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt wird. 
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Die Gleichung (3) definiert f(a, 8) fir den Fall, daB B eine Limes- 
zahl ist, durch eine Limesreihe, aber dabei werden alle Zahlen 6 < f be- 
nutzt. Es ist aber, um zu f(a, B) mu gelangen, nur ndtig, irgend eine 
Reihe zu benutzen, defen Limes die Zahl £ ist. Es gilt nimlich: 

Satz IV. Sei eine Folge von Zablen & mit B als Limes gegeben, dann 
besteht die Gleichung f(a, B) = f(«, lim 8) = lim f(«, 8). 

0 


Beweis. Da B>@ ist, so ist nach III auch f(a, 8) > f(a, 3); also 
ist f(a, B) >o, wenn o die Zahl lim f(a, d) bezeichnet. Die Behauptung 
0) 


besagt: f(a, B)—o, also ist nur aus f(a, 6) >6 ein Widerspruch zu 
folgern. Sei also f(a, 8) = = f(«, 8B) >, so folgt aus dem Begriff des 


p< 
Limes die Existenz einer Zahl 8 < B, so daB f(a, B’)>o ist, d. h. es ist 
f(e,p)>o= lim f(a, 3) > f(a, d) fiir jedes der gegebenen 0. Also ergibt 


sich nach III: 6’ > und daher f’ > lim 6 = 8, wahrend doch pf’ < B ist. 
Der Wert von f(a 8) lat nun nach unten hin zwei Abschiitzungen zu, 
je nach der Bevorzugung der Variabeln a oder p: 


Satz V. Es ist f(a, B)>«, wobei aber das Gleichheitszeichen nur 
gilt, wenn sugleich « = w(a) und B=1 ist. — Ist «>0, dann ist f(a, B)> B. 
Fiir 4 = 0 ist aber auch f(0, B) > B fiir jedes iiberendliche B. 

Beweis. Wir beweisen den ersten Teil: Es ist f(a, 1) = w(a) >a; 
fiir 6>1 folgt somit aus III: f(a, 8) >f(a,1) >a. Ist w(a)>a, dann 
ist aber auch noch f(@,1) >a. Also ist f(a, 8) =a dann und nur dann, 
wenn 6=1 und w(a)=— «a ist. — Der zweite Teil des Satzes folgt aus 
Ill in Verbindung mit I. Es ist niimlich f(a, 8) bei konstantem a eine 
wachsende Funktion von #. Gibt es nun eine Zahl §, fiir die f(a, 8) << p 
ist, dann folgt aus dem Beweise von I, daB auch w(a) = /f(a,1) <1 ist; 
und da fir «> auch w(a) >a ist, so folgt: «<1, dh. a=—0. Also 
ist fir «>0 stets f(a, 8) >. DaB aber fiir 4 =O auch f(0, 8) >8 
ist, falls 6 > @ ist, folgt aus 1; denn /(0,{) ist eine wachsende Funktion 
von 6 und nach dem Beweise von | ergibt sich unsere Behauptung, wenn 
wir nur wissen, dab f(0,@)>@ ist. Diese Gleichung ist aber richtig, da 
ja nach Definition f(0,@) eine Limeszahl, w aber die erste Limeszahl ist. 

Ist 6 und @ gegeben, so wird es im allgemeinen nicht méglich sein, 
zu entscheiden, ob die Gleichung 6 =/(a,&) eine Wurzel — hat oder 
nicht. Gibt es eine solche Zahl &, so gibt es nur eine einzige, wie aus 
Ill folgt; &€ ist dann eine durch « und  eindeutig bestimmte Zahl, eine 
Funktion von « und #, und es gibt dann eine zu f inverse Operation, 
die eindeutig ist. Es laBt sich aber im allgemeinen nicht entscheiden, fiir 
welche Wertepaare «, 8 diese inverse Operation definiert ist. Ein Satz 
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laBt sich aber doch in dieser Richtung aussagen, der fiir die Addition die 
véllige Entscheidung iiber die Auflésbarkeit der Gleichung f = f(a, &) 
geben wird; fiir die Multiplikation liefert uns dieser Satz spiiter den 
Euklidischen Algorithmus, und fiir die Potenzlehre werden wir aus ihm die 
Entwicklung einer Zahl 6 nach Potenzen von « folgern. Unser Satz lautet: 

Satz VI. Sei B gegeben und a eine der Beziehung w(a)< B geniigende 
Zahl (> i), dann existiert eine einzige wohlbestimmte Zahl —§ (> 1), so daB 
die Beziehung f(a, s(&)) > B > f(a, &) erfiillt ist. Im allgemeinen ist §< p. 
Nur fiir «=0 und endliches § kann —>68 sein, also nur dann, wenn 
a=0, B<o@, &<@ ist. Ist «>0, dann folgt aus § = B>f(a, B) > 8, 
dap B = f(«, B) ist 

Beweis. Sei «>A eine Zahl, fiir die 6B > w(a«) = f(a, 1) ist. Also 
gibt es Zahlen &’, fiir die 6 > f(a, &) ist, und unsere Behauptung lautet 
einfach dahin: Unter diesen Zahlen gibt es eine gréBte. Giibe es kein 


groBtes &’, so sei — der Limes dieser Zahlen ', und aus 6 > f(a, &’) folgt: 
6 > lim f(«, §°) = fle, £), dh. & wire eine der Zahlen &', deren Limes £ 


ist. Also kann £ nicht existieren. Die GréBen £' besitzen somit ein 
Maximum &, d. h. es ist f(a, s()) >B>f(a, —). DaB nur eine Zahl € 
diesen Bedingungen geniigt, folgt leicht aus II]. Nach V ist fir «>0 
stets f(a, £)>&, also ist E< 6, wenn a>O ist. Und da auch (0, &)>€é 
fir §>o ist, so kann > nur fir «= 0 und §<@ stattfinden. Dab 
fir « > 0 und § =8 die Gleichung 6 = f(a, ) folgt, ergibt sich ebenfalls 
aus V. 

Ob es Wertepaare gibt, fiir die die Gleichung 6 = f(a, f) erfiillt ist, 
wissen wir bis jetzt noch nicht; aber gerade diese Frage hingt mit 
wichtigen Eigenschaften von f zusammen, die wir noch kennen lernen 
werden. Gerade weil fiir die Funktion f(a, 8) die Variabeln « und £ ver- 
schiedene Rollen spielen (bereits bei der Definition von f), treten diese 
Eigenschaften auf. Diese Verschiedenartigkeit zeigt sich ja auch in 
Satz V: im allgemeinen ist f(a, 8) >a, dagegen f(a, 8) >; wir werden 
gerade sehen, daB es stets Zahlen f# gibt, fiir die f(a, 8) = £6 ist. Aber 
auch in III zeigt sich der Unterschied der Variabeln: f(a, 8) wichst bei 
konstantem « mit f zugleich; aber trotzdem f(a, ) fiir 6=—1 mit wachsen- 
dem « wichst, gilt das keineswegs fiir beliebiges konstantes 6, und es 
kann auch nie gelten, wie wir spiater sehen werden. Wohl aber laBt sich 
erreichen, daB bei konstantem f die Funktion f(a, 8) mit wachsendem « 
nie abnimmt, falls wir noch eine Voraussetzung iiber die Funktion g(&, 7) 
machen. Wir unterwerfen g(&, 7) der weiteren Bedingung: 

(ec) aus E>8 Sk, y> VS % folge g(E, 4) =9(8, 1), a. h. wenn 
beide Variabeln &, y nicht abnehmen, soll auch g(&, 4) nicht abnehmen. 
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Die schirfere Bedingung: 
(c’) aus §>F>k, 1 >> Xo folge 
9@,n) >98,7) und g(f,7)>9(,7), 
werden wir nicht immer voraussetzen; wir werden aber stets, falls wir 
aus (c’) Folgerungen ziehen, ausdriicklich hinzusetzen, dab wir statt (c) 
die schirfere Bedingung (c’) vorausgesetzt haben. 

Satz VIL Ist «>a >i, dann ist f(a, B) > f(a’, B); also folgt aus 
f(a, B) > fle’, B), dab a> «’ ist. Setzt man statt (c) die Bedingung (c’) 
voraus, dag wiichst die Funktion f(a, B) mit «, wenn B eine konstante 
Zahl ohne unmittelbar vorhergehendes Element ist, d.h. ist «> «>i, dann 
ist f(«, s(B')) > f(a’, s(6)) fiir 6’ 0; also folgt aus f(«, s(8')) = f(a’, 8(6), 
dag «a= «' ist, und wenn f(a, 8) = f(a’, B) fiir « >a’ ist, dann ist B eine 
Limeszahl. 

Beweis. Wir beweisen zuniichst nur den ersten Teil des Satzes, 
der sich auf (c) stiitzt. Da fir 6—1 der Satz richtig ist, so ist nur 
noch unter der Annahme, dab er fiir 6 < fp’ gilt, zu zeigen, daB er auch 
fir 6 = p' gilt. Der Satz gelte also als bewiesen fiir 6 < f', dann ist 
B’ >2. Sei erstens fp’ keine Limeszahl, f’ = s(8”), 6” >1; daher ist fir 
«>a auch f(a, B’)>f(a’, B’). Weiter ist 

f(«, B) = 9(fle, B’), «) > g( fe’, B’), a’) = fle’, 6’). 

Sei zweitens f’ eine Limeszahl, also fir « >«’ und 6 < f’ nach Voraus- 
setzung /(«, 6) > f(a’, 8); abt man hier 6 gegen f’ konvergieren, so folgt 
f(a, B’) > f(a’, B’). Damit ist der erste Teil bewiesen. 

Wir setzen nun (c’) voraus. Es ist fiir « >’ nach (&): 

f(a, 1) > f(e, 1). 
Sei s(f')>1, dh. pf’ >1. Da (c’) die Bedingung (c) enthiilt, so ist fir 
« >«’ nach dem soeben Bewiesenen f(a, 6’) > f(a’, 6’). Also folgt: 
f(a, (6) = 9( fle, B), «) > g( fle’, B), «) = f(e’, 8(B)). 

Damit ist der Satz bewiesen. 

In den Vorbemerkungen zu Satz VI besprachen wir die Gleichung 
B=f(«,&). Wenn 6 und a@ gegeben ist, dann gibt es héchstens eine 
Lisung € dieser Gleichung. Wir denkeu uns nun aber nur # fest und 
fragen: zu welchen « gibt es eine Lésung §? Doch kénnen wir hier im 
atigemeinen dariiber auch noch nichts aussagen, obgleich sich diese Frage 
fiir spezielle Fille entscheiden laBt. Dagegen ist es méglich zu zeigen, 
daB man tiberhaupt nur endlich viele Wurzeln € erhilt, wenn auch « be- 
liebig variiert wird. Wir sprechen namlich folgenden Satz aus: 

Satz VIII Sei B gegeben, dann gibt es nur endlich viele Zahlen &, 
zu denen Lisungen « der Gleichung B = f(«,&) gehiren.*) Hat jede dieser 


*) Es ist damit nicht gesagt, dab zu jedem f iiberhaupt solche Zahlen & existieren. 
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durch B bestimmten Zahlen & eine unmittelbar vorhergehende Zahl, was z. B. 
der Fall ist, wenn B eine unmittelbar vorhergehende Zahl besitet, so gibt es 
unter der Vorausseteung (c’) zu jedem dieser endlich vielen — genau eine 
Wurzel « der Gleichung B = f(a, &). 

Beweis. Sei & eine Zahl, zu der es eine oder mehrere Lisungen a 
gibt, dann bedeute « die Minimallésung; §, sei eine andere Zahl, zu der- 
es eine Liésung gibt; a, sei die Minimallésung. Es werde § < &, ange- 
nommen, dann folgt: B = f(a,, &,) = f(a, &)< f(a, &). Nach VII ist 
daher «@ >a,. Ordne ich also die Zahlen £ nach steigender GréBe, so 
bildet die Reihe der zugehérigen Minimallésungen eine fallende Reihe, 
bricht also nach endlich vielen Gliedern ab, d. h. es gibt nur endlich 
viele &, zu denen Lésungen « der Gleichung 6 = f(«, &) gehéren. — Setzen 
wir nun (c’) voraus. Gibt es zu einem & zwei verschiedene Wurzeln « 
und «’, ist also 6 = f(a, &)— f(a’, &), so ist nach dem letzten Teil von 
VII die Zahl — und somit auch 6 = f(a, &) eine Limeszahl. Wenn also & 
keine Limeszahl ist, dann gibt es nur eine zu & gehdrige Zahl a, fiir die 
B=fi(a, &) ist. Das tritt z. B. ein, wenn # keine Limeszahl ist. Es be- 
stimmen sich dann die Zahlen @ und £ gegenseitig eindeutig. 

Erklirung. Hat eine Zahl y die LEigenschaft, dab y >i und 
y =[f(a, v) fiir jedes der Bedingung 4< a< y geniigende «, dann nennen 
wir y eine Hauptzahl der Funktion f(a, B).*) 

Diese Hauptzahlen sind irreduzibel in Bezug auf die Funktion f(a, §), 
d.h. es kann y nicht aus kleineren Zahlen mit Hilfe der Funktion f er- 
zeugt werden; beschranke ich nimlich die Variabilitét von a und f darch 
A<a<y, 1S p<}, so ist f(a, B)<f(«,y) =, d. h. ich gelange mit 
Hilfe der Operation f nicht aus dem Bereich der Zahlen unterhalb y heraus. 
Also findet die Funktion f in der Zahl y eine uniibersteigbare Schranke, 
die f hindert, aus einem vorgeschriebenen Wertevorrat (< y) neue Zahlen 
(> y) mu erzeugen. 

Es handelt sich nun fiir uns darum, die Hauptzahlen von f zu 
charakterisieren und aus unserer Erklirung Kriterien dafiir abzuleiten, 
wann eine Zahl Hauptzahl der Funktion ist. 

Satz IX. Jede oberhalb 2 gelegene Hauptzahl ist eine Limeszahl. 

Beweis: Es sei 8>max(4,1), dann ist nach III: f({, s(8)) > f(6, B) 
und nach V ist £(8, 8) > 6, falls 8>1 oderauch noch fir 6 = 1>max(4, 1), 
falls w(1)>1 ist. Somit ist £(6, s(6)) > s(f) fir 6 >1 und auch noch 
fir B =1, falls 4<1<w(1) ist. Also ist s() fir 6 >1 keine Haupt- 
zahl, d. h. jede Hauptzahl »>2 ist eine Limeszahl. — Es ist sogar 


*) Diese Bezeichnung wiihle ich im Einverstiindnis mit G. Hessenberg, der 


den Namen Hauptzahl bereits fiir den Fall eingefiihrt hat, daB die Operation f die 
Addition ist. 








; 
' 
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s(1)=—2 keine Hauptzahl, falls 4 < 1< w(1) ist. Es kann nicht zugleich 
1 und 2 eine Hauptzahl sein, denn wenn 1 eine Hauptzahl ist, so ist 
4=0 und /(0, 1) = 1 =—w(0) < w(1) = f(1,1), dh. f(1,1)>2. Wire 
nun noch 2 eine Hauptzahl, so miiBte f(1, 1) < 2 sein. 

Wir nennen alle Hauptzahlen y >2 eigentliche Hauptzahlen; jede 
eigentliche Hauptzahl ist also eine Limeszahl. Unser Satz IX leistet das 
Maximum dessen, was man verlangen kann, denn es gibt in der Tat 
Operationen, die die Zahi 1 zur Hauptzahl besitzen, und auch solche 
Funktionen, fiir die 2 eine Hauptzahl ist; fiir die Addition ist es die 1, 
die 2 fiir die Multiplikation. 

Ebenso wie die Limeseigenschaft (3) der Funktion f durch Satz IV 
auf allgemeinere Limesreihen iibertragen wurde, so ist die Eigenschaft 
einer Zahl y, Hauptzahl zu sein, bereits in der Tatsache enthalten, dab 
die Gleichung y = f(a, y) fiir irgend eine Folge von Zahlen « gilt, deren 
Limes y ist. Es wird das ausgedriickt durch 

Satz X. Es gebe zu einer Zahl y eine Folge von Zahlen «, fiir die 
1) y=f(«,y) und 2) y=lima ist, dann ist y eine Hauptzahl der 
Funktion f. 

Beweis. Da stets y=/f(a,y) ist, so ist jedes a >4; also y>a>A. 
Sei f eine Zahl, fiir die y>f>A ist, dann ist nur die Gleichung 
y =f(8, vy) za zeigen. Da nua y > ist, so existiert ein @ derart, dab 
y>a> und y—f(e,y)>f(6,7)>y ist. Also ist y=/(B, y) fiir 
jedes der Bedingung y.> 6 >A geniigende #, d. h. y ist eine Hauptzahl. 

Es ist nun wichtig ein Kriterium zu besitzen, das die Entscheidung 
liber die Frage gestattet, wann eine Folge von Zahlen eine Hauptzahl 
zum Limes hat. Es wird dann niamlich méglich sein, derartige Zahl- 
reihen zu konstruieren, deren Limes eine Hauptzahl ist; damit wird 
der Nachweis der Existenz der Hauptzahlen erbracht sein. — Dazu be- 
trachten wir nun h(a) = f(a, «); diese Funktion ist definiert — fiir 
@ > max(4,1). Aus III und VII folgt, daB fir «> a’ > max(4, 1) auch 
h(e) > h(«’) ist, und aus V folgt h(a) >a fiir « > max(d, 2); ist aber 
4=0,1 und w(1)>1, dann ist auch h(1) = w(1)>1. — Ist nun y 
eine Hauptzahl und y>a>A, dann ist h(a)=—f(a,a)<y. Also hat 
die Gesamtheit der Zahlen «<y die Eigenschaft, daB mit @ zugleich 
auch k(«) der Gesamtheit angehért. Diese Eigenschaft charakterisiert 
aber auch y als Hauptzahl; es gilt der 

Satz Xl Hat eine Folge von Zahlen « (> max(A, 1)) die Figen- 
schaft, daB mit « zugleich h(a) der Folge angehirt, dann hat die Folge 
einen Limes y und y ist eine Hauptzahl der Funktion f. 

Beweis. Da eine Folge mindestens zwei Zahlen enthalt und hier 
jede > 1 ist, so ist von der zweiten Zahl « ab h(a) >a; da mit « auch 
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h(a) der Folge angehéren soll, so kann die Folge kein letztes Element @ 
besitzen, da ja auf # noch das Element h(#) > @ folgte. Also hat die 
Folge einen Limes y. Es sei nun a@ irgend eine der gegebenen Zahlen, 
dann betrachte man nur noch die Zahlen « der Folge, die oberhalb a 
liegen, d. h. fiir die a< a’ <y ist. Da auch h(a’) der Folge angehért, 
so ist h(a’)<y, also y>h(o’) =f (',a’)>f(a,c’). LaBt man nun a’ 
gegen y wachsen, so folgt y>/f(a,y)>y, dh. y=/f(a, y) fiir jedes « 
der Folge, deren Limes y ist. Nach X ist also y eine Hauptzahl der 
Funktion /f. 

Satz XII. Der Limes einer Folge von Hauptzahlen der Funktion f 
ist eine Hauptzahl derselben Funktion. 

Beweis. Eine Folge von Hauptzahlen y besitze einen Limes 7; es 
ist y>y>d. Es sei-y >a >A, dann dSetrachte ich nur noch die Haupt- 
zahlen der Folge, die oberhalb « liegen; fiir sie ist y= f(a, y) und wenn 
hierin y gegen 7 konvergiert, so folgt: 7 — f(a, 7) fiir jedes a, das der 
Bedingung y >a >A geniigt. Also ist » eine Hauptzahl der Funktion f. — 
Man kann auch so schlieBen: sei y >a und y>« eine Zahl der Folge, 
dann ist y>y=—f(e,y)>f(a,a@)=—h(a). Also gehért mit « zugleich 
h(«) dem Bereich der Zahlen unterhalb y an; daher ist y nach XI eine 
Hauptzahl der Funktion. — Aus diesem Satz folgt: ist B gegeben, dann 
gibt es unter den Hauptzahlen y, fiir die y < B ist, eine gripte. 

Wie bereits angedeutet wurde, stiitzt sich der Nachweis fiir die 
Existenz der Hauptzahlen auf XI. Es sei nun im voraus bemerkt, dab 
fir die Funktion f(@, 6) auf Grund von XI die Zahl @ eine Hauptzahl 
ist, falls f(@, 6) fiir éndliches « und f selbst endlich ist. Allgemein aber 
beweisen wir die Existenz der Hauptzahlen durch folgenden 

Satz XIII. Ist a eine Zahl, fiir die h(a)>« ist*), und setet man 
a =h(a), «” =h(a’), «” =—h(a"),---, dann ist die erste Haupteahl iiber 
a der Limes der Folge a, a’, a”,---. 

Beweis. Da mit a” zugleich auch h(a) der Folge angehért, so 
hat nach XI diese Folge einen Limes, der eine Hauptzahl y ist. Es ist 
nur noch zu zeigen, daB fiir jede Hauptzahl 7’ >« auch y’>y ist. 
Das ergibt sich so: es ist »’ >a und daher 

¥ =f(@, v) > f(@, @) = he) =@; 
also y= f(@, 7’) > f(a, 0’) = h(a’) =e 
Ganz allgemein folgt ebenso y’ >a, also »’ > lim of") == y, 

*) Es ist h()>« fir «>i1>2. Ist aber 40,1, so ist hte) >a fir 
«>2 und auch noch fiir «=—1, wenn w(1)>1 ist. (Man vgl. die Vorbemerkungen 
m Satz XI.) 
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Damit ist nicht nur die Existenz der Hauptzahlen bewiesen, sondern 
auch ein Verfahren angegeben, um von einer beliebigen Zahl «@ zu der 
nichsten Hauptzahl vermittels einer Limesreihe aufzusteigen; es gibt also 
insbesondere noch oberhaly jeder Zahl « Hauptzahlen der Funktion. 
Besonders bemerkenswert erscheint es, daB man aus a die niichste tiber 
« gelegene Hauptzahl stets durch eine Reihe «, a’, «”’,--- vom Typus @ 
gewinnt. Aus der Existenz der Hauptzahlen folgt nun, daB das kom- 
mutative Gesetz fiir f nicht gilt. Denn es ist fiir jede eigentliche Haupt- 
zahl y=/f(a,y), falls 4<a<y ist, aber fir «>1 ist f(y,«)>~y. 
Somit ist fiir max(4, 2) <a < y stets f(y, «) >/f(«, y). — Die Reihe 

a,a’=f(a,a), a = f(@, «) =f (f@, @), fa, @)),**° 
ist unter symmetrischer Behandlung der beiden Variabeln konstruiert; in 
den speziellen Fallen der Addition ete. benutzt man eine andere Reihe, 
die wegen gewisser Voraussetzungen, die in diesen Fillen zutreffen, auch 
‘gum Ziele fihrt; man konstruiere folgende Reihe: es sei 


h(a) = f(«,a)=—a' >a, 
dann setze man a =a, a= (f(a, 0), a= f(a, a),--, 
dann ist “<a, << ty <ay--, 
wie leicht nachzuweisen ist. Der Limes der so konstruierten Reihe sei @; 
es ist @= lim @,,, = lim f(a, «,) = f(a, lim «,) = f(a,@). Also ist @ 


eine Wurzel 6 der Gleichung 6 = f(a, 8) und zwar die kleinste; denn 
ist B irgend eine dieser Wurzeln, so ist B>«, also B=/(a, 8)>f(a,a)—«, 
und daher auch ferner 6 = f(a, 8) >f(a,a,) = a,; also ganz allgemein: 
B>«,, d.h.B>a. Ob nun aber diese kleinste Wurzel a der betrachteten 
Gleichung eine Hauptzahl ist, wird wohl im allgemeinen kaum entschieden 
werden kénnen; dagegen laiBt es sich sehr wohl beweisen fiir den Fall, 
daB die Funktion f das assoziative Gesetz f(/f(a, 8),d) = f(«,f(6,4)) erfiillt. 

Da es nach XIII oberhalb jeder Zahl Hauptzahlen gibt, so gibt es also 
zu jedem «>A Wurzeln #6 unserer Gleichung, die oberhalb einer beliebig 
vorgeschriebenen Zahl @ liegen. Betrachtet man aber in der Gleichung 
6 = f(a, B) die Zahl B als gegeben und fragt nach den Wurzeln a, so 
liegen die Verhiiltnisse anders. Es braucht keine Wurzel « vorhanden zu 
sein. Gibt es aber Wurzeln, dann gilt: 

Satz XIV. Es besitze bei gegebenem festem B>1 die Gleichung 
B = f(a, B) eine Wurzel «; dann existiert eine Zahl B', die folgenden Be- 
dingungen geniigt: es ist 1< B <B; fiir jedes der Bedingung 1<§ < pf’ 
geniigende & ist B = f(E, B)*), dagegen ist fiir § > Bp stets f(&, B) > B. 


*) Fir 4=0 braucht bei endlichem 6 die Behauptung Pp = /(&,#) fiir die Zahl 
—=0 nicht richtig zu sein; es kann in diesem Fall f(0,8)< @ sein. 
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Beweis. Da B>1 ist, so folgt fiir die nach Voraussetzung vor- 
handene Wurzel «, dab 6 = f(a, B)>« ist, also ist auch B >A. Nun 
ist {(8, B) > B; betrachte ich daher f(£, 8), wenn € von a@ bis f wichst, 
so ist zu Anfang die Funktion gleich 6, am Ende des Intervalls aber 
gréBer als 6. Also gibt es im Intervall eine kleinste Zahl § = f’, fiir die 
f(é, 8B) = f(8, B) > B ist. Dann ist natiirlich nach VII auch f(&, 6) > 6 
fir jedes § >’. Es liegt nun f’ im Intervall zwischen @ und £ und es 
ist genauer «< p'<f. Es sei nun € eine Zahl, fiir die ASE < pf ist, 
dann ist wegen der Minimaleigenschaft von f’ stets f(&, 8) < 8, wihrend 
nach V zugleich f(&, 6) > ist. (Man vergl. die Anm. der vorigen Seite.) 
Also folgt 6 = /(E, A). 

Zusatz. 1) Unter der Voraussetzung (c’) kann es, falls 6 keine 
Limeszahl ist, héchstens eine Wurzel « geben. Es ist das, falls 1>0 
ist, die Zahl 4 selbst. 

2) Fiir die speziellen Funktionen, die wir als Anwendungen bringen | 
werden, tritt es ein, daB mit @ zugleich auch h(a) eine Wurzel £ 
der Gleichung 6 = /f(E, 8) ist; also ist in diesem Fall fp’ eine Haupt- 
zahl. (XI)*). 

DaB aus dem Bestehen der Gleichung 6 = (f(a, 8) die andere Glei- 
chung 6 = f(h(@), 6) folgt, tritt z. B. ein, wenn das assoziative Gesetz er- 
fillt ist. Dann ist niimlich: f(h(@), 8) = f(f(@, «), B)=f(«, fle, B)) = f(a, B)=8. 
Wenn also das assoziative Gesetz gilt, dann ist B’ eine Hauptzahl y. Aus 
dem assoziativen Gesetz liBt sich noch eine andere Folgerung ziehen: gibt 
es eine Hauptzahl 7’, so dab 6 =f(y’,7) eine Lésung y hat, dann ist 
y’ <P’ =y. Denn es sei B=/(y’, 4) und y’>p’=y, dann ist y’ =/(6',y’), 
also B=/(f(6, 7’), 1) =f(6; £7’, 9) =f(8, B), wahrend doch /(6’, B) > B ist. 

Satz XV. Besitzt bei gegebenen B und y die Gleichung B = f(&, 7) 
unendlich viele Wurzeln &**), die einen Limes &, besitzen, und hat die 
Gleichung B = f(§,, 1) eine Lésung y,, dann ist n> 4,, und es gibt keine 
Zahl 7%, zwischen y und »,, fiir die die Gleichung B =f(&,, 7) eine 
Lisung &, hat. 

Beweis. Da, = lim§>§ ist, so folgt aus /(&, 4) —/(&,%) =f(& m), 
daB n>~y, ist. Wire »—7,, also 6 =—f(§&,,7%), so wire & eine der 
GréBen § deren Limes &, ist; also ist »>vy,. Sei nun 6 = f(&,, 7,), 
dann ist zu zeigen, dab y, > oder 4, < 7%, ist. 

Sei erstens & << §&,, dann gibt es ein & zwischen § und &, so dab 
B= f(b, 1) = flee, %) SFC, mm) ist, dh. es ist m > 7. 


*) Es mu8 dazu eine Wurzel « vorhanden sein, fiir die h(a) >a ist. 
**) Unter der Voraussetzung (c’) kann das nur eintreten, wenn 7, also auch , 
eine Limeszahl ist. 











Ernst JacopsTuar. 


Zweitens sei § >&,. Aus f(§,, 7) =f (&, ") =f(&, tg) folgt: NS: 


Wir wenden uns nun in § 2 zur Betrachtung einer speziellen Funk- 
tion und werden in § 3 die allgemeinen Fragen von neuem aufnehmen. 
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§ 2. 
Die Addition. 

1) Unter w(a) verstehen wir die Zahl s(a). Es ist (a) erfiillt und 
w(a) = s(a)>a fir «>0. Also ist 4, =—£,=—0. Wir setzen ferner 

gE, n)=s()>é fir E[&,—0, 7 >%—0. 
Es ist (b) erfiillt, aber auch (c), da aus & >€& auch s(&) > s(&) folgt. 
Dagegen ist bei unserer Wahl von g(£, 7) die Bedingung (c’) nicht erfiillt. 
Die Zahl 4 ist die kleinste Zahl, die die beiden Bedingungen 
4 > max (rp, 44) — max (0,0)=0, — w(a) = (2) >& — 0 
erfillt. Mithin ist 4=—0. 

Die durch diese Festsetzungen definierte Funktion oder Operation 
bezeichnen wir mit f(a,8)=—a+ 8. Wir nennen a+ 6 die Summe von 
a und B; « heiBt der Abschnitt, 6 der Rest der Swmme. Wir nennen 
diese Operation die Addition. 

2) Es ist nach § 1, II: 


(1) a+1=—s(«), 

(2) « + s(8) = s(a+ A) 
oder wegen (1): 

(2) «+ (6+1)=(«+ A) +1, 
(3) « + B = lim (« +8), 


wenn auf der rechten Seite dieser Gleichung # alle Zahlen unterhalb der 
Limeszahl # durchliuft. — Es ist durch (1)—(3) die Operation a + 6 fiir 
a>i=0, B>1 erklirt. Aus (2) erhellt die ZweckmiBigkeit der Fest- 
setzung: 

(4) «+O0=—a fir «D0. 


Damit ist nun « + 6 fir a>0, 6B >0 erklart. 

3) Nach III folgt unter Beriicksichtigung von Gleichung (4) der 
vorigen Nr.: ist 6 > f’, so ist «+ B >a + fp’, und wenn «+ fP>a+ Pf 
ist, dann ist B >’. Aus a+fP—a+' ergibt sich p =f’. 

Insbesondere ist fir 6 > p’ =0 stets «+P >a+0—a, dh. die 
Summe ist grifer als der Abschnitt, falls der Rest nicht gleich Null ist. 

4) Es sei eine Folge von Zahlen 6 mit 6 als Limes gegeben, dann 
ist nach IV: lim (a+d)—a+fh=—a+limd. 
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5) Nach V ist «+ 6><a fir 6B >0 (w(e)><a); ein uns nach Nr. 3 
bereits bekanntes Resultat. Der zweite Teil von V ergibt: «a+ f6>8 
(fir « = 0 liefert V diese Beziehung erst von 6 = an: es ist indessen 
durch transfinite Induktion leicht zu zeigen, daB fiir jedes 6 die Beziehung 
0+ f= 6*) gilt, so daB wirklich die Ungleichung «+ 6> immer gilt). 

Die Beziehung «+ f8>£8 besagt: die Summe ist nie kleiner als 
der Rest. 

6) Aus VI folgt (es ist auch Gleichung (4) der Nr. 2 zu beriick- 
sichtigen): sei B > « = a + 0, dann existiert eine durch « und £ eindeutig 
bestimmte Zahl £, so daB a + (E+1)—(@+£&)+1>fl5a+€ ist. Da 
nun («+£)+1 auf («+ &) unmittelbar folgt, so ist daher B — a + &. 
Ist also B >a, dann hat die Gleichung B = a + & stets eine einzige Lisung 
—<£; wenn B >a ist, dann ist somit « ein Abschnitt von B. 

7) Ist a>’, dann ist nach VIl: «+ f6>a’+. Umgekehrt folgt 
aus a+ 6 >a’ +B, dab a> a’ ist. 

8) Es gilt das assogiative Gesetz: («+8)+y=—a+(B+y). Man 
bezeichnet daher beide Seiten unserer Gleichung zweckmiBig mit « + 6 + y.*) 

Beweis. Nach Gleichung (2) und (4) ist unsere Gleichung richtig 
fir y=0,1. Es sei die Gleichung richtig fiir jedes y<y’. Dann ist 
nur noch fir den Beweis der Allgemeingiiltigkeit zu zeigen, dab die Be- 
hauptung auch fiir y = >’ gilt. 

Ist y’ eine Limeszahl, dann folgt der Beweis leicht aus Nr. 4. Ist 
aber »’ = y” + 1, so ist nach Voraussetzung fiir y” der Satz richtig, also 
(a+6) +7" =a+(6+y”"). Nun ist 


(@+B) +7 = (@+8) +7" +1) =(6+h+7") +1 [Nr. 2, GL (2)] 
=(«#+(6+y"))+1 [Voraussetzung] 
=«+(B+r")+1) [Nr 2, GL (2)] 
=—a+(B+(y"+1)) [desgl.] 
=—a+(B+y7’). 
Damit ist das assoziative Gesetz als richtig dargetan.**) 
Ist » eine feste endliche Zahl, d. h. »< , und z eine variable end- 
liche ganze Zahl, dann wiichst die endliche Zahl n+ mit 2 zugleich 
gegen @ und es ist n+@=—o. Ist B>o, dann ist nach Nr. 6: 


B=o+&. Daher folgt nach Nr. 8: n+ 68—(n+o)+&=—o+E=—6 <f+n, 
falls o >n>1 ist. Das kommutative Gesetz «+ f—6+a gilt also 


Aufbau der transfiniten Arithmetik. 


*) Das Gesetz gilt natiirlich auch fiir mehr Zahlen, so daB der Begriff der 
Summe «+f+y7-+---+- fiir endliche viele Summanden als erklirt gelten darf. 
**) Aus dem assoziativen Gesetz folgt fiir pf = 0: 


(@+0 +y=—a+y=a+(O+y7), aloo y=0+y. 














Exyxst JacossTHay. 


160 





im allgemeinen nicht, eine Erscheinung, die bei allen in § 1 betrachteten 
Operationen eintritt, wie wir friiher sahen. Es liBt sich aber leicht aus 
den Gleichungen (1), (2), (4) der Nr. 2 zeigen, daB stets n+ m—m + n ist, 
falls n, m < @ ist. 

10) Satz VIII sagt aus: es gibt nur endlich viele Zahlen », fiir die 
bei gegebenem festem f# die Gleichung 6 = € + » Lisungen € besitzt. Da 
im Falle einer Lésung y ein Rest von f heibt, so sagen wir kurz: Jede 
Zahl B hat nur endlich viele Reste. Ein zweiter Beweis dieses Satzes be- 
ruht auf dem 

Satz. Der Rest v' einer Summe u + v ist entweder Rest von v oder 
Rest von w vermehrt um v. 

Beweis. Da »’ Rest von u + ist, so ist u+v—p' +’. Sei erstens 
uw >u, also wu =—w+o; es ist dam uw+e+rv—u+yv und somit 
v=o-+y'. Es ist also » ein Rest von v, und v gleich einem Reste 0 
von w’ vermehrt um ©. 

Ist also zweitens 4 >’, so mu ganz entsprechend v’ gleich einem 
Reste von mw vermehrt um y sein. 

DaB nun jede Zahl f nur endlich viele Reste hat, folgt hieraus leicht 
durch transfinite Induktion. Die Zahl 6 = 1 hat nur die Reste 0 und 1. 
(l=1+0=—0+1.) Sei die Behauptung richtig fiir jedes 6 < #’, dann 
ist zu zeigen, daB # auch nur endlich viele Reste besitzt. Die Zer- 
legungen B’ = 0+ 6 = 6 +0 lehren, daB f’ die Reste 0 und ’ hat. 
Hat #’ keinen von 0 und f’ verschiedenen Rest, dann ist der Satz richtig; 
6 habe einen weiteren Rest 6; sei also f’ «+, und hierin sei « 
minimal gewiahlt. Es ist hier nach Voraussetzung 0 < 6< # und daher 
O<a<f. Also haben a und £ einzeln nur endlich viele Reste; nach 
dem obigen Satz ist jeder Rest von 6 = « + 8 entweder einer der endlich 
vielen Reste von f oder einer der um f vermehrten endlich vielen Reste 
von @. Somit hat f nur endlich viele Reste. Jede Zahl 6 >0O hat nun 
mindestens zwei Reste 0 und #. Es entsteht die Frage: gibt es Zahlen 
mit genau zwei Resten? Ja. Es sind das die Hauptzahlen der Addition. 

11) Nach XIII existieren Hauptzahlen der Addition. Es sind das 
Zahlen y >A=O, fiir die stets yma+y ist, wenn OS a<y ist. 
Diese additiven Hauptzahlen nennt Hessenberg*) ,,Hauptzahlen“. Da wir 
andere als additive Hauptzahlen in diesem Paragraphen nicht betrachten, 
so lassen wir in ihm das Beiwort ,,additiv’ fort; wir bezeichnen eine 
Hauptzahl mit z. Es ist also >0 und fiir jedes a< a ist r= a+ 2, 


*) G. Hessenberg: Grundbegriffe der Mengenlehre, Abhandl. der Friesschen 
Schule, IL Bd., 4. Heft (als Sonderdruck erschienen), § 64. Wir zitieren diese Arbeit 
in Zukunft mit: G.d.M.— Man vgl. die in §1 zur Erklirung der allgemeinen 
Hauptzahlen gegebene Anmerkung. 
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so daB die Hauptzahl z genau zwei Reste 0 und 2 besitzt. Hat um- 
gekehrt eine Zahl 8 genau zwei Reste, dann ist f# eine Hauptzahl. Denn 
wenn 6 zwei Reste hat, so ist 6 >0; ist dann 6 >a >0O, so ist nach 
Nr. 6 die Zahl 6 = a+ &; hier muB der Rest — von # einer der beiden 
Reste 0 und # sein. Da nun § >a ist, so ist E>0, also E=, d. h. 
es ist B= a+ # fiir jedes « unterhalb 6. Somit ist 6 eine Hauptzahl. 

12) Da i =0+1 ist, so ist 1 eine Hauptzahl. Nach den sich 
an den Beweis von IX anschlieBenden Bemerkungen kann 2 fir die 
Addition keine Hauptzahl sein, was ja auch die Zerlegung 2=—1+ 1 
lehrt. Denn es besitzt nach diesen Bemerkungen eine Operation héchstens 
eine Hauptzahl, die keine Limeszahl ist. Die 2 kann aber auch deshalb 
keine Hauptzahl sein, weil in unserem Fall w(1) > 1 ist. Die erste Limes- 
zahl @ ist die erste tiberendliche Hauptzahl, da nach Nr. 9 stets a = n + @ 
fir n< @ ist. 

Die Sitze X ff. lauten in unserem Fall: 

(a) Ist eine Zahl x der Limes einer Folge von Zahlen « und besteht 
fiir jedes dieser a die Gleichung x = «a +2, dann ist x eine Hauptzahl. 

(b) Hat eine Folge von Zahlen « die Eigenschaft, dap mit « zugleich 
auch « + a der Folge angehirt, dann hat die Folge einen Limes x und 
a ist eine Hauptzahl. 

(c) Der Limes einer Menge von Hauptzahlen ist eine Hauptzahl. 

(d) Ist «a>0O, dann ist die erste Hawptzahl iiber « der Limes der 
Folge «, a+a, a+a+a,---*). — Fir «a =1 ist also die erste iiberend- 
liche Hauptzahl der Limes der Folge 1, 2, 3,4,---, d. h. die Zahl @, ein 
uns bekanntes Resultat. 

DaB wir, um die erste Hauptzahl iiber a zu erhalten, die Reihe a, « + a, 
«+a-+a,---, anstatt der Partialrelhe «, a+ a,a+a+a+a,--- be 
nutzen kénnen, das liegt nach den sich an XIII anschlieBenden Be- 
merkungen darin begriindet, daB das assoziative Gesetz gilt. Zugleich 
ergibt sich nach den dortigen Erérterungen, daB die kleinste Lisung & 
der Gleichung § = a + & die erste Hauptzahl 2 > a ist. 

Nach Nr. 9 ist fiir jedes tiberendliche 6 stets 1+ 6 =, also hat 
fiir jedes B>@ die Gleichung B =a + eine Wurzel a>0. Somit ist fiir 
jedes 6 > @ Satz XIV anwendbar. Nach XIV existiert aber zu jeder Zahl 
B=>o eine oberhalb 0 und nicht oberhalb 6 gelegene Zahl f’, so daf 
B=§+6 ist fiir jedes §< ff, aber B< E+ ist fir E>’. Da das 
assoziative Gesetz erfiillt ist, so ist nach Satz XIV, Zusatz 2 die Zahl 
eine Hauptzahl a und da 6>z ist, so ist nach Nr. 6: B=2+6,<§&+ 8 
fiir jedes §>2. Also folgt speziell 7+ 6, << a+, d.h. 6, <8. 

*) Nach XIII selbst ist eine Partialfolge zu nehmen: 

«e, ata, ataetetea, atat+aetaetaetaetaja,---- 
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Da fiir jede Hauptzahl x’ < f nach Nr. 6: B =a’ + 7 ist, so folgt 
weiter nach Satz XIV, Zusatz 2, daB x’ < = ist, d. h. es ist a die gréBte 
nicht oberhalb 6 gelegene Hauptzahl. Nach XV folgt auSerdem noch, 
daB f, der gréBte unterhalb 6 gelegene Rest von £ ist, da ja B = 2 + §, 
ist und a der Limes der Wurzeln — der Gleichung 6 = §+ 6 ist. Wir 
fassen alles dies zusammen: 

(e) Zu jeder Zahl B > @ gibt es eine gripte nicht oberhalb B gelegene 
Hauptzahl x; es ist B =§ + B fiir jede Zahl § <x, aber B =x + B,, wo 
B, der gripte wnterhalb B gelegene Rest von B ist. 2 

Fiir eine endliche Zahl 6 = b gilt derselbe Satz; er wird ausgedriickt 
durch die Gleichung b = 1 + (b—1). 

13) Die Hauptzahlen jeder Operation sind, wie wir sahen, irreduzibel 
in bezug auf die Operation. Da nun in unserem Fall jede Zahl mit nur 
zwei Resten eine Hauptzahl ist, so folgt umgekehrt, daB jede additiv 
irreduzibele Zahl 6 > 0 eine Hauptzahl ist, d. h. es ist jede Zahl 6 > 0, 
die sich nicht als Summe zweier kleineren Zahlen darstellen laBt, eine 
Hauptzahl. Es sind also die Begriffe ,additive Hauptzahl* und ,,additive 
irreduzibele Zahl* gleichwertig. Wir werden bei der Multiplikation sehen, 
daB sich die Sache dort anders verhalt. Es gibt multiplikativ irreduzibele 
Zahlen, die keine multiplikativen Hauptzahlen sind. Die additiven Haupt- 
zahlen sind also ausgezeichnet durch diese Eigenschaft; es kommt ihnen 
aber noch eine Eigentiimlichkeit zu, die uns diese Zahlen als noch be- 
merkenswerter erscheinen lift: die Hauptzahlen x sind additive Prim- 
zahlen. Denn es gilt der 

Satz: Ist eine Hauptzahl x Rest einer Summe « + B*), so ist x Rest 
von B; und ist x ein Abschnitt von « + B, so ist die Zahl x ein Abschnitt 
von «, falls «a + B> 8B ist. 

Diese Eigenschaft der Zahlen x ist das additive Analogon der Eigen- 
schaft der endlichen multiplikativen Primzahlen p: wenn p ein Teiler von 
ab ist, dann ist p ein Teiler von a oder von 6. Daher diirfen wir z als 
additive Primzahlen bezeichnen. Wir wenden uns zum Beweise des Satzes. 

Beweis. Sei x ein Rest von a + #8, dann ist nach Nr. 10 entweder 
x ein Rest von 8, was wir ja behaupten, oder es ist = 9+ 8; da x 
Hauptzahl ist und wir 6>0O annehmen, so muB Bp =x2—0+7 sein; 
also ist auch hier a ein Rest von 8. — Sei nun zweitens a ein Abschnitt 
vona+funde+f>6,dha+p=—x+y. Wire aca, r=—a+a; 
so folgte «+ (a+8)=—(e+a)+y—-a+y—~—ae+6, dh «o+p=—Q8, 
was gegen die Annahme « + 6 > £ verstéBt; daher ist += dh. a=—a+&, 
und es ist a ein Abschnitt von «. 


*) Wo @> 0 ist. 
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Die Eigenschaft von x, additive Primzahl zu sein, zerfallt in zwei 
Behauptungen, wie ja die Form unseres Satzes zeigt; das hat seinen Grund 
darin, daB das kommutative Gesetz nicht gilt. Unser Satz behauptet 
also von x in Wahrheit zwei Eigenschaften. Es zeigt sich nun, daf auch 
der Begriff ,,Hauptzahl* mit dem Begriff ,,Primzahl* zusammenfiillt; dabei 
ergibt sich aber, daB jede der beiden Eigenschaften, die wir oben fiir x 
behaupteten, umgekehrt einzeln 2 als Hauptzahl charakterisiert. Es 
gilt der 

Satz. Folgt fiir eine Zahl y >O0 aus der Tatsache, dap y Rest von 
«+ B>a ist, stets, daB y auch Rest von B ist, so ist y eine Hauptzahl. 

Folgt fiir eine Zahl y > 0 aus der Tatsache, daB y Abschnitt der Zahl 
a+ fB>8 ist, stets, daB y auch Abschnitt von « ist, dann ist y eine 
Hauptzahl. 

Beweis. Wir beweisen den ersten Teil so: es ist y > 0; sei @ eine 
beliebige unterhalb y gelegene Zahl, dann ist nach Nr. 6: y = « + B, wo 
B>0 ist. Also ist, da y Rest von y=a-+ ist, nach Voraussetzung 
y auch Rest von 6, d.h. B>y>8. Daher ist y= B, dhy=a+y 
fir y >a >0. Somit ist y eine Hauptzahl. 

Der zweite Teil wird auf folgende Weise erledigt: es sei y > 0 keine 
Hauptzahl, dann gibt es also eine Zerlegung y=a+{, bei der y>fB>0 
ist, d. h. es ist a+ f6>. Es wiire demnach y ein Abschnitt von 
y =a-+ 8, also nach Voraussetzung auch von «, d. h. es wiire a > y > a. 
Der Widerspruch « > @ zeigt also, daB y eine Hauptzahl sein muB. 

Wir fassen nunmehr zusammen: Die Addition hat die Figenschaft, 
daf fiir sie die drei Begriffe ,,Hauptzahl*, irreduzibele Zahl“, ,,Primzahl“ 
diquivalent sind, d.h. die drei durch diese Begriffe definierten Zahlbereiche 
fallen in unserem Fali in einen Bereich zusammen.*) 

14) Wie man nun in der endlichen multiplikativen Zahlentheorie jede 
Zahl in eindeutiger Weise multiplikativ aus endlichen Primzahlen zusam- 
mensetzt, so zeigt sich, daB fiir unseren erweiterten Bereich der trans- 
finiten Zahlen ein analoger additiver Satz gilt: 

Satz. Jede von Null verschiedene Zahl lift sich in eindeutiger Weise 
als Summe endlich vieler, nicht zunehmender Hauptzahlen darstellen. 

Diese von Cantor**) herriihrende Darstellung heiBt die Normalform 
einer transfiniten Zahl. Bei Cantor ist jedoch diese Darstellung nicht rein 
additiver Natur, sondern wird aus dem Potenzbegriff mit Hilfe eines 
Satzes abgeleitet, der unserem Satz VI entspricht. Auf die obige rein 


*) Allerdings ist die Zahl 0 von der Betrachtung auszuschlieBen. 
**) lic. pag. 237. 
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additive Form gebracht und mit lediglich additiven Mitteln bewiesen hat 
zuerst Hessenberg*) den Satz. 

Wir zeigen die Eindeutigkeit zu allerletzt und legen zuerst dar, dab 
jede Zahl 6 als endliche Summe nicht zunehmender Hauptzahlen dar- 
stellbar ist. Es geniigt aber zu zeigen, dab f sich als endliche Summe 
von Hauptzahlen darstellen laBt; denn ist etwa 6 = x, + a, + 2, und ist 
a,<a,, dh. 4,+2,—2;, so folgt: a= 2, +2,+2,—2, +23; ist 
auBerdem noch 2, < 2;, so folgt: 6 = 2,, d. h. ich kann in einer solchen 
Darstellung jede Hauptzahl unterdriicken, auf die noch eine gréBere Haupt- 
zahl folgt. Es bleibt dann in der Tat eine Reihe endlich vieler, nicht 
zunehmender Hauptzahlen iibrig. Wir wenden uns jetzt zum Beweise. 

Beweis 1.**) Nach Nr. 12, (c) ist B=2+,, wo a die gréBte 
nicht oberhalb 6 gelegene Hauptzahl und #, der gribte unterhalb B ge- 
legene Rest von f ist, d h. B>6,. Fir £, gilt eime entsprechende 
Gleichung: 6, = 2, + B,, B, > B, ete. Die Reihe der Zahlen 8, £,, A, - - - 
nimmt bestindig ab und bricht daher ab; also erhalten wir folgende Kette 
von Gleichungen: 


B =z + B,, B > A, 
B, =x, +8, B, > p,, 
eo a + B,, B,_»> B,; 
B, _ a, 


Daraus folgt sofort: 


B=ax+2,+%,+---+2,.7*% 


Beweis 2. Wir benutzen die Kenntnis der Existenz der Haupt- 
zahlen nicht. 

Unter allen Resten von # gibt es einen kleinsten Rest oberhalb Null; er 
heiBe z,’. Unter den zum Rest 2,’ gehérigen Abschnitten sei der kleinste 
Abschnitt #’, dann ist 6 = 6’+2,'>’. Da nun jeder Rest von z,’ nicht 
gréBer als x,’ ist und dabei nach dem assoziativen Gesetz auch Rest von 
B ist, so folgt, da 2,° der kleinste von Null verschiedene Rest von £ ist, 


*) G. d. M., Kap. XIX. 
**) Das ist im wesentlichen der Hessenbergsche Beweis (l.c.). Nur definiert 
Hessenberg die Zahlen £,, f,,--~- nicht rekurrierend. 
“*) Es ist hier auch «>a, >a,>--- >2,. Wire nimlich z,>72,_,, 80 
wire x, die gréSte Hauptzahl, die oberhalb B,_, liegt, wiihrend doch z,_,< 2, diese 


Hauptzahl ist. In unserem Fall braucht also keine Hauptzahl unterdriickt zu werden. 
Dasselbe gilt iibrigens auch bei dem folgenden Beweise. 
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daB 2,’ nur die beiden Reste 0 und z,' hat, d. h. x,’ ist eine Hauptzahl, 
womit die Existenz der Hauptzahlen von neuem bewiesen ist. — Nun ist 
p> und fiir fp’ existiert eine entsprechende Gleichung: pf’ = 6” + 2,’, 
p> 6’. Hier ist 6” wieder der zu x,’ gehérige Minimalabschnitt von #’ ete. 
Der Beweis geht genau so weiter wie der vorige. Daf hier 2,’< 2,’ <2,'<--- 
ist, folgert man leicht daraus, dab die Zahlen f’, 6’,--- minimal gewahlt 
waren. 

Beweis 3. Nach den allgemeinen Vorbemerkungen zum Beweéise 
unseres Satzes geniigt es zu zeigen: # ist eine endliche Summe von Haupt- 
zahlen. Fiir 6 = 1 ist das richtig, da ja 1 selbst eine Hauptzahl ist. Sei 
bereits bewiesen, daB alle Zahlen 8’ < 6 solche Summen sind, dann miissen 
wir nach dem Prinzip von der transfiniten Induktion es auch fiir B be- 
weisen. Ist nun # eine Hauptzahl, dann ist der Satz sicher auch fiir B 
richtig. Sei also 6 keine Hauptzahl. Dann hat # einen Rest #’, fiir den 
0< 6 <6 ist. Es ist also 6 = a’ + f’, wo etwa wieder a’ minimal ge- 
wahlt sein mag; da nun 0 < #’ << #6 und 0< a < B ist, so sind «’ und pf’ 
darstellbar als Summen endlich vieler Hauptzahlen. Also ist auch die 
Zahl 6 = a + B® so darstellbar. 

Wir haben also bisher bewiesen, daB fiir jede Zahl 6 > 1 eine Dar- 
stellung besteht: 6 = a, +-2,+---+2,, woz, >2,>--->7, ist. Die 
Eindeutigkeit dieser Darstellung erhellt aus folgendem 

Satz. Seia=—a,+a,+---+2,, wo die Hauptzahlen x,, x, , --~ mit 
wachsendem Index nicht zunehmen, und sei ebenso B = x,’ + a, +---+2,, 
wo ebenfalls x,’ >x,' >---> 2, sein mige; es sei ferner 

My = Hy, My = My, + y= M, 
aber 2,,,; > %,41, dann ist a> 8B. 

Beweis. Da 
: : Mens > M41 My2 °°], 
ist, so ist 
M+ Mp4 B eggs Mea FMAM Me gsy Mgt Mgnt + MAM ey 
also ist 

Mesa + Mpa bee +H, SMa > Mart Maat +H. 


Man addiere auf beiden Seiten dieser Ungleichung linksseitig die gleiche Zahl 


Mt ayt:--+a— a +ay+--- +, 
dann folgt « > £p. 

Wenn also bei zwei Summen endlich vieler nicht zunehmender Haupt- 
zahlen auch nur ein Glied nicht iibereinstimmt, dann sind die Summen ver- 
schieden, und zwar bestimmt das erste (von links aus gezdhlt) abweichende 
Glied die GriBenordnung der ganzen Summe. 
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Somit ist die Normaldarstellung einer Zahl 6 eindeutig.*) Es laBt 
sich also 8 in eindeutiger Weise aus additiven Prffnzahlen zusammen- 
setzen. Es ist diese Eindeutigkeit der Darstellung deshalb bemerkenswert, 
weil doch das kommutative Gesetz nicht gilt. Unsere Zerlegung von p 
1a48t vermuten, daB die Arithmetik der transfiniten Zahlen wesentlich 
additiver Natur zu sein scheint; eine Vermutung, die spiiter gerechtfertigt 
wird, wenn wir erkennen, daB die multiplikativen Gesetze eine ahnliche 
Einfachheit und Vollkommenheit nicht besitzen. 

15) Anhang: Die Subtraktion.**) 

Da die Addition nicht kommutativ***) ist, liBt sie sich auf zwei 
Arten umkehren. Sei y = 2, + 4%, +---+2%,+2,,,+-°+++, gegeben 
-und # ein Rest von y. Ist 6 >0O, dann ist B—2,,,+---+2,. Der 
kleinste zu 6 gehérige Abschnitt von y ist dann « = 2, +a, +---+72,. 
Diesen kleinsten so definierten Abschnitt bezeichnen wir mit (y—§). 
Offenbar ist (y—0)=y und (y—y)=0. Ist B>0, also B= 7z,,,+--,, 
dann ist jeder zu # gehérige Abschnitt von y gleich (y—f)+%, wo @ 
eine beliebige Zahl unterhalb z,,, ist. 

1) Es ist nach Definition (y— £6) + B= y; (y—0) = y; (y—y) = 0. 

2) Ohne Beweis sei bemerkt, dab ((6 + ») — 8) = 6 + (y—8) ist, falls 
B ein unterhalb y gelegener Rest von y ist. 

Ist y >a, dann definiert y = a + 6 eindeutig 6. Wir setzen 

B = (—a+7). 

3) Es ist nach Definition « + (—a+y)=y=—(a—a) +; ferner 
ist (—a+a)=—0 und (—0+a) =a. 

Ferner ist fiir y >a stets (—a+(y+d)) =(—e+y)+0. 

Es bestehen noch folgende Relationen, die ebenfalls ohne Beweis mit- 
geteilt seien. 

4) (6—6)+a=—d+(—f+a), falls «>A und B ein Rest von @ ist. 

5) (—@+f) +48) =(—6+(—e+9)), falls >a + B ist. 

Setzt man hier « + 6 =u, B =(—a+y), dann lautet die Formel: 
(6) (—b+9) = (—(—ae+") + (—a+9), falls d > >a ist. 


(7) (@—e)—@—e)) = (@—-e) falls 9 und g, Reste von d sind und 
(8) (—@—e)+ 6—e@,)) = (e—@) 9 =o ist. 


*) Man kann auch Summen von unendlich vielen Summanden erkliren. Mit 
Zulassung solcher Summen wird die Darstellung mehrdeutig. 

**) Einige der in Nr. 15 zusammengestellten Formeln erweisen sich bei unseren 
Untersuchungen als niitzlich, daher bemerken wir hier diese Formeln. 


***) Man vgl. E. Jacobsthal: Vertauschbarkeit transfiniter Ordnungszahlen, 
Math. Ann. Bd. 64. 
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§ 3. 
Funktionen transfiniter Variabeln. (Fortsetzung.) 


Wir beginnen damit, die im Beweise zu Satz I gelassene Liicke aus- 
zufiilien. 

Es ist uns eine bestaindig wachsende Funktion w(«) gegeben, die fiir 
« > B, definiert ist. 

Es war behauptet: es gibt Zahlen «, fiir die w(a) >a ist; bedeutet 
dann 4, > f, die kleinste dieser Zahlen a, dann ist fiir jede Zahl « > A, 
stets w(a) >a. 

Es war in § 1 nur bewiesen worden: wenn fiir eine Zahl — die Be- 
ziehung w(€)>£€ besteht, dann ist auch w(«) >a fiir jedes a>. Es 
fehlt also nur noch der Nachweis, daf es eine Zahl & gibt, die der ver- 
langten Bedingung geniigt. 

Wir setzen nun gar nichts von dem bereits Bewiesenen voraus, sondern 
folgern Satz I aus 

Satz XVI. Ist B eine beliebige nicht unterhalb B, gelegene Zahl, dann 
besteht fiir jede Zahl 3 die Beziehung w(B +8) > w(B) +. 

Beweis. Sei B>,, dann ist w(f) definiert und fir d=0 gilt 
unsere Beziehung. Es gelte der Satz fiir jedes d < 6’, d.h. fir d< 0" sei 
w(B +4) > w(f) + 6, dann ist zu beweisen, daB auch w(8+0') >w(s) +0 
gilt. Erstens sei 6’= 6”+ 1, dann ist w(6 +6”) > w(8) + 6” und da w 
eine wachsende Funktion ist, so ist w(6+ 0’) > w(6+ 6”) > w(f) + 0”, 
d. h. w(B + 6’) > w(B) + 6° + 1 = w(B) + 0”. Sei zweitens 4’ eine Limes- 
zahl, dann ist w(B+ 0’) > w(6+ 4) fiir jedes d < 0’, also auch 


(6 + 8°) > lim w(B + 6) > lim (w(6) + 3} = w(B) + lim 6 — w() + 6. 


Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir folgern nun Satz I so: es werde 6 = f, gesetzt; ferner werde 
6 = gewihlt, wenn 2 die erste oberhalb max (8,, w(8,)) gelegene addi- 
tive Hauptzahl ist. Dann wird: 


6+d=—f,+a—2 


w(B) +d —w(h,) +x—2, 
also lautet unsere Gleichung: w(x)>-2. Damit ist gezeigt, daB es eine 
Lisung @ der Beziehung w(«) >a gibt. Es sei 4, die kleinste Lésung, 
dann ist natiirlich 4,>,. Es bedeute nun «@ eine beliebige Zahl > A), 
dann setze man d = (—4, +a), d. h. a=4,+0. Es folgt nach unserem 
Satze, da w(d4,) > 4, ist, die Beziehung: 
w(a) = w(Ag+ 0) > wl) +9 LD 1, +d —c. 


Damit ist I bewiesen. 


und ebenso 
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Wir betrachten nun wieder unsere Funktion f(a, 8); wir haben in V 
die Funktion f(«, 6) nach unten hin abgeschitzt. Die untere Schranke 
enthielt aber nur « oder nur #6. Jetzt gestattet uns XVI eine genauere 
Abschiitzung. Es gilt niimlich 

Satz XVII. Es ist stets f(a, 1+ 8)>w(e)+fhla+ fp. Also ist 
fiir B > immer f(a, B) > a + B. 

Beweis. Die Funktion f(a, 6) ist bei konstantem e@ eine fiir 6 > 1 
erklirte Funktion von f, die mit § bestindig wiichst, also ist nach XVI: 
f(a, 1+ 8) >f(e,1) + B= w(e)+ 6 fire@>14, B>O0. Da nun w(a) >a 
fir « > 1 ist, so folgt: f(e,1+8)>w(e)+fhoa+ fp. Fir B>e ist 
1 + 6= 6 und daher f(a, 8) > w(«)+ pPlQa+ B. 

Also dient die additive Funktion «+ 8 selbst als untere Schranke 
fiir die beliebige Funktion /; eine bessere Abschiitzung diirfen wir nicht 
verlangen, da fiir f= « + # die Schranke erreicht wird. — Fiir die Haupt- 
vahlen von f liefert XVII folgenden 

Satz XVII. Jede eigentliche Hauptzahl von f ist eine additive Hauptzahl. 

Beweis. Sei y eine eigentliche Hauptzahl von f, also y >o. Dann 
ist y= f(a,y)>a+y>y. Daher ist y—a+y fiir jedes w, das der 
Bedingung 4 < « < y geniigt. Das gilt natiirlich auch fiir «<4. Also 
ist y eine additive Hauptzahl. 

Durch XVIII wird also IX erheblich verschirft. Satz IX sagte aus, 
daB jede eigentliche Hauptzahl eine Limeszahl] ist; hier sehen wir, dab 
diese Zahlen y sogar additive Hauptzahlen sind. Es werden also solche 
Zahlen, wie +, o ++, ausgeschlossen; der Abstand zwischen 
konsekutiven Hauptzahlen konnte nach IX noch konstant sein; aus XVIII 
folgt, daB er bestiindig wiichst; die additiven Hauptzahlen haben den 
denkbar kleinsten Abstand; sie sind am dichtesten verteilt. Die Addition 
nimmt also eine besondere Stellung im Gebiete der von uns betrachteten 
Funktionen ein. 

Man kénnte nun vermuten, daB es aufer « + 8 keine andere Funk- 
tion f(«, 8) gibt, die die additiven Hauptzahlen zu Hauptzahlen besitzt. 
Oder allgemeiner kénnte man denken, daB zwei verschiedene nach dem in 
§ 1 entwickelten Induktionsschema definierte Funktionen nie in ihren 
Hauptzahlen iibereinstimmen kénnen. Dem ist aber nicht so, wie wir an 
folgendem Beispiel sehen, 

Wir setzen: w(«)=a+a+1, g(—&,y)—§&+1. Es ist dann 14=0 
und man erkennt, daB hier f(a, 8)=—«-+«+ wird. Es sind offenbar 
simtliche additiven Hauptzahlen auch Hauptzahlen dieser neuen Funktion. 
Es lift sich dieses Beispiel verallgemeinern. 

Wir zeigen namlich: zu jeder Funktion f(a, B) kinnen wir eine Funk- 
tion f (a, B) finden, so dag f und f dieselben Hauptzahlen besitzen. 
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Es sei also f definiert mit Hilfe von w(a) und g(&, 7). Es sei d eine 
feste endliche Zahl. Man setze @(a)=f(a,a+d) und g(&, 1) = 9(&, 7). 
Es wird dadurch f(a, B) erklart fir «>A und 6>1 und ohne Mihe 
erkennt man, daB 4 =A ist, falls 4 + d> 0 ist; ist aber 4+ d= 0, dann 
ist 4 = 1; weiter ergibt sich durch Induktion, daB fir p —b<o@ 


f (a, b) = f(a,a+d+b—1), 
aber fiir 6 > stets z 
f (a, B) = f(«,«+ 8) 
ist. Beide Formeln zusammen lassen sich schreiben: 


F(a, B) —f(a,«+d+(-1+) 
fir « >’, B>1. Da nun Satz XVIII gilt, so folgt hieraus, dab 7 
und f dieselben eigentlichen Hauptzahlen besitzen. Besitzt f auBerdem 
keine Hauptzahlen, d. h. ist weder 1 noch 2 eine Hauptzahl, dann fixieren 
wir d so, daB 1 und 2 auch keine Hauptzahlen von f sein kénnen. Nach 
XVII folgt namlich fir «=-a<@ und d= 4, dab 


f (a,b) = f(a,a+3+b)>a+a4+24+b>241=3 
ist. Somit hat auch f keine endlichen Hauptzahlen, d. h. f und f haben 
dieselben Hauptzahlen. 
Es kann aber eintreten, dab f die Hauptzahl 1 hat (2 ist dann keine 


Hauptzahl von f). Dann ist 4 = 0 und wir setzen d = 1, so daB 4 =i = 0 
wird. Dann wird f(«,b) = f(a,a+) und daher 


f (0,1) = f(0,0+1) =f(0, 1) =1, ' 
d. h. 1 ist auch Hauptzahl von f, also haben f und f dieselben Haupt- 


zahlen. Der letzte noch denkbare Fall ist der, daB 2 eine Hauptzahl 
von f ist; es muB dann 4<2 sein. Wir setzen d=0. Da i<1 ist, 


so ist A= 0,1. Ist 4—0, also A+ d=—0+4+0=—0, dann ist 4=1. Ist 


aber A=1, d. h. 4+d>0, dann ist 1=1=1, also in jedem Fall 1 =1. 
Es ist daher, damit 2 Hauptzahl von f sein soll, nur die eine Gleichung 
f(1,2) = 2 nétig. Nun ist hier f(«, 2) = f(«,a@+1), also 

f (1,2) =f(1,1+1) =f(1, 2) = 2. 
Somit haben f und f auch in diesem Fall dieselben Hauptzahlen. 

Damit ist die Behauptung in vollem Umfange bewiesen. Nachdem 
es uns nun gelungen ist, zu den Hauptzahlen einer Funktion f nach 
unserm Schema eine neue Funktion f zu konstruieren, entsteht das all- 
gemeine Problem: wie muB ein System von Zahlen beschaffen sein, damit 
es eine nach dem in § 1 entwickelten Verfahren definierte Funktion gibt, die 
die gegebenen Zahlen zu Hauptzahlen besitet? 
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Nennt man ein System von Zahlen, das die Gesamtheit der Haupt- 
zahlen einer solchen Funktion f reprisentiert, ein Hauptzahlensystem, 
dann kénnen wir das Problem auch so formulieren: es sind die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir abzuleiten, daB ein gegebenes 
Zahlensystem ein Hauptzahlensystem ist. Es soll gleich im voraus bemerkt 
werden, daB eine Lésung dieses Problems nicht gegeben wird. Es wird 
uns nur mdéglich sein, gewisse notwendige Bedingungen aufzustellen, die 
in bereits bewiesenen Sitzen enthalten sind. Zuniichst seien folgende 
Bemerkungen vorausgeschickt. Wenn uns f(a, 8) gegeben ist, dann gibt 
uns das zu f(a, 8) gehérende Hauptzahlensystem AnlaBS zur Bildung einer 
bestiindig wachsenden Funktion g(«). Man bezeichne namlich eine Haupt- 
zahl y von f mit m(«)=—y,, wenn die Menge der y vorausgehenden 
Hauptzahlen den Typus @ hat. Die erste Hauptzahl ist also mit y,, die 
zweite mit y, ete. zu bezeichnen. DaS so jeder Hauptzahl ein Index ent- 
spricht, laBt sich auch durch transfinite Induktion beweisen. Es hat nun 
(a) = y, folgende Eigenschaften: 1) (a) wichst bestindig; 2) nach 
XII ist lim y(a)= (lima); 3) nach XVIII ist p(«) stets eine additive 
Hauptzahl; es kann héchstens m(0)=2 sein; 4) nach XIII mub p(a+1) 
fiir jedes a >0 als Limes einer Reihe vom Typus @ darstellbar sein. 

Dafiir daB die Zahlen g(a) ein Hauptzahlensystem bilden, sind diese 
vier Bedingungen notwendig, ob sie aber auch hinreichend sind, das ver- 
mag ich nicht zu entscheiden. Ich gehe nun auf die Bedeutung dieser 
Bedingungen ein wenig ein. Die Bedingung 3) sorgt dafiir, daB die 
Hauptzahlen njcht zu eng gelagert sind.*) In ihnlicher Richtung liegt 
die Bedeutung von Bedingung 4). Um das einzusehen, setze man y(a)=Q,, 
wenn 2, die kleinste Ordnungszahl der Miichtigkeit *, bedeutet. Ins- 
besondere ist Q,=@. Diese Zahlen 2, nennt Hessenberg Anfangszahlen.**) 
Es ist bekannt, daB die Zahlen Q, die Bedingungen 1), 2), 3) erfiillen. 
Aber 4) ist nicht erfiillt, da bereits 2, nicht der Limes einer Reihe vom 
Typus @ sein kann.***) Nach diesem Sachverhalt hat man also ein ge- 
wisses Recht zu sagen: die Zahlén Q, stehen zu weit auseinander, um ein 
Hauptzahlensystem bilden zu kénnen; durch Einschaltung der tbrigen 
additiven Hauptzahlen erhilt man z. B. erst ein Hauptzahlensystem. Und 
doch ist das nur zum Teil richtig; denn wenn auch die simtlichen Zahlen 
Q, kein Hauptzahlensystem bilden kénnen, so werden wir doch sehen, 
daB ein Teilsystem der Zahlen Q, wieder ein Hauptzahlensystem dar- 
stellen kann; also haben wir dann ein System, in dem die Zahlen weiter 


Man vgl. die Bemerkungen zu Satz XVIIL 
G. d. M. § 41. 


7 
> 
*) Cantor, l. c. pag. 222, Satz C. 
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auseinander stehen als in dem System aller Q2,. Man hat also hiernach 
ebenfalls ein Recht zu behaupten, daB die Zahlen Q, zu dicht verteilt 
sind, um ein Hauptzahlensystem bilden zu kénnen, da ja erst nach Weg- 
lassung gewisser Zahlen ein Hauptzahlensystem entsteht.*)— Wir werden 
nun zeigen, daB es Funktionen gibt, die als Hauptzahlen nur die Zablen 
Q, besitzen, fiir die Q,—«a. Es folgt das aus einem allgemeinen Satz. 
Um zu ihm zu gelangen, bemerken wir, daB eine Funktion g(a), die 1) 
und 2) erfiillt, die Eigenschaft hat, daB es oberhalb jeder Zahl 6 Lésungen 
« der Gleichung g(«)=« gibt.**) Es tritt also als Erginzung zu I 
hinzu, daB nicht bestindig w(a)>« erfillt sein kann, falls w(a) die 
Eigenschaft 2) besitzt, d. h. falls lim w(«) = w(lim @) ist. DaB nun die 
Gleichung g(a) =a beliebig groBe Lisungen besitzt, ist in einem allge- 
meinen Satze enthalten, der sich auf eine Funktion g(a) bezieht, die 1) 
und 2) erfillt. Es ist 3) und 4) nicht fiir die Funktion g(a) voraus- 
gesetzt, also werden auch die Werte der Funktion »(«) kein Hauptzahlen- 
system darstellen kénnen. Aber wir zeigen, daB es Funktionen f gibt, 
deren Hauptzahlen siimtlich der Folge der Zahlen g(a) angehéren. Der 
Satz lautet: 


Satz XIX. Es sei f(a, B) gegeben und auferdem eine bestiindig wachsende 
Funktion (a) von «, fiir die stets lim p(«) = (lim «) ist; sei auBerdem 


g(0) > max (4,1). Es existiert dann eine Funktion f («, B), die fiir «>0, 
B= 1 erklért ist und die nur eigentliche Hauptzahlen besitet, mit der Eigen- 
schaft, dak das System der Hauptzahlen von f aus allen denjenigen Haupt- 
zahlen y von f besteht, die der Gleichung p(y) = y geniigen; also sind alle 
Hauptzahlen von f in dem Bereich der Zahlen (a) enthalten wnd jeder solche 
Bereich von Zahlen (a) enthalt Hauptzahlen einer beliebigen Funktion f; 
insbesondere hat also die Gleichung (a)= «a stets Wurzeln, die oberhalb 
einer gegebenen Zahl liegen. 

Beweis. Es sei f(a, 8) durch w(a) und g(é,7) definiert. Dann 
setzen wir @(«) = w(p(a)), so daB 4 —0 wird. Weiter werde 


7(E, u) =9(€, p@) 


*) Diese aus 4) folgenden eigenartigen Verhiiltnisse erscheinen wohl deshalb nur 
so auffallend, weil wir zur Zeit die durch eine Limesreihe vom Typus @ approxi- 
mierbaren Limeszahlen arithmetisch nicht zu charakterisieren vermégen. 

**) Hessenberg, G.d.M. § 81. Man vgl. damit die sich an den Beweis von 
XIII anschlieBenden Bemerkungen. Die Eigenschaft 2) erfillt die Funktion f(a, £) 
bei konstantem a als Funktion von f und deshalb kann nicht bestiindig f(a, 8) > 6 
sein. Und weil f(«, 8) > a ist, (@ > 1), so kann nicht die Limeseigenschaft 


f(im «, 8) = lim f(«, 6) 


Diesen Sachverhalt hat zuerst Hessenberg erkannt. 


gelten. 
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gesetzt; es ist hiernach g(£, 4)— g(t, p(y))>& fir E>E,—£ und 
1 >i —0, denn es ist g(0)>A> tp, also fir 7 >0 stets (1) > ny 
und daher fiir §>&, 47>0 auch g(&,m(m))>&. Es folgt- sofort, dab 
4=0 ist. Also ist durch diese Festsetzungen eine fiir «>0,8>1 erklirte 
Funktion / («, 8) definiert. Nun ist f(a, 1) = @(«) = w(p(«)) = f(p(@), 1) 
und durch transfinite Induktion folgt, daB allgemein / («, 8) = f(@(a), B) ist. 

Erstens hat nun f(a, #) nur eigentliche Hauptzahlen. Denn fir 
1<b<a@ folgt, daB die Beziehung f (0, b) = f(g), b) > (0) >2 be- 
steht und fiir b>1 ist sogar f(0,b) > (0) >2, dh. 1 oder 2 kénnen 
keine Hauptzahlen sein. 

Zweitens sei nun y eine Hauptzahl von /, also ist y eine Limeszahl 
und es ist y = f (a, y) = f(p(@), y) fir jedes « < y, also y > g(a) >a fir 
jedes a<y. Hieraus folgt weiter, dab p(y) >y > lim = p (lim «) = p(y) 
d. h. es ist p(y) = ». 

Drittens zeigen wir, daB y auch eine Hauptzahl von f/ ist. Es ist 
nimlich y =f («, y) =f(p@), y) =f(9@, PY) = Hy) fir jedes a < y, 
d. h. es ist y= g(y)=—/f(9@, p(y) fir eine Folge von Zahlen (a), 
deren Limes gleich g(lim «) = p(y) ist. Nach X ist also p(y) = y eine 
Hauptzahl von /. — Viertens zeigen wir: wenn eine Hauptzahl y» von /f der 
Gleichung y = g(y) geniigt, dann ist » auch Hauptzahl von f. Zuniichst 
kann nicht y= 1 oder y = 2 sein, da (0) > 2, p(1) >3, (2) > 4 ist. 
Somit ist y = p(y) eine eigentliche Hauptzahl von f. Es ist 


f(~@,r)—f@,r)—y fir g(«e)<7= (7), 

d. h. fir «< y, also ist y eine Hauptzahl von f, womit unser Theorem 
bewiesen ist. 

Als Beispiel sei bemerkt, daB die Funktion 2, + 6 diejenigen An- 
fangszahlen zu Hauptzahlen besitzt, die ihrem eigenen Index gleich sind. 

Folgerungen: Aus unserem Satze ergibt sich nicht nur, daB die 
Gleichung g(a) = « stets beliebig groBe Wurzeln hat, sondern auch, dab 
unter diesen Wurzeln immer wieder, soweit man auch in der Zahlenreihe 
aufsteigen mag, Hauptzahlen einer beliebigen Funktion auftreten. Hieraus 
ergibt sich weiter: sei ~(a) eine zweite Funktion, die dieselben Eigen- 
schaften 1) und 2) erfiillt, dann gibt es oberhalb jeder Zahl 6 eine Liésung y 
der Gleichung y(y) = y, wenn y eine beliebige Hauptzahl von f ist, d. h. 
wenn y= (vy) ist. Also hat die Gleichung g(a)=y(a)=—« stets 
Wurzeln «>, wenn £# irgend eine Zahl ist; und unter diesen Wurzeln 
kommen immer wieder Hauptzahlen einer beliebigen Funktion f vor.*) 
Insbesondere ergibt sich hieraus leicht, daB zwei beliebige Funktionen 


*) DaB die Gleichung g(a) = w(a) = a beliebig groBe Wurzeln besitzt, erhilt 
man auch direkt aus der Betrachtung der Funktion g(w(a)). 
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f und f’ stets beliebig groBe Hauptzahlen gemeinsam haben, d. h. ober- 
halb jeder Zahl 6 gibt es immer eine Zahl y, die die Gleichung y = f(«, 7) 
= f(a, y) fir jedes « < y erfillt. — 

Wir wenden uns jetzt anderen Fragen zu. 

Zur Definition der Funktion f gebrauchten wir eine Funktion zweier 
Va_cabeln g(&, 7). Wenn nun g selbst zur Klasse der von uns betrachteten 
Funktionen gehért, dann besitzt g Hauptzahlen. Welche Beziehungen be- 
stehen zwischen den Hauptzahlen von f und denen von g? Prizisieren 
wir unsere Voraussetzungen. Wir gehen aus von einer Funktion w,(«), 
die der Voraussetzung (a) geniigt; auberdem sei den Bedingungen (b) 
und (c) gemiB eine Funktion g,(&,7) gegeben; nach II ist hierdurch 
f, («, B) fir «>4,, B>1 definiert und nun wollen wir f(a, 8) definieren, 
indem uns wie friiher w(«) gegeben ist, wihrend wir jetzt g(&, 7) =—/,(&, 1) 
wihlen. Es ist g(&, 4) =f, (€, y) >& fir E>4, und »>2.*) Es ist 
also (b) erfiillt und & —A,, y) = 2*); somit ist A die kleinste Zahl, fiir 
die simultan w(A) > 4,, 4 > max (Ay, 4) ist (yj, = 2 oder 1). Es werde 
besonders betont, dab wegen III und VII die Funktion g=/f, die Be- 
dingung (c’) erfiillt, die (c) enthilt. Also gelten fir f die Siatze VII, 
VI, XIV, Zus. in vollem Umfange. Mit f, ist das System der zu- 
gehérigen Hauptzahlen gegeben. Aus /, haben wir f abgeleitet. Man 
wird irgend welche Beziehungen zwischen den Hauptzahlen von f und 
denen von f, erwarten diirfen. Es gilt nun zuniichst: 

Satz XX. Jede eigentliche Hauptzahl von f ist auch eine von f,.**) 

Beweis. Es ist f(«,8+1)=—f,(f(@,B),«). Ist nun y eine eigent- 
liche Hauptzahl von f und ist 4< a< y, dann ist auch a+1< y, also 
f(¢,a+1)<y, d hb. es ist y >f,(fla, a), a) >f,{@, a), da f(a, a) >a ist. 
Aus a<y folgt somit f,(a,«)< y, d. h. y ist eine Hauptzahl von f,. 

Es sei bemerkt, daB in dem speziellen Fall, daB /,(&, 7) = & + 7 ist, 
XX in den Satz XVIII tibergeht. — Satz XX ist im allgemeinen nicht 
umkehrbar. Dagegen li8t sich im AnschluB an VI iiber die Hauptzahlen 
von f, ein Satz aussagen, der diese Zahlen unter Zuhilfenahme von / in 
einer Weise charakterisiert, die eine Umkehrung zulaBt. Es geht nimlich 
fiir unsern Fall die Ungleichung des Satzes VI in eine Gleichung iber. 

Satz XXI. Ist y eine Hauptzahl, von f,, dann hat die Gleichung 
y=f(a,&) fiir jedes der Bedingung y >w(«) geniigende « genau eine 
Wurzel §.***) 








*) Falls fiir jedes § >A, stets w,(€) >& ist, gilt das bereits fiir 7>1 (V). Dann 

ist also , 1, wihrend i. a. 7, = 2 ist. a 
**) Eine uneigentliche Hauptzahl von /, d.h. y—1, 2, braucht keine von f, zu sein. 
“**) Natiirlich mu8 «> sein; unter der Voraussetzung (d) (s. weiter unten) 


folgt aus XXIII, daB & eine Hauptzahl von f, ist, fails y > w(a), d. h. €>1 ist. 
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Beweis. Es sei also y eine Hauptzahl von f, und es gebe eine 
Zahl «a >A, fiir die y > w(a) = f(a, 1) ist. Nach VI existiert dann eine 
Zahl £, sodab f(«,&+1)>y=f(a, §&) ist. Wire nun y >f(a,&) Da, 
dann folgte, da y Hauptzahl von f, ist, die Beziehung 

f(@,§+1) =f, (fe, ), a)<y, 
wahrend doch f(a, §+1)>~y ist. Somit muB y — f(a, &) sein. Die Um- 
kehrung lautet nun: 

Satz XXII. Giebt es zu einer Zahl y unendlich viele der Ungleichung 
A<a<y geniigende Zahlen « und besitet fiir jedes dieser « die Gleichung 
y =f (a,&) eine Lisung &, dann ist y eine eigentliche Hauptzahl von f,. 

Beweis. Da y sich nach Voraussetzung auf unendlich viele Arten in 
der Form f(«,&) darstellen lat, so ist nach VIII die Zahl y eine Limes- 
zahl. Sei A<a<y und y=/(a,&), dann ist €>1. Wire namlich §—1, 
also y = f(a, 1) = w (a), dann sei a< a <y und y= f(a’, &’) nach Vor- 
aussetzung. Da nun w(a’) > w(a) = f(a, 1) = /(e’, &') ist, so wire w(a’) 
= f(a',1)>f(e',&), dh. 1 >& >1, was nicht geht. Somit ist § >2. 
Also folgt: 

y = f(a, §)>f(«, 2) =f, (fe, l), «) >f,(@, «); 
es ist daher fir a<y stets f,(a, «)<y, und da f,(a, a) mit « wichst, 
so ist f,(a,«)< y, mithin ist y eine Hauptzahl von f,. 

Es ist uns folgendes bekannt: es stellt f(a, 6) fir f(«, 8) >a dann 
und nur dann eine Hauptzahl y von f dar, wenn B=y>a ist; f,(a, B) 
stellt fiir f,(«,8)>«a dann und nur dann eine Hauptzahl y, von f, dar, 
wenn 6 = y, > « ist; aus XX folgt, dab f,(q, 6) fir f,(«, 6) > @ dann und 
nur dann eine eigentliche Hauptzahl » von f darstellt, wenn 6 = y > « 
ist. Wann ist nun f(a, 8) eine Hauptzahl von /,? Kann man vielleicht durch 
Charakterisierung von f die Bedingung dafiir angeben? Im allgemeinen wohl 
kaum. Wir wollen indessen eine Eigenschaft der Funktion f voraussetzen, 
die in unseren spiteren Anwendungen erfiillt ist. Es besitze niimlich f ein 
distributives Gesetz. Die Multiplikation besitzt ja ein solches; auch fiir 
transfinite Zahlen gilt das, wie wir sehen werden. Es erscheint aber als 
bemerkenswert, daB auch die Potenzfunktion ein solches Gesetz besitzt, 
falls man nimlich den Begriff des distributiven Gesetzes gehérig weit 
faBt. Dann kann man die bekannten Formeln ab + ac=a(b+c), a’a° =a’*? 
von einem einheitlichen Gesichtspunkt aus ansehen. Wir setzen namlich 
als verallgemeinertes distributives Gesetz voraus: es existiere zu f eine 
Funktion f, derart, dap 
(d) f,(f(, B), f, 8)) = f(@, f(B, 8)*) ist. 

*) Ist fiir ein einziges « die Gleichung w(a) = a erfiillt, so ist unter der Voraus- 
setzung (d) stets w(«)=—«. Das tritt dann und nur dann ein, wenn /,(1,1)—2 ist, 
eine Gleichung aus der die allgemeinere Relation /,(8,1)—6+1 folgt. 
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Wir werden sehen, daB in der Tat ein solches Gesetz allgemein gilt, 
wenn f die multiplikative oder die Potenzfunktion ist; im ersteren Falle 
ist speziell f,—/,. Wenn (d) identisch besteht, dann laBt sich tiber f, 
folgendes aussagen. Es muf /,(8, 4) fiir 6,d >1 definiert sein; dabei 
braucht f, aber keine nach unserem Induktionsschema definierte Funktion 
zu sein. Da die linke Seite von (d) wichst, wenn d wiichst und a, 6 
konstant sind, so folgt das gleiche fiir die rechte Seite; also muB bei 
konstantem 6 die Funktion f,(8, 4) mit d wachsen, d. h. f, erfillt I. 
Ebenso gilt IV fiir die Funktion /,; es ist also lim fz, (6, 8) = fy (8, lim 9). 


Um zu zeigen, daB auch V gilt, wihlen wir « > und wenden XVII an: 
es folgt dann unter Benutzung von (d): f(a, f,(6, 5)) > f(a, 8) + f(a, 9) 
> f(a, B). Also f,(B, 4) > B und ebenso, da f(«, B) + f(a, 8) > f(a, 8) ist, 
f,(B, 8) > 4. 

Aus (d) folgt weiter, daB bei konstantem ¢@ die Funktion f, mit 
wachsendem # nicht abnimmt, also gilt VII. Aus diesen Siétzen folgt 
dann, daB f, auch Hauptzahlen besitzt. Da bestiindig f,(B, 8) > B ist, so 
besitzt f, nur eigentliche Hauptzahlen. (Man vergl. den Beweis zu IX.)*) 
Es gilt nun unter der Voraussetzung (d) 

Satz XXIII. Die notwendige und hinreichende Bedinyung dafiir, dap 
f(a, B) fiir B>1 eime Hauptzahl von f, darstellt, besteht darin, dap B eine 
Hauptzahl von f, ist. 

Beweis. Erstens sei f(a, #) eine Hauptzahl y, von f, und 6 >1, 
dann ist zu zeigen, daB f eine Hauptzahl von f, ist. Es sei 1< & < 8, 
dann ist y, = f(a, 8B) > f(a, &), also folgt: 

1,=A(f@, , 1) = Are, , fle, B) = f(@, hE, B) = f(@, B); 

d. h. es ist 6 = f,(&, B) fiir jedes der Beziehung 1 < § < # geniigende §&; 
mithin ist 6 eine Hauptzahl von f,. Sei zweitens 6 eine Hauptzahl 
von f,, dann ist B>1 und 6 =f, (é, 6) fir 1S E<P. Sei nun aDA, 
dann setze man f(a, 6) = ,; es ergibt sich dann: 


7”, =f(@, B) = f(a, AE, B) =f, (F@, ©, fle, B) =A(f@ 8, %) 
fiir jedes &, fiir das 1<&< ist. Konvergiert nun € gegen f, so kon- 
vergiert f(a, &) gegen f(a, B)=—y,. Also ist y, = f,(f(e, &), ,) fiir eine 
Folge von Zahlen f(a, &), deren Limes y, ist. Somit ist nach X die Zahl y, 
eine Hauptzahl von /,. — In der Anm. zu XXI ist bereits eine Anwendung 
von XXIII gemacht worden. Es gehéren XXI bis XXIII eng zusammen. 
Die Hauptzahlen y, von f, werden durch XXI, XXII auf eine Art und 
durch XXIII auf eine zweite Art charakterisiert. : 


*) Man mu8 dann allerdings als Definitionsbereich fiir f, nur das Gebiet 6 >1, 
¢>1 ansehen, selbst wenn /, auch fir § — 0 oder d = 0 mit definiert sein sollte. 
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Genau wie man das distributive Gesetz so erweitern konnte, daB auch 
die Potenzfunktion ihm geniigt, kann man das assoziative so verallge- 
meinern, daB die Potenz es auch erfiillt. 

Wir setzen voraus, dag zu f eine Funktion f, existiert, die identisch 
der Funktionalgleichung 
(e) f(fl@, B), 6) =f(@, fB, 0)) 5 
geniigt. 

Unter dieser Voraussetzung laBt sich ein in der Richtung von Satz XV 
liegendes Resultat aussprechen: 

Satz XXIV. Es sei B =f(&, 4) und f,(2,4)=—4, dann hat bei festem 
yn und B die Gleichung B =[(%,1) unendlich viele Wurzeln @, die einen Limes y, 
besitzen, und y, ist eine Hauptzahl von f,. 

Beweis. Da /,(2,7) = 7 ist, so folgt 

p= fg, 7) = fé, f3(2,4)) = f(fé, 2), 1) 

Nun ist f(€,2)=—/f,(f€, 1),&) >A (E,&) > &. Also ergibt sich die Be- 
ichung B—f(f&, 2), 4) =f, &, SLE, —B, 4 b. B=, 8,1). 
Somit ist mit € zugleich die Zahl f,(€,&) eine Wurzel # der Gleichung 
B =/f(#,7). (Sollte etwa f,(&,&)=—€ sein, so ist jedenfalls fiir die 
gréBere Wurzel &’ = /(é, 2) sicher f,(&',&) > &’.) Daraus folgt nach XI, 
daB diese Wurzeln # eine Hauptzahl y, zum Limes haben. — Ob freilich 
die Gleichung 6 = /(y,,,) eine Wurzel y, hat, das muB im allgemeinen 
unentschieden bleiben,- wenngleich es in den folgenden Anwendungen 
stets eintreten wird. **) 


§ 4. 
Die Multiplikation. 
1) Wir setzen jetzt w(«) = « und wihlen auBerdem g(£,4)—/, (&, 4) =§ +7. 
Da nun f,(&,9)—=§+y>€ fir E>0, y>1 ist, so ist A=1. Es ist 
also (b) und auch (c’) erfiillt. Die durch diese Festsetzungen definierte 


*) Aus (e) folgt ohne Schwierigkeit, daB f, selbst das gewdhnliche assoziative 
Gesetz f, (f,(«, B), 8) = f,(«, f,(8, 8) erfiillt. — Ist auch nur fiir ein einziges a die 
Gleichung w(«)—« erfiillt, so ist unter der Voraussetzung (e) stets w(«)—«a. Das 
tritt dann und nur dann ein, wenn /f,(1,1) = 1 ist, eine Beziehung, aus der die 
allgemeinere Gleichung /,(f,1) = f,(1, 8) = 6 folgt. — Wenn (d) und (e) simultan 
erfillt sind, so ist f, eine nach dem in § 1 entwickelten Induktionsschema definierte 
Funktion. Denn aus (e) folgt, da f Bedingung (c’) erfiillt, daB f,(8,1) mit 6 wichst; 
aus (d) und (e) aber folgt: f,(6,¢-+ 1) =f, (4, (6,9), 8) und auBerdem erfiillt 7, Satz IV. 
Es erscheint bemerk rt, dap fiir den Fall w(a)=« aus dem distributiven Gesetz 
(d) das assoziative Gesetz (e) folgt. 

*™) In einer demniichst in den Math. Ann. erscheinenden Arbeit wird auch diese 
Frage durch eingehende Untersuchung der Gesetze (d) und (e) in gewisser Weise zur 
Entscheidung gebracht werden. 
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Operation f(«, 8) bezeichnen wir mit «-f oder kurz mit «$ und nennen 
«B das Produkt aus « und B; die Zahl @ heift linksseitiger Divisor oder 
Teiler von «B, B rechtsseitiger Divisor oder Teiler von «8. Man redet 
_ statt dessen auch wohl vom links- oder rechtsseitigen Faktor. Die 
Operation selbst nennt man die Multiplikation. 


2) Unsere Operation ist also nach § 1 folgendermaBen definiert: 
1) a-l=—a, 
2) a(6+1)—a-B+a—a-B+a-l, 
3) af —lim (ap), 
J 


wo # alle Zahlen unterhalb der Limeszahl 6 = lim # durchliuft. 
Durch (1) bis (3) ist «f fir a>1, 6 >1 erklart. Aus (1) und (2) 
folgt, daB man zweckmibig die Definition erweitert durch 


4) 06=0 fir B>O, 
5) «0=0 fir a>0. 


Fiir endliches 6 = b ist «cb = a+ a-+a-+--- (b Summanden), wie leicht 
aus (1) und (2) folgt. 

3) Nach III folgt fir «>1 aus B > auch «ef >af’; und ist 
«B >a’, dann ist « >1 und 6 > #’; schlieBlich folgt aus «6 = wf’, falls 
a> 1 ist, daB auch B= ist. Aus B>1 folgt fir «>1 hiernach 
«aB >a. Ein von Null verschiedenes Produkt, dessen rechtsseitiger Faktor 
griper als 1 ist, ist somit grifer als der linksseitige Faktor. 

4) Ist eine Folge von Zahlen 6 mit als Limes gegeben, dann ist 
nach IV: «8 = a lim é = lim (a9). 

5) Wir benutzen statt’ V den schiirferen Satz XVII; aus ihm folgt 
fir «>1, dab fir B>o stets oB >a+ ist. Und fir b>1, «>1 
folgt ab >a+b—1. Aus cb=a+a+a+---(bSummanden) folgt, daB 
genauer «eb >a«+b fiir «>1, b>1 ist. Es folgt aus diesen Formeln, 
daB fir «>1 stets «6B > ist. Ein Produkt, dessen linksseitiger Teiler 
von Null verschieden ist, ist also nie kleiner als der rechtsseitige Teiler. 

6) (Der Euklidische Algorithmus.) Sei « >1 und 6 > w(«) = «, dann 
existiert nach VI eine einzige durch «@ und # bestimmte Zahl, sodaB 
a(E+1)—a&f+a>P>cakSF ist. 

Aus 6>aé folgt nach § 2 die Gleichung 6 = «§ + 9, wo @ durch 
« und # eindeutig bestimmt ist; also ist c& +a>f—at+o, dh. a>go. 
Ist § = 6, dann folgt B >af >A, dh. B=af und g=0. Also gilt der 

Satz. Ist B>a>1, dann gibt es ein einziges Zahlenpaar £, 9, so 
daB B=a& +o, E<£6 und o<a ist. Ist § = B, dann ist 9p = 0. 
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Hieraus folgt*), dap jeder gemeinsame linksseitige Teiler von « und B 
auch ein solcher von @ ist, d. h. ist «= <da', B = df’, dann ist 9 = do’. 

Da «>g ist, so kann man, falls g>1 ist, entsprechend « = g&, + 9, 
setzen, wo @ > 9, ist. Fihrt man so fort, so bricht die Kette der Glei- 
chungen ab, da « >>, >--- ist. Genau wie in der endlichen Zahlen- 
theorie liefern die Gleichungen den Euklidischen Algorithmus zur Auf- 
suchung des gréBten gemeinsamen (linksseitigen) Teilers von « und 8, 
worauf wir jedoch erst spiiter eingehen. ; 

7) Nach VII folgt aus a>«’ die Beziehung «f > a’B und, wenn 
@B >’ B ist, dann ist «>a. Es gilt aber nach VII wegen (c’) das 
schiirfere Resultat: aus « >a’ folgt a(8 + 1)>«'(6 +1), also ergibt 
sich aus «(8+1)=—a'(8+1), dab a=e’ ist. Ist also cB—a'B, a+c’ 
und 6>0, dann ist 6 eine Limeszahl. Aus «>1 folgt «6B >1-6 und 
nach Nr. 5 ist «8B >. Diese beiden unteren Schranken fiir «8 sind aber 
identisch, d. h. es ist 16 = 6 fiir jedes 8, wie sich leicht durch transfinite 
Induktion aus der Definition des Produktes ergibt. 

Aus dem soeben Bewiesenen ergibt sich daher: ist fiir 6 >1, «> 1 
die Gleichung 6 = 1-8 =a erfillt, dann ist B eine Limeszahl. Und 
deshalb gilt weiter: Kin Produkt, dessen linksseitiger Teiler grifer als 1 
und dessen rechtsseitiger Divisor keine Limeszahl ist, ist griBer als dieser 
rechtsseitige Divisor, denn es ist ja fiir «> 1 auch 


a(B+1)>1(6+1)=—p6 +1. 


8) Es gilt das assoziative Gesetz: (@f)y = «a(By). Man bezeichnet 
diese beiden Produkte daher mit «By. Also ist Voraussetzung (e) aus 
§ 3 erfiillt und zwar ist /,(&, 7) =/(E, 4) = &y. 

Es gilt auch das distributive Gesetz: «8 + ay—a(6+y). Somit 
ist (d) erfiillt; es ist in unserem Fall /,(&, 7) =/f,(&, 4) = & + 7. 

Beide Gesetze sind fiir y = 0,1 richtig und werden leicht durch voll- 
stindige Induktion bewiesen.**) 


9) Aus XXI ff. folgt daher fiir unseren Fall, in dem w(a«) =a und 
die Hauptzahlen von /, und f, die additiven Hauptzahlen sind: 

(a) Ist x eine additive Haupteahl und x >a >1, dann ist « ein. 
linksseitiger Teiler von x, d. h. es ist m= a&, wo die eindeutig bestimmte 
Zahl —& eine Hauptzahl von f,, also wiederum eine additive Hauptzahl 
ist. (XXL) 


*) Der Beweis benutzt das distributive Gesetz (s. Nr. 8). 
**) Das assoziative Gesetz gilt auch fiir mehr als drei Zahlen, so daB es auBer 
Zweifel steht, was aPyd---x bedeutet. Es ist 


aB+r+o+---+%) = of + a7 + ad+---+ ax. 
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(b) Hat eine iiberendliche Zahl x die Eigenschaft, daB 2u jedem der 
Bezichung 1 <a<- geniigenden « eine Zahl & existiert, fiir die x=«a& ist, 
dann ist x eine additive Hauptzahl (XXII) 

(ce) Ist aB eine additive Hauptzahl, dann ist B eine additive Haupt- 
zahl; ist B eine von 1 verschiedene additive Hauptzahl, dann ist auch «B 
(«>1) eine additive Hauptzahl. (XXIIL) 

Es war die erste additive Hauptzahl tiber « der Limes der Folge: 
a,a+a=—a2, a+a+a—a3,---, an,---, also gleich aw. Dab fiir 
«>O die erste additive Hauptzahl iiber a die Zahl am ist, laBt sich 
auch direkt aus unseren soeben aufgestellten Sitzen zeigen. 

Denn wenn « > 0 ist, so ist nach Satz (c) wirklich «@ eine ober- 
halb « gelegene additive Hauptzahl; sei 2 irgend eine solche 2 > a, dann 
ist nur zu zeigen, daB x > eq ist. Nun ist nach Satz (a) r= aa’ >a—al, 
also x’ >1, wo a’ eine additive Hauptzahl ist; also ist 2’ >o und 
a=anx >«ao. — Ist «>O0 und a die gréBte nicht oberhalb « gelegene 
additive Hauptzahl, dann ist die erste additive Hauptzahl tiber « auch 
die erste additive Hauptzahl tiber 2, d.h. aa =a. Allgemeiner besteht 
fiir jede additive Hauptzahl 2’ >o die Gleichung ax’ = 22’. Diese fir 
x’ =q@ soeben bewiesene Gleichung beweist man unschwer durch trans- 
finite Induktion. Benutzt werden beim Beweise die folgenden Tatsachen: 
1) die Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes der Multiplikation; 2) auf die 
additive Hauptzahl x” folgt als niichste Zahl dieser Art x”@; 3) Der Limes 
einer Menge von Hauptzahlen der Addition ist eine additive Hauptzahl. 

10) Seinun eine Zahl 6 gegeben, die wir in der Normalform schreiben: 
B=a,+2, +---+2,/; 4, >2,'>--->2,. Hier kinnen mehrere auf- 
einander folgende additive Hauptzahlen einander gleich sein. Fait man 
sie zusammen, so erhalten wir in anderer Bezeichnung: 6 = 2, b, + 2,b, 
+-+--+2,b,+6, wo nun 24, >2,>2,>--:->2,>o ist und b,d,, 
b,,-+-+,b, endliche Zahlen sind. Sei weiter: 
= 2," dy +204" dy +e +m," +4; 2," >a" > >a," >; 4,4,,°+ 4, <o. 

Es kann kurz geschrieben werden: a=2,"a,+«', wo « +2,"a,—a,"a, 
ist. Ist nun b>O0, dann ist ab=a+a+a+--- (6 Summanden a) 
=4,"a,+e¢+24,"a,+¢ +---=—24,"a,+2,"a,+--- (b Mal)+ eo = 
mt," a,b+ a’ = 2," a,b+2,"a,+--+2,"a,+a. Also ist «b in der Normalform 
dargestellt. Weiter ist af =az,b,+---+a2,b,+ ab. Also folgt wegen 
der letzten Gleichung aus Nr. 9: «68 = 2,"2,b, +---+2,"2,b,+ ab. Ist 
b=0, also ab =O, dann ist die Normaldarstellung fiir «6 gegeben durch: 
ap = 2,"2,b,+---+2,"m,b,. Ist aber b>0, dann folgt die Normal- 
darstellung fiir «8, indem man fiir «b die oben gefundene Normalform 
einsetzt: af =2,"m,b,+---+ 2,"0,b,+ 2," a,b+ 2,"a,+---+ 2,"a,+4. 
Das ist in der Tat die Normalform, da 
12* 
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” ” “” “ ” 
% > %>-:- >a aA, >a, >a, >--->24," >a 


ist. 

11) Aus diesen Formeln folgt: af ist dann und nur dann eine Limes- 
zahl, wenn « oder B eine solche ist. Das ergibt sich direkt so: 1) Seien 
a=—a' +1, B=—f' +1, dann ist eB =af'+a—(af'+o’)+1, dh. wenn 
die von Null verschiedenen Zahlen a, 6 keine Limeszahlen sind, so ist auch 
«fh keine Limeszahl. 2) Sei 6 eine Limeszahl, « >0, dann ist «f nach 
der Erklirung des Produktes eine Limeszahl. 3) Sei 6 = 6’ +1>1 und 
« eine Limeszahl, dann ist «f = «f + a nach der Erklirung der Summe 
eine Limeszahl. 

12) Sei y eine Limeszahl; der kleinste von Null verschiedene Rest 
von y ist eine additive Hauptzahla>o. Es ist y= y’ +2. Nach Nr. 6 
ist py = ay" +0, wo o <2, also 9+ 2—72 ist. Daher ist 


y= ay t+et+a—ay’+a2—2(y" +1). 
Sei eine zweite derartige Darstellung fiir y gefunden, d. h. es sei 
y= ay" +1) = 4, (7, +1) = 27" + w= a7," +4. 


Nach § 2 folgt hieraus x=z, , also nach Division mit a=2,: y”+1=—y,"+1, 
vy” =y,'. Man kann auch so schlieben: es sei x, >2, 21, = 22', also 
yy +1—2'(y,"+1). Nach Nr. 11 ist daher 2 keine Limeszahl und da 
x’ eine additive Hauptzahl ist (Nr. 9, Satz (a)), so ist 2 =1, d. h. 2, —z2, 
y’ =y,". Diese Darstellung von y ist also eindeutig. 


13) Satz. Jede von Null verschiedene Zahl y hat nur endlich viele 
rechtsseitige Teiler; die Anzahl ihrer linksseitigen Divisoren ist unendlich oder 
endlich, je nachdem die Zahl y eine Limeszahl ist oder nicht. 

Beweis. Der Satz folgt beinahe seinem ganzen Inhalte nach aus 
Vil. Es ist hier nur noch zu zeigen: ist y eine Limeszahl, dann hat 
unendlich viele linksseitige Teiler. Sei also y eine Limeszahl. Nach der 
vorigen Nr. ist y=2(y"+1), wo x>@ ist. Nach Nr. 9, Satz (a) be- 
sitzt nun x unendlich viele linksseitige Divisoren, also nach dem assoziativen 
Gesetz auch y selbst. 


14) Da fiir jede von Null verschiedene Zahl y die Zerlegungen y=1 y=y1 
gelten, so hat jede Zahl y > 1 mindestens zwei verschiedene rechtsseitige 
Divisoren. Unter den endlichen Zahlen gibt es Zahlen mit genau zwei 
rechtsseitigen Divisoren: die endlichen Primzahlen. Fragt man allgemein 
nach den Zahlen y>1, die nur die beiden rechtsseitigen Divisoren 1 
und y besitzen, so sind das die Zahlen, die sich nicht in der Form y = af 
darstellen lassen, wo « und # beide unterhalb y liegen, d. h. es sind das 
Zahlen, die wir als multiplikativ irreduzibel bezeichnen, da wir sie mit 
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Hilfe der Multiplikation nicht auf kleinere Zahlen zuriickfiihren kénnen.*) 
DaB es derartige irreduzibele Zahlen gibt, ist uns bekannt, denn jede 
Hauptzahl der Multiplikation ist, wie aus den allgemeinen Untersuchungen 
hervorgeht, multiplikativ irreduzibel. Wihrend nun aber die Addition 
die wesentliche Eigenschaft besaB, daB Hauptzahlen, irreduzibele Zahlen 
und Primzahlen zusammenfielen, liegen hier die Verhiiltnisse anders: die 
Hauptzahlen bilden nur einen Teil der irreduzibelen Zahlen, und unter den 
irreduzibelen Zahlen hat nur ein kleiner Teil vollkommenen Primzahl- 
charakter, namlich die endlichen Primzahlen und die Zahl . Wir gehen 
hierauf naher ein. 

15) Nach XIII gibt es multiplikative Hauptzahlen y. Sie sind definiert 
durch folgende Bedingungen: 1) y>1. 2) y= «ay fiir jedes der Be- 
dingung 1<a<y geniigende « Hiernach ist 2—1-2 eine multipli- 
kative Hauptzahl und jede gréBere Hauptzahl der Multiplikation ist eine 
Limeszahl. Diese eigentlichen multiplikativen Hauptzahlen nennen wir 
im Anschlu8 an Hessenberg**) 6-Zahlen. Eine 6-Zahl hat nur die beiden 
rechtsseitigen Divisoren 1 und 6. Es gelten die Siitze: 

(a) Jede d-Zahl ist eine additive Hauptzahl. (XVIII oder XX.) 

(b) Ist eine Zahl d der Limes einer Folge von Zahlen «, deren jede 
die Gleichung 6 = «0 erfiillt, dann ist 3 eine d-Zahl. (X.) 

(c) Hat eine Folge von Zahlen « >1 die Eigenschaft, daB mit « zugleich 
auch awa der Folge angehirt, dann hat diese Folge einen Limes, der eine 
6-Zahl ist. (X1.) 

(d) Der Limes einer Folge von 6-Zahlen ist eine d-Zahi. (XIL) 

(e) Ist « >2, dann ist der Limes der Folge a, wa, aaa,--++ die erste 
auf « folgende d-Zahl.***) (XII) 

Die erste d-Zahl ist w.+) Das folgt einfach daraus, daB das Pro- 
dukt zweier endlichen Zahlen wieder endlich ist; oder auch aus der 
Definition von n@, denn es ist nw = lim (nm)=@, wo 1<n<a@ ist. 


m<w 


SchlieBlich ergibt es sich auch daraus, daB nw die erste additive Haupt- 
zahl iiber m ist und diese Zahl andererseits @ ist. Aus Nr. 6 folgt fiir 
jede Limeszahl £8 eine Gleichung B = af’ +0, wow>el0, dhe 
endlich ist. Also ist 9 =0, d. h. B=@f' und hieraus folgt 


*) Dabei kann sehr wohl y= cy sein, wo 1 < a < y ist; es kann also y zer- 
legbar sein, aber bei allen Produktdarstellungen von y, bei denen « < y ist, ist 
der rechtsseitige Faktor gleich y. 

**) G.d. M, § 82. 
***) Man vergleiche die sich an XIII anschlieBenden Bemerkungen und die Anm. 

zu § 2, Nr. 12, Satz (d). 
+) Bei Hessenberg, G. d. M., ist irrtiimlicherweise 1 als erste d-Zahl genannt. 
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np = (no) ps = of’ = 8, 
wo 1<n<a ist. Insbesondere ist 28 = B, eine Gleichung, die nach Nr.7 
die Limeszahlen charakterisiert. 

Wir sahen oben, da die multiplikativ irreduzibelen Zahlen diejenigen 
sind, die nur zwei rechtsseitige Teiler besitzen. Weiter ergab sich, dab 
jede 0-Zahl eine irreduzibele Limeszahl ist. Wir zeigen jetzt die Um- 
kehrung: 

(f) Jede irreduzibele Limeszahl, d.h. jede Limeszahl mit genau zwei 
rechtsseitigen Teilern ist eine 8-Zahl. : 

16) Um (f) zu beweisen, miissen wir erst zwei andere Siitze aufstellen. 

Satz. Sei die Limeszahl B ein rechtsseitiger Teiler von y, dann hat 
die Gleichung y = «a8 unendlich viele Wurzeln a, die eine additive Haupt- 
zahl x zum Limes haben; diese ist ein linksseitiger Teiler von y, d. h. es ist 
y = 2B, wo B der grifte rechtsseitige Teiler von y unterhalb £ ist. 

Beweis. Da /,(2,8)=2-8— 8 ist (Nr. 8 und 15), so diirfen wir 
Satz XXIV anwenden. Also gibt es unendlich viele Wurzeln, die als 
Limes eine Hauptzahl von /,(&, 7) =&+% haben, d. h. eine additive 
Hauptzahl x zum Limes besitzen. Da fiir jede Wurzel a der Gleichung 
y =a stets y >a ist, so ist y >, also nach Nr. 6 auch y = 2f' + Q, 
wo 0<o9<7 ist. Also gibt es eine Wurzel «, fiir die 9 <a < = ist. 
Daraus folgt 2 = az’ (Nr.9). Daher ist @ ein linksseitiger Teiler von y 
und z, also nach Nr. 6 auch von g» und da g<a ist, mub 9 =0, 
y=xf sein. Nach XV ist f’ der gréBte unterhalb 6 gelegene rechts- 
seitige Teiler von y. Wiahlt man nun den rechtsseitigen Limesteiler 6 
von y gleich y selbst (y=1-y—2-y=---), zieht dann Satz XIV nebst 
Zus. 2 heran, so folgt, daB a in diesem Fall eine 6-Zahl wird. Wir 
sprechen daher folgendes Resultat aus: 

(g) Fiir jede Limeszahl 8 besitet die Gleichung B =«B wunendlich 
viele Wurzeln «, deren Limes 0 eine d-Zahl ist. Es ist fiir eine Zahl « 
dann und nur dann B = af, falls 1<a <8 ist; dagegen ist B = 48’, wo 
B’ der zweitgrite rechtsseitige Divisor von B ist. Oberhalb & gibt es keine 
6-Zahl, die linksseitiger Teiler von B ist.*) 

Hieraus folgt nun (f). Denn wenn # nur die beiden rechtsseitigen 
Teiler 1 und # besitzt, so ist der zweitgréBte rechtsseitige Faktor p’ = 1, 
d. h. B= df =4, also # eine 6-Zahl. 

Damit sind uns nun die irreduzibeln Limeszahlen bekannt. Gibt es 
nun auBer den endlichen multiplikativen Primzahlen andere irreduzibele 
Zahlen, die eine unmittelbar vorhergehende Zahl besitzen? Diese Frage 
ist zu bejahen. 


*) Man vgl. § 2, Nr. 12, Satz (e). 
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17) Es sei # eine tiberendliche Zahl, die einen von 0 verschiedenen 
endlichen Rest besitzt, also 6 = 8’ +; hier ist 6’ eine Limeszahl und 
b>0. Da bf’ =86 ist, so ist 6 = b(6'+1). Nach Nr. 12 diirfen wir 
6 = x(6" +b”) setzen, wo x eine von 1 verschiedene additive Hauptzahl, 
6’ = 0 oder gleich einer Limeszahl und 1 < b” <@ ist. Also wird 

B = b(x(p" +b) + 1) = b(a +1) (8° +B”) [Nr 10]. 

Hieraus folgt 6 > 6” +b”. Wenn nun §# nur die beiden rechtsseitigen 
Teiler 1 und £ besitzt, so muB 6” +b" =1, d.h. Bp” =0, b” =1 sein, 
-also ist 6B = b(a+1). Dann ist also + 1 >a ein rechtsseitiger Teiler 
von f, also gleich 6, dh. b=1, also B=2-+1. Sei nun umgekehrt x 
eine beliebige von 1 verschiedene additive Hauptzahl, dann hat 2+ 1 
nur zwei rechtsseitige Teiler. Denn es sei a+1—uyv und vy>1l, 
ati=pv>yu,dh wa>yp. Also ist t=—uz’, dh. es ist w ein 
linksseitiger Teiler von 7+1—yy und von 7=u7z’, also nach Nr. 6 
auch von 1; es mu$ also u=1 und y=2+1 sein. Also besitzt +1 
nur die beiden rechtsseitigen Teiler 1 und a+ 1. Also gilt der 

Satz. Die Nicht-Limeszahlen oberhalb sind dann und nur dann 
multiplikativ irreduzibel, wenn sie die Gestalt x +1 haben. Die multi- 
plikativ irreduzibelen Zahlen zerfallen in drei Klassen: die endlichen Prim- 
zahlen, die Haupteahlen der Multiplikation und die Zahlen der Form 
a+1. Die Zahl 2 gehirt in jede der drei Klassen. 

Auf die multiplikativ irreduzibelen Zahlen wird man auch gefiihrt, 
wenn man den kleinsten oberhalb 1 gelegenen rechtsseitigen Teiler einer 
gegebenen Zahl betrachtet. Diese Betrachtungen sind ganz analog denen, 
die wir in § 2, Nr. 14 beim zweiten Beweise fiir die Cantorsche Normal- 
form anstellten. 

18) Satz. Jede von 1 verschiedene additive Hauptzahl lift sich in 
eindeutiger Weise als Produkt endlich vieler, nicht zunehmender 0-Zahlen 
darstellen. 

Dieser Satz entspricht dem in § 2, Nr. 14 bewiesenen. Und man 
kann ihn auch auf drei véilig analoge Arten beweisen. Es soll nur be- 
merkt werden, daB der erste Beweis an Nr. 16, Satz (g) anzukniipfen 
hat, aus dem fiir die gegebene additive Hauptzahl a die Gleichung 
a=4d6n' folgt, wo x’ der zweitgréBte rechtsseitige Divisor von z ist. 

19) Nach Nr. 12 laBt sich jedé“Zahl £ in eindeutiger Weise in die 
Form setzen B = xf’, wo f’ keine Limeszahl und z eine additive Haupt- 
zah] ist. Aus Nr. 17 folgt, daB fp’ = b(a’+1) fp” ist, wo fp’ >A” ist. 
Hier ist 6” ebenfalls keine Limeszahl; ist 6” >, dann ist analog 


Bp” — b'(2” + 1) B’’, B’ > rr. etc. 
Da die Reihe der Zahlen #’, 6’, 6’, .. . bestindig abnimmt, wird schlieBlich 
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eine Gleichung B® = b¢- (x + 1) © vorkommen. Entwickelt man nun 
noch x nach Nr. 18, so erhilt man in verinderter Bezeichnung: 
B = 4,0, --- 8,b,(a, +1) b,_,(a,_, +1)--- 3, (4, +1) &. 
Zerlegt man noch die endlichen Zahlen }, in ihre Primfaktoren, dann ist 
8 als Produkt endlich vieler irreduzibeler Zahlen dargestellt. (Man wiirde 
diese Form auch erhalten, indem man in ff den kleinsten rechtsseitigen 
Faktor oberhalb 1 abspaltet etc.) Unsere Darstellung ist nun eindeutig, 
d. h. wenn wir 
p= 0,4, om 6,6, (a, + 1)--- b, (a, +1) by 
= 8585 - «8 Bio(wy + 1) «+ Biwi + 1) Bo 
haben, wo 
6,>0,>--->8; 6, >06,>---> dy 
ist, dann behaupten wir: 
rx’; s=s'; 6,=6/; a,—2,; b,—d,. 
Beweis. Aus Nr. 12 und Nr. 18 folgt sofort: s=s', 6,=0/. Wir 
haben also nur noch die Gleichung 
b (a, + 1) + + + by (ay +1) by = be (ae + 1) ++ By (ey + 1) by 
za behandeln. Hier ist z,, 2/ >. Setzt man 
y=b,(z,+1)---b, 7 = 2 (a +1)--- dy, 
so lautet unsere Gleichung 


v(m, +1)i,= 7 (a,b) + 1) = y (a, +1)by = Y (a,b + 1). 


Nun ist 


y7a,=—-aA>?, y %, =2'>Y/, 
also 


ab+y=2b, +7’. 
Nach § 2 folgt daher: y=’, b, =b,, a=’, d. h. wegen y=y':a, = 2, 
Indem man nun in unserer Gleichung beiderseits rechts mit (a, +1) b 
dividiert und die iibrig bleibende Gleichung y=’ ebenso behandelt, 
folgt: a, —2,', b, =), etc. — Es gilt also der 
Satz: Jede Zahl 6 lift sich in eindeutiger Weise in ein Produkt 
endlich vieler irreduzibeler Zahlen entwickeln: 


B _ 6,05 a3 6,b,(a, + 1)b,_, (4,4 + 1) “a b, (a, + 1) by, 


6, >6,>--->9, 
ist. (Die endlichen Zahlen b, sind noch in ihre Primfaktoren zu zerlegen; 
die Faktoren 8, treten nur dann auf, falls B eine Limeszahl ist.) 

Auch diese Produktformel riihrt von G. Cantor her. Man kann sie 
ganz leicht, wie bereits Cantor angibt, aus der additiven Zerlegung 
folgern. Kennt man die eine Darstellung und ihre Eindeutigkeit, dann 
gilt von der anderen dasselbe. Und doch haben beide Formeln nicht 


wo 
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den gleichen Wert. Denn bei der additiven Zerlegung sind die additiv 
irreduzibelen Bestandteile zugleich additive PrimgréBen (§ 2). Dagegen 
sind, wie wir jetzt zeigen werden, die multiplikativ irreduzibelen Zahlen im 
allgemeinen keine vollkommenen multiplikativen Primzahlen und besitzen 
nur einen Teil der Eigenschaften, die wir fiir PrimgréBen verlangen.*) 

Man wird eine Zahl w dann eine multiplikative Primzahl nennen, wenn 
sie folgende beiden Eigenschaften erfiillt: 1) aus jeder Gleichung af = ut 
folgt, dab w ein linksseitiger Teiler von « oder B ist; 2) aus jeder Gleichung 
af = yu folgt, daB uw ein rechtsseitiger Teiler von a oder von f ist. Die 
irreduzibelen Zahlen, die oberhalb @ liegen, also die d-Zahlen und die 
Zahlen x+ 1 (a>) erfiillen die erste Bedingung nicht. Denn es sei 
erstens x > und u=2+1, dann ist identisch (wx +1)a = (a+ 1) a2, 
also «+1 ein linksseitiger Teiler von (wa+1)a, aber kein solcher 
von x, da ja ~<2+1 ist, und auch kein solcher von (w7a+1), da aus 
(ax+1)=(a+1)» folgen wiirde, dab x =v, also ax+1—2a2 wire. 
Sei zweitens 6 eine oberhalb @ gelegene d-Zahl, dann ist identisch: 
(8+1)@=—d@, ohne dab d ein linksseitiger Teiler von m oder 6+ 1 
ist. Dagegen erfiillen die iibrigen irreduzibelen Zahlen, niimlich die end- 
lichen Primzahlen p und die Zahl @, die Bedingung 1). Denn sei erstens 
«B=o§, dann ist «f eine Limeszahl, also entweder « oder B auch 
eine solche, d. h. @ ist ein linksseitiger Teiler von « oder £. Ist zweitens 
«af = p&, so ist p ein linksseitiger Teiler von @ oder 6, wie man aus der 
Eindeutigkeit der Produktformel unschwer erkennt. Die zweite Bedingung 
dagegen wird von samtlichen irreduzibelen Zahlen erfiillt, wie man eben- 
falls aus der Produktformel ersehen kann; ist also of = yu, wo w—p, 
a+41, ¢ ist, dann ist w ein rechtsseitiger Teiler von @ oder #6 und fiir 
u>qo kann man sogar schlieBen, daB uw ein rechtseitiger Teiler von B 
ist. Ist w—p, so ist auch w im allgemeinen ein rechtsseitiger Teiler 
von #6, namlich nur dann ein rechtsseitiger Faktor von a, wenn # eine 
endliche nicht durch p teilbare Zahl ist. 

Erfillt eine Zahl w die zweite Bedingung, d.h. folgt aus jeder 
Gleichung «B = yu, dab w ein rechtsseitiger Faktor eines der Faktoren 
ist, dann ist w irreduzibel. Denn es sei w nicht irreduzibel, dann ent- 
wickele man w in das Produkt irreduzibeler Faktoren; der letzte rechts- 
seitig auftretende Faktor werde mit # bezeichnet, dann ist also 


u=l-p=—af, 


*) Dieser Unterschied macht sich bei manchen Untersuchungen geltend: z. B. 
kann man mit Hilfe der additiven Formel die Bedingungen fiir die multiplikative 
Vertauschbarkeit zweier Zahlen « und f aufstellen, wihrend man mit der Produkt- 
formel in gewissen Fallen auf Schwierigkeiten sté8t, nimlich dann, wenn es sich 
um Limeszahlen «, 6 handelt. Man vgl. G. Cantor 1. c. und E. Jacobsthal 1. c. 
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wenn wir das Produkt der iibrigen Faktoren mit @ bezeichnen. Nun ist 
B> 1, also uw >a und auch «> f. Hier gilt aber u > B, da w reduzibel, 
B irreduzibel ist. Somit kann w weder in « noch in 6 als rechtsseitiger 
Faktor enthalten sein. Da das der zweiten Bedingung, die uw erfiillen 
sollte, widerspricht, so muB also uw irreduzibel sein. Wir sprechen hier- 
nach den Satz aus: 

Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap eine 
Zahl w multiplikativ irreduzibel ist, besteht darin, daB aus jeder Gleichung 
«8 =u mindestens eine der beiden Gleichungen «= au, B = Bu folgt. 

Es gilt aber genauer: 

Wenn wu irreduzibel und «af =u ist, so ist im allgemeinen B = f'n, 
diese Gleichung braucht aber nicht zu gelten, falls u=—p und B<@ ist, 
wenn also B eine endliche nicht durch p teilbare Zahl ist; dann aber ist 
stets a=au—a p. 

20) Ist eine Zahl 6 gegeben und « ein rechtsseitiger Teiler von £, 
so entwickele man @ und # nach der Produktformel. Alle in der Ent- 
wicklung von « auftretenden Faktoren treten dann auch in der Produkt- 
entwicklung von # auf. Daraus folgt sofort der 

Satz. Sei B gegeben und a, a, seien zwei rechtsseitige Faktoren von 
B, «>«a,. Ist dann a eine Limeszahl, dann ist «, ein rechtsseitiger Teiler 
von «. Ist aber « keine Limeszahl, dann ist auch «, keine solche. Spaltet 
man in « und a, die gripten endlichen linksseitigen Faktoren ab, « = ac’, 
a, = a,a,', dann ist a >a,’. Ist « >«,', dann ist «, ein rechtsseitiger 
Teiler von «’, also auch von «a. 

21) Es ist leicht einzusehen, daB iiber die gemeinsamen Reste und 
Abschnitte zweier Zahlen « und f folgender Satz gilt: 

Satz. Sind a und B zwei gegebene Zahlen, dann haben sie einen 
gripten gemeinsamen Abschnitt (min (a, B)), der jeden gemeinsamen Abschnitt 
von « und B zum Abschnitt hat. Ebenso existiert ein griBter gemeinsamer 
Rest, der jeden gemeinsamen Rest von « und 6 zum Rest hat. 

In der Multiplikation gilt ein ganz entsprechender Satz, er ist aber 
erheblich schwerer zu beweisen: 

Satz. Sind «a und B zwei gegebene Zahlen, dann besitzen sie einen 
gripten gemeinsamen linksseitigen Teiler t = (a, B), der jeden gemeinsamen 
linksseitigen Teiler von a und £8 als linksseitigen Teiler enthilt. Ebenso 
existiert ein gripter gemeinsamer rechtsseitiger Divisor t' = (a, B)) von « 
und B, der jeden « und B gemeinsamen rechtsseitigen Teiler zum rechts- 
seitigen Teiler hat. 

Beweis. Die Existenz von t = (a, 8) nebst den behaupteten Eigen- 
schaften folgt wie in der endlichen Zahlentheorie aus dem Euklidischen 
Algorithmus (Nr. 6). DaB ein gréBter gemeinsamer rechtsseitiger Teiler 1’ 
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existiert , folgt ohne weiteres, da jede Zahl nur endlich viele rechtsseitige 
Teiler hat. DaB aber +t die charakteristische Eigenschaft des gréBten 
gemeinsamen Teilers hat, wird nach Nr. 20 bewiesen. Sei 1, ein beliebiger 
gemeinsamer rechtsseitiger Teiler von « und f#, so ist zu zeigen, daB 
v =ut, ist. Da nun ¢c >t, ist, so diirfen wir re’ >, annehmen. Ist 1’ 
eine Limeszahl, dann ist tr =r, nach Nr. 20. Wir nehmen daher nach 
Nr. 20 r’ und 1, als Nicht-Limeszahlen an und spalten wieder linksseitig 
die gréBtméglichen endlichen Teiler ab: rf =—fr", +,—4¢,17,". Es ist 
tr’ >r,’, und fiir den Fall, daB cr’ >r,” ist, ist nach Nr. 20 der Satz 
bewiesen. Sei also re” = 1,", dh. co =—f'r", t, —t,2", somit # >¢t,. Da 
nun t der gréBte gemeinsame rechtsseitige Teiler von a und # ist, 
so muB jede in ¢, enthaltene Primzahlpotenz auch in ¢ enthalten sein, 
dh. ¢ = tt,, also r = ¢r,. Damit ist der Satz bewiesen. 
22) Leicht beweisbar ist weiter der 


Satz. Zu zwei Zahlen « und B existiert stets eine kleinste Zahl 
(max. («, B)), die « und B zu Abschnitten hat. Diese Zahl ist Abschnitt 
jeder Zahl, die « und B zu Abschnitten hat. Dagegen existiert im allgemeinen 
keine Zahl, die « und B zu Resten hat. 

Auch hier gilt ein ganz analoger Satz in der Multiplikation, ist aber 
auch nicht von vornherein so klar wie der additive Satz. 

Um diesen Satz aussprechen zu kénnen, sei bemerkt, daB unter einem 
gemeinschaftlichen linksseitigen (rechtsseitigen) Vielfachen von « und 6 
eine Zahl verstanden wird, die @ und # zu linksseitigen (rechtsseitigen), 
Teilern besitzt. 

Satz. Zu zwei von Null verschiedenen Zahlen a und 6 existiert stets 
ein kleinstes von Null verschiedenes linksseitiges gemeinschaftliches Vielfaches 
u ={a, B}, das ein linksseitiger Teiler jedes anderen gemeinschaftlichen links- 
seitigen Vielfachen ist. Dagegen ist im allgemeinen ein von Null verschiedenes 
rechtsseitiges gemeinschaftliches Vielfaches nicht vorhanden. 

Beweis. Sei « >0, 8B >0 gegeben und =z eine additive Hauptzahl, 
fir die x >a, x>6 ist, dann ist x = az’, a = Ba”, dh. es gibt links- 
seitige gemeinschaftliche Vielfache von « und f. Das kleinste derartige 
von Null verschiedene werde mit w ={a, 8} bezeichnet. Jedes andere pw’ 
ist dann mindestens =u, dh. uw’ >u. Also ist nach Nr. 6 auch 
w =ut+e, wo u>g@ ist. Da nun w’ und u linksseitig durch « und 6 
teilbar sind, so muB8 es nach Nr. 6 auch @ sein, d. h. unterhalb uw gabe 
es ein gemeinschaftliches Vielfaches von g von « und #, also ist g = 0, 
d.h. wu’ =wé. Es gelten iibrigens folgende Formeln: (ya, yf) =y(a, 6); 
ist ferner a = (a, B)a’, B = (a, 8)’, dann ist: (a, B){a’, B’} ={a, B}. 

DaB im allgemeinen kein gemeinschaftliches rechtsseitiges Vielfaches 
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existiert, lehrt das Beispiel « = @, 8 = @ +1. Denn giibe es eine Zahl u,, 
fiir die u, = §@ und uw, = 4(@+1) wire, so miiBte wu, = Eo eine additive 
Hauptzahl sein und daher wire wegen uw, = 74(@+1) auch +1 eine 
additive Hauptzahl, was doch nicht der Fall ist. 


§ 5. 
Die Potenzierung. 


1) Wie bei der Multiplikation setzen wir w(«)=a. Wiahrend wir 
aber in § 4 unter g(&, 7) die additive Funktion § + » verstanden, wahlen 
wir hier g(&, 7) =f, (&, 4) = &y. Es ist somit (b) erfiillt, denn g(£, 7) > & 
fir —>&=—1, y=>y%,—2. Da A, =0 ist, so ist 4—2, da 2 die kleinste 
Zahl 1 ist, die zugleich den Bedingungen 4 > max (ym, 4.) =2, A>&—=1 
geniigt. Es ist auch (c’) erfillt. 

Die durch diese Festsetzungen definierte Operation bezeichnen wir 
mit «* und nennen @ eine Potenz. Die Operation selbst heiBt Potenzierung; 
« wird die Grundzahl, 6 der Exponent der Potenz « genannt. 

2) Die Potenz ist also durch folgende Gleichungen erklirt: 


(1) a =a, 


(2) of +! = ofa = aa, 


(3) o —lim (a), 
B 


wenn # alle Zahlen unterhalb der Limeszahl 6 durchliuft. Durch diese 
drei Gleichungen ist « fiir « >2, 6 >1 erklirt. Aus (1) und (2) folgt, 
daB man passend die Definition erweitert durch 


(4) ®=—1 fir «>I, 
(5) —1 fir p>O, 
(6) =O fir pD1. 


Damit ist «’ fiir jedes Wertepaar « >0, 6 >0 erklirt, mit Ausnahme 
des Wertepaares «= 0, B=0. Aus (2) folgt fiir endliches B =b, dab 
« = aaa--- (b Faktoren) ist. 

3) Nach IIf und Gleichung (4) der vorhergehenden Nummer folgt: 
ist B> fp >0 und a>2, dann ist o& >a”. Ist w* =o” fiir eine Zahl 
a >2, dann ist 6 = #’; und ist a > ow, dann ist «>2 und B> 8. Ist 
B>1, «>2, dann ist o >a! =a. 

4) Nach IV ergibt sich als Verallgemeinerung der definierenden 
Gleichung (3), daB stets a” = lim a” ist, («>2), was fiir eine Limes- 


Y 
reihe die Zahlen y auch bilden mégen. 
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5) Wie in § 4 benutzen wir statt V den schiirferen Satz XVII Aus 
ihm folgt fir « >2 und B>a@, dab o >a +B ist und fir B=—b<a 
folgt aus ihm a'+®>a+b6 Es gilt aber fir e>2, o>b>2 auch 
«>a +b, denn es ist «? = a-a--- (b Faktoren) > «+a+a+---(b Sum- 
manden) ># +2+2+4+2+4+---D>a-+b. Also ist o >a + £ fiir a >2, 
B>2. Es gilt aber eine noch bessere Abschitzung: fiir «>2, B>1 
ist o&& >af. Fir 6 =1 ist das klar; fir B —2 ist a? = a? — wa > a?. 
Sei die Behauptung als richtig bekannt fiir jedes der Beziehung 2< 6< 
geniigende f, dann ist zu zeigen, daB auch ow >«f’. Ist nun fp’ =f" +1, 
dann ist also a” >«f" und daher 

OF mm of +) — oa > af" a > a(B" +a) > a«(B" +1) = af, 

d. h. es ist a >af’. Ist aber #’ — lim 6, dann folgt aus a >«f auch 
am? > «lim Bp oder ao > af’. — Aus diesem Beweise folgt insbesondere, 
daB stets of >af ist, falls B eine Nicht-Limeszahl ist. Weiter folgt 
w? >aB >, d. h. eo >; hier kann das Gleichheitszeichen nur gelten, 
wenn 6 eine Limeszahl ist. Es ist also o >a fir «>2, B>2; und 
o> 6 fir «>2, B>1, aber o > B, falls 6 eine unmittelbar vorher- 
gehende Zahl besitzt. Die Potenz ist also gréfer als die Grundzahl und 
nicht kleiner als der Exponent; sie ist aber sicher griBer als der Exponent, 
falls dieser eine Nicht-Limeszahl ist. 

6) Sei a >2 und B>a* = 1*), dann existiert nach VI eine Zahl &, 
sodaB «f+ >B>a® ist. Nach § 4, Nr. 6 existiert daher ein a, und 
ein 6’ <cé derart, dab 6 = «Fa, + 6’ ist. Hieraus folgt a®+! > 6 > afa, 
oder a®a > aba, dh. a >a. Wenn also B>1, «>2 ist, dann existiert 
ein eindeutig bestimmtes Zahlentripel §, <a, B’<«*, so dap B= ca, +p 
ist. Hieraus folgt sofort, indem man fiir f’ eine entsprechende Glei- 
chung ansetzt etc. daB sich jede Zahl 6>1 in eindeutiger Weise in 
die Form B= aa, + aha,+---+ora, setzen lit, wenn a> 2, 
&>& >--->&>0 und a>a, (t=0,1,---,r) ist. 

7) Nach VII gilt: ist « >a’ >0, dann ist a? > a’, und ist « > a’?, 
dann ist a>a’. Es ist wegen (c’) fir a>«’ sogar a?+*> a’?t+*, und 
aus of +! — @’?+! folgt daher a=a’. Ist also a =a? fiir a>«’ und 
B> 0, dann ist B eine Limeszahl. 

8) Es ist ofa’ —of+7, d.h. es ist (d) erfiillt und /,(& ») = § + 9. 
Ferner ist (w*)’ = of%, d. h. es ist (e) erfiillt und /,(&, 7) = Ey. 

Da 0° nicht definiert sind, so muB fiir ~=0 sowohl £ als auch y>0 
sein. In diesem Fall sind die beiden Gesetze erfillt, ebenso fiir « = 1. 


*) Nach § 1, VI miiBte es eigentlich heiBen: 6 >a'=a«. Doch auch fir 
«>> 1 ist der Satz richtig, denn dann ist aA 


B=af+0, dh E=0, a —=PCe und f =0< a’ =—1. 
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Sei a >2, dann sind beide Gesetze fiir y= 0,1 nach den definierenden 
Gleichungen in Nr. 2 erfiillt und werden leicht durch vollstindige In- 
duktion fiir jedes y erwiesen. 


9) Es ist also (d) und (e) erfiillt und daher gilt nach XXI—XXIII der 

Satz: Ist 6 eine d-Zahl, dann ‘hat fiir jedes der Beziehung 1<a<d 
geniigende « die Gleichung 0 = a* eine Wurzel &, die eine Hauptzahl von 
h(E, 4) = & + 9, also eine additive Hauptzahl ist. Hat umgekehrt eine iiber- 
endliche Zahl 8 die Eigenschaft, dap fiir jedes oberhalb 1 und nicht oberhalb 3 
gelegene « die Gleichung 3 = a eine Lisung & besitzt, dann ist 0 eine d-Zahl 
und diese Lisungen & sind additive Haupteahlen. — Ist « >2 und x eine 
von 1 verschiedene additive Hauptzahl, dann ist «* eine d-Zahl. 

Folgerung 1. Ist «>2 und B eine Limeszahl, dann ist a eine 
additive Hauptzahl.*) 

Denn der kleinste von Null verschiedene Rest der Zahl £ ist eine 
additive Hauptzahl a>1, d. h. B = 6 +2, also of = aa*. Da nun a* 
eine 6-Zahl, also eine additive Hauptzahl ist, so ist auch a a* = a eine 
solche. — Man kann das auch direkt beweisen: es ist a der Limes aller 
der Zahlen «’, die man erhilt, wenn # gegen # konvergiert. Nach § 2, 
Nr. 12, (a) ist @ eine additive Hauptzahl, wenn fiir jedes dieser # die 
Gleichung «*® + a =o? besteht. Nun ist B=#+ 7, wo » als Rest 


von # eine Limeszahl ist. Also ist «’ > > @; hieraus folgt 1 + a” = a" 
und weiter a? + «t= a+", dh. a? + of = a’, 
Folgerung 2. Ist «>2, 6 >, dann ist a? eine Limeszahl. 


Denn es ist B=@+ 7. Also ao = ea" eine Limeszahl, da a” eine 
solche ist. 

Folgerung 3. Ist «>2, dann ist die erste d-Zahl tiber « die 
Zahl &’. 

Nach § 4, Nr. 15, (e) ist die erste d-Zahl tiber « der Limes der 
Folge « = a, wa = a*,---, a" = aaa---(m Mal)---, d. h. die Zahl a”. — 
Wir folgern das auch unmittelbar aus dem Vorhergehenden. Denn a” ist 
eine 6-Zahl, da a>2 und @ eine additive Hauptzahl ist, und es ist 
«>a. Ist 6 eine 6-Zahl oberhalb a, so ist zu zeigen: d >a”. Nun 
ist nach unserem Satz in dieser Nummer 0 = a* >a, d. h. 2’ >1, also 
x >o und daher 6 > a”. 

10) Satz. Jede additive Hauptzahl ist eine Potenz von @, und um- 
gekehrt ist jede derartige Potenz w" eine additive Hauptzahl. 

*) Ist «” eine additive Hauptzahl, aber 6 — 6” + 1, dann folgt daraus, daB 
a? = o'«@ eine Hauptzahl der Addition ist, das gleiche fiir « selbst. Und ist « 
eine additive Hauptzahl, dann ist auch «* +! eine solche. 
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Beweis. Sei a eine additive Hauptzahl. Ist a= 1, dann ist =o. 
Sei daher a >1, dh. a>, und a>a>2, dann folgt aus Nr. 6 eine 
Gleichang der Form a = az’, wo a’ eine additive Hauptzahl unterhalb « 
ist. Also ist speziell fir «<@ stets 2 =—1 und =a. Wenn also x 
eine von 1 verschiedene additive Hauptzahl ist und « der Bedingung 
xz >a >a>2 geniigt, so ist 7 = a eine Potenz von a, d. h. fir ¢—@ 
erhalten wir x = wo”. Ist umgekehrt uw irgend eine Zahl, dann ist wm“ nach 
Nr. 9, Folgerung 1 (nebst Anm.) stets eine additive Hauptzahl. 

Die Cantorsche Normalform fiir eine Zahl @ gewinnt jetzt die Form: 

a= @°d, + a4, +---+o"a,, 

wo die Zahlen a, endlich sind und a, >«, >---> «a, ist. — 

Aus dem Satz von Nr. 9 folgt der 

11) Satz: Jede d-Zahl hat die Gestalt o@) und jede Zahl o™) (u>0) 
ist eine 0-Zahl. 

12) Es seien nun a>1 und 6=>0 in der Cantorschen Normalform 
gegeben. Es ist w in der Normalform darzustellen. 

Ist a= a<o und B= of +b, (b<o), dann ist 

of = a? = a”? a? = (a”)'a? = wa’. 

Das ist die Normalform von @*. Ist aber « >, dann ist in a =a”? a 
der zweite Faktor a nach § 4, Nr. 10 in der Normalform bekannt, wenn 
die Normaldarstellung von « gegeben ist. Es ist also nur noch der erste 
Faktor «#”*, der nach Nr. 9, Folgerung 1 eine additive Hauptzahl ist, 
genauer zu bestimmen, d. h. wenn die Normalform von a gegeben ist, 
dann ist anzugeben, wie die additive Hauptzahl a”? aussieht. Setzen wir 
nun die Limeszahl wf’ = 6 und bezeichnen wir die gréfte nicht oberhalb 
« gelegene Hauptzahl mit x, dann behaupten wir, daB o? =x? ist. Der 
Nachweis dieser Gleichung geht aus von der Ungleichung x9 >« >a>@. 
(Da «> ist, muB auch a> a sein.) Hieraus folgt 7 < *, also auch 
x? < a < (nw) <(x*)? = 2°? = x?. Somit ist x? = a. Da mit der Nor- 
malform yon « auch 2 bekannt ist, so ist hiermit «? gefunden. Setzt 
man nach Nr. 10: «= @%a,+--- und B=B6+b, so ist r=, of 
= oa’ = @%? o,*) 

13) Satz. Jede von Null verschiedene Zahl p lift sich auf unendlich 
viele oder endlich viele Arten als Potene darstellen, je nachdem B eine 
additive Hauptzahl ist oder nicht. 


*) Durch diesen Ausdruck definiert Hessenberg die Potenz (G. d. M. § 79). Man 
kénnte analog das Produkt mit Hilfe der Normalform definieren, indem man eine 
Festsetzung iiber die Multiplikation der additiven Hauptzahlen trifft; es wire noch 
vorher das distributive Gesetz zn fordern. 
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Beweis. Sei 6 keine additive Hauptzahl. Nach Satz VIII gibt es 
nur endlich viele Zahlen &, fiir die eine der Gleichung 6 = «* gentigende 
Zahl @ existiert, und diese Zahlen £ sind alle Nicht-Limeszahlen, da sonst 
B nach Nr. 9 eine additive Hauptzahl wiire. Also ist nach VIII (da 
hier (c’) gilt) 6 nur auf endlich viele Arten als Potenz darstellbar. — 
Sei nun f eine additive Hauptzahl z Ist a=1, dann ist r= 1 = 
fir «a= 1,2,3,---. Sei >, dann ist nach dem in Nr. 10 gegebenen 
Beweise 1 = a“ fiir «=2,3,---;@. Also laBt sich in der Tat jede additive 
Hauptzahl auf unendlich viele Arten als Potenz darstellen. 

14) Satz. Ist x eine von 1 verschiedene additive Hauptzahl und p 
eine Limeszahl, fiir die die Gleichung x = a eine Wurzel « hat*), dann 
hat diese Gleichung unendlich viele Wurzeln, die eine 8-Zahl 3 zum Limes 
haben. Es ist x = 0° und p ist der grifte unterhalb B gelegene Exponent, 
der bei allen Potenzdarstellungen von x auftritt.**) 

Beweis. Da nach Nr. 8 Voraussetzung (e) erfiillt ist, so sind nach 
XXIV unendlich viele Wurzeln « vorhanden, die eine Hauptzahl von 
f3(&, 4) = &, d. h. eine d-Zahl, zum Limes haben. Es ist a> 0, also 
nach Nr. 6: 2 = 6’ 2’, wo a’ eine additive Hauptzahl unterhalb @ ist. Sei 
nun « eine beliebige Wurzel der Gleichung x = a’, dann ist a < 0, also 
nach Nr. 9: d = a", wo x” eine additive Hauptzahl ist. Es folgt: 


= OF = OP a! = ol x’ = of’. 


Es sei nun 2’ > 1, dann ist « >a*’*, dh. B > 2B’, also ist B—2" 8’ +7, 
wo 7 >1 ist. Hieraus folgt 


ee =P ma Ot meh oder 2 =—ai>a 


fiir jede der Wurzeln «, also ist auch 2 >lima=4d, wihrend doch 
a <@ ist. Somit ist die Annahme 2’ > 1 unméglich und es folgt 2’ = 1 
oder = 0”. DaB fp’ der gréBtmégliche Exponent unterhalb £ ist, folgt 
aus XV. 


15) Die Hauptzahlen der Potenzfunktion sind die von Cantor ein- 
gefiihrten «-Zahlen.***) 

Eine ¢-Zahl ist eine oberhalb 2 gelegene Zahl «, fiir die die Glei- 
chung « = a* besteht, falls « irgend eine oberhalb 1 und unterhalb « ge- 
legene Zahl bedeutet. Es gilt nun: 

(a) Jede e-Zahl ist eine d-Zahl. (XX.) 

(b) Ist eine Zahl « der Limes einer Folge von Zahlen a, deren jede 
die Gleichung « = «* erfiillt, dann ist « eine &-Zahl. (X.) 

*) Nach Nr. 13 sind stets derartige Limeszahlen 6 vorhanden. 
**) Man vgl. den analogen Satz in § 4, Nr. 16. 
*) G. Cantor, Lc. §. 20. — Cantor rechnet nicht zu den s-Zahlen. 
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(c) Hat eine Folge von Zahlen «(>1) die Eigenschaft, dap mit « 
zugleich auch «* der Folge angehirt, dann hat die Folge eine «-Zahl zwm 
Limes. (XL) 

(d) Der Limes einer Folge von «-Zahlen ist eine e-Zahl. 

(e) Ist «>1, dann ist die erste s-Zahl iiber « der Limes der Folge 
Las a", a= as", a= ats", "> Saas ™ oe,” ° (XIIL) 

Die erste «-Zahl ist m*); man kann das u. a. aus (e) folgern, da @ 
der Limes der Reihe 2, 4, 16, 256, --- ist. 

Sei « >, dann ist die erste e-Zahl iiber « nach (e) der Limes der 
Folge a, a, =a", ,@,---, wo stets «,,,—a%" ist. Wir behaupten 
nun, dab «,,, =a." =a ist. Der Nachweis stiitzt sich auf Nr. 9. Es 
ist zuniichst wegen « >@ nach Nr. 9, Folgerung 2 die Zahl «, —«* eine 
Limeszahl, also nach Folgerung 1 derselben Nummer a, = a: eine additive 
Hauptzahl und deshalb weiter a, = a eine d-Zahl; also sind a, a,,--- 
alles é-Zahlen, d. h. «, ist fiir n >3 stets eine d-Zahl. Nun ist 


Qs = as = ates = ole’ **) 


= ole") = am, 


d. h. fiir » =1 ist die Behauptung richtig; fiir n —2 zeigen wir es so: 


1+a,) 


ts = as? ae @%% a ot, =s on™) = g, 


Sei fiir » >2 bewiesen, dab a, ,, — a, dann ist 


Cn+1 at he | fn+1 
Gag O45) =a =c ’ 


da «,,, >a, und a,,, fir n= 2,3,--- eime d-Zahl ist. Es wird also 
é der Limes der Folge a, a, = a*, a, = a%,---.**) Es erscheint mit Riick- 
sicht auf Satz (a) bemerkenswert, daB die Limesreihe a, @,, a, a, 4,°** 
nur 6-Zahlen enthalt, wenn man von den ersten drei Gliedern absieht, so 
daB also jede «-Zahl oberhalb @ als Limes einer Reihe von d-Zahlen dar- 
gestellt ist. 

16) Sei fir eine Zahl 6 eine Zahl « >2 vorhanden, sodab fp — af 
ist. Was laBt sich dann iiber 6 aussagen? Wir wissen, dab eine solche 
Gleichung nur fiir Limeszahlen § bestehen kann, da andernfalls af > p 
ist. Es geniigt aber aus 8 = a’ (a>2) die Folgerung zu ziehen, daB 
B>o ist. Denn dann ist nach Nr. 9, Folgerung 2 die Zahl ao” = 6 eine 
Limeszahl, also nach Folgerung 1: « = #6 eine additive Hauptzahl und 
schlieBlich folgt nach dem Satz in Nr. 9: of = # ist eine d-Zahl. Nun 

*) Man vgl. G. Hessenberg, P. t. 0. Hessenberg hat zuerst darauf hingewiesen, 
daB auch w den Charakter einer e-Zahl hat. 

“*) Das stimmt auch fir 2< «a<o. — Es wird direkt 


= lime, ,, = lima®* = aliman _ g*, 
n 


n 
Man ygl. die sich an den Beweis von XIII anschlieBenden Bemerkungen. 
Mathematische Annalen. LXVI. 18 
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schlieBen wir weiter aus 6 = a, daB erstens 6 = lim a’, wo @ gegen B 


v< 

konvergiert; zweitens ist fiir jedes dieser # stets #6 ms B, da B eine 6-Zahl 
ist, und somit ist («*?) = a9? =a =. Die Zablen «’, die 6 approxi- 
mieren, erfiillen also jede die Gleichung («*)? = 6. Nach Nr. 15, Satz (b) 
ist also 6 eine «-Zahl. — Weif man erst, daB 6 eine d-Zahl ist, dann 
kann man auch anders schlieBen: aus der Gleichung 6 = & folgt durch 
Kombination des Satzes XIV, Zusatz 2 mit dem Satz in Nr. 14, daB 
B= ist, wo « eine e-Zahl und mw eine additive Hauptzahl ist (da ja 
B eine 4-Zahl ist), und nach XIV ist «& > £8 und 6 = a? fiir jedes der Be- 
dingung 1 < « <« geniigende «. Es sei nun w > 1, dann ist B=e>z, 
also ¢8 = 6 und daher (2° = 2°? = 2? = 6, da ja 1<2<ée ist. Da nun 
2* = « ist, so haben wir &* = #, eine Gleichung, deren Unrichtigkeit wir 
kennen. Somit ist »=—1, d h. B=«e. Wir fassen zusammen: 

(f) Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB « eine e-Zahl 
ist, ist das Bestehen der Gleichung « = 2°. 

Der Satz (b) in Nr. 15 ist dadurch wesentlich verschirft; es zeigt 
sich eben, daB die charakteristische Gleichung nur fiir die Grundzahl 2 
zu bestehen braucht, um daraus fir alle Grundzahlen « << zu folgern. 
Das Ergebnis von Nr. 5 verschiirft sich dahin: 

(g) Es ist of > B, falls B keine e-Zahl und «> 1 ist. 

Es erscheint bemerkenswert, daB die « Zahlen sich wesentlich anders 
verhalten als die additiven Hauptzahlen und die d-Zahlen. Denn 2+ $8= 8 
charakterisiert nur die Zahlen 6 >@, aber nicht etwa nur die additiven 
Hauptzahlen; 26 = 6 sagt nicht aus, daB 6 eine d-Zahl ist, sondern nur, 
daB f eine Limeszahl ist. Dagegen charakterisiert 2°—£ vdllig die 
é-Zahlen. Es ist eben die Potenzfunktion eine Funktion f mit der Eigen- 
schaft, daB das Bestehen der Gleichung y = f(a, y) fiir eine einzige Zahl « 
bereits y als Hauptzahl von f charakterisiert, wihrend im allgemeinen 
dazu unendlich viele Gleichungen gehéren. 





Grore Lanpsperc. Isogonalfliichen eines Strahlenbiindels. 


Uber die Klasse der Flachen, welche ein Strahlenbiindel unter 
festem Winkel schneiden. 


Von 


Grorc LanpssBere in Kiel. 


Die logarithmische Spirale hat bekanntlich die charakteristische 
Rigenschaft, daB sie alle Strahlen eines ebenen Biischels unter festem 
Winkel schneidet. Es liegt hiernach nahe, das analoge Problem des 
Raumes zu behandeln und nach denjenigen Flaichen zu fragen, welche 
ein Strahlenbiindel unter festem Winkel schneiden. Da diese Filichen, 
wie es scheint, bisher keiner Untersuchung unterworfen sind, so gebe ich 
im folgenden eine Ubersicht iiber die ihnen zukommenden Eigentiimlich- 
keiten und die verschiedenen méglichen Arten ihrer Erzeugung. Das 
Hauptergebnis ist, daB jede solche Flaiche durch Bewegung einer logarith- 
mischen Spirale erzeugt werden kann, deren Ebene auf einem vom Scheitel 
der Spirale ausstrahlenden, sonst aber véllig beliebigen Kegel ohne Gleiten 
entlang rollt. 

1. Um zuniichst die partielle Differentialgleichung des Problems auf- 
zustellen, fiihren wir Polarkoordinaten r, #, p ein und nehmen die Glei- 
chung der Fliche in der Form an: 


(1) r= a(%, ). 

Differenziiert man alsdann die Gleichungen: 

(2) z=rsin@?cosg, y=rsinétsing, z=—r cos @, 

welche in Verbindung mit (1) eine Parameterdarstellung der Fliche in 
sphiirischen Koordinaten #, m geben, so erhilt man fiir die Richtungs- 


kosinus X, Y, Z der Normale die folgenden Gleichungen, in denen 4 einen 
unbekannten Parameter bedeutet: 


X sin # cos p + Y sin # sin mp + Z cos # = — A, 
X cos # cos p + Y cos # sin mp — Z sin 9 = 128", 
(3) 
: a1 
—Xsing + Ycos » =A eae! 
x? + Y? + Z? at. 
13* 
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Quadriert und addiert man die ersten drei Gleichungen, deren Koeffizienten- 
system orthogonal ist, so erhilt man zunichst fiir den Parameter A: 


(4) ait (78)'+ (SEE), 


worauf alsdann X, Y, Z bestimmt werden kénnen. 

Soll nun die Tangentialebene der Flaiche mit den Strahlen des Biindels 
den festen Winkel h bilden, so muS zufolge der ersten Gleichung (3) 
4 konstant und gleich + sinh sein. Somit geniigen die hier behandelten 
Flichen der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung: 


= lg r\2 Igr \2 
6) (6°) + Ginoae) ~ 8» 

2. Diese partielle Differentialgleichung besitzt eine sehr einfache 
geometrische Bedeutung, durch welche es méglich wird, die Gesamtheit 
der auftretenden Flichen zu iibersehen und fiir sie eine der oben er- 
wahnten Eigenschaft der logarithmischen Spirale analoge Erzeugung an- 
zugeben. Die Differentialgleichung ist namlich im wesentlichen von der- 
selben Form wie die Jacobi-Hamiltonsche Differentialgleichung, welche 
beim Problem der geoditischen Linien auftritt. 

In der Tat, lautet fiir eine beliebige Fliiche die erste Fundamental- 
form 

ds* = Edu? + 2Fdudv + Gdv’, 
so ist der geodiitische Abstand eines Punktes (u, v) der Flache von einer 
beliebig gegebenen Linie oder einem gegebenen festen Punkte eine Funktion 
@(u, v) der Koordinaten, welche der partiellen Differentialgleichung geniigt: 
@ (55) —2F 5 ge + (Ge) — BO—F**) 
Auf der Einheitskagel S, auf welcher 
ds* = d#* + sin’ # dg’ 

ist, gentigt hiernach der geodiitische Abstand eines Punktes (#, m) von 
einer beliebigen auf S gewihlten Kurve © der Gleichung 


e0\2, 1 6\2 
(68) (Fo) + save (fq) ~ 1 
welche nur durch den Faktor ctg* h von der Gleichung (5) unterschieden ist. 
Hieraus entspringt nunmehr die folgende Erzeugung aller Fiichen 
der Gattung. Man wihle auf der Einheitskugel S eine beliebige Kurve € 
und konstruiert zu dieser die zugehérigen sphirischen Parallelkurven, 
indem man auf den geoditischen Normalen von € eine feste Linge 0 = 0, 


*) s. Bianchi, Differentialgeometrie S. 160, § 81 Ende und S. 67, Gleichung (14). 
Vgl. auch meine Arbeit iiber Kriimmung in der Variationsrechnung, diese Ann. Bd. 65, 
8. 325f. 
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auftrigt. Die Gesamtheit dieser Kurven @ = const. bildet eine Schar S, 
welche die Kugel in ahnlicher Weise tiberdeckt, wie es die Breitenkreise 
tun, und in diese Schar in dem speziellen Falle tibergeht, daB die Kurve © 
der Aquator (oder der Pol) der Kugel S ist. Wenn man alsdann jede der 
Kurven 6=06, in der Weise vom Mittelpunkt der Kugel aus einer Ahnlich- 
keitstransformation unterwirft, daB die Entfernung r der neuen Kurve der 
Bedingung 


(6) lg r = 6 ctg h + const. 


geniigt, so erfiillt die Schar der so erhaltenen Kurven eine Fliche der 
geforderten Eigenschaft, denn durch die Substitution (6) geht die fiir die 
Funktion 6 geltende partielle Differentialgleichung (5a) in (5) tiber. Uber- 
deckt man also die Einheitskugel in der angegebenen Weise mit einer 
Schar von Parallelkurven, so sagt die Gleichung (5) oder (6) einfach aus, 
daB der Logarithmus des Leitstrahles r auf der Flaiche proportional dem 
Abstande einer festen und einer verinderlichen Parallelkurve auf der Kugel 
sein muB. 

Geht insbesondere die Kurve © in einen Punkt tiber, den man zum 
Pol der Einheitskugel wihlen kann, so sind die Kurven 6 = const., wie 
schon erwahnt, die Breitenkreise und die zugehérigen Kurven der Fiiiche 
sind daher ebenfalls Kreise, deren Ebenen parallel sind. Die Flache ist 
alsdann einfach eine Rotationsfliche, welche durch Drehung einer logarith- 
mischen Spirale um eine in ihrer Ebene gelegene und durch den Scheitel 
hindurchgehende Achse erzeugt wird. Denn ein Meridian St der Einheits- 
kugel geht durch die Transformation (6) in eine logarithmische Spirale 
S tiber, und ebenso wie die Kugel durch Rotation des Meridians 2% um 
die Achse entsteht, so geht die entsprechende Fliiche unserer Klasse aus 
der zugehérigen Spirale S durch Rotation um dieselbe Achse hervor. 

Auch unter allgemeinen Bedingungen kénnen wir der ersten Erzeugungs- 
art unserer Flichen eine zweite zur Seite stellen, welche anschaulicher 
als jene ist, weil sie die Flichen, ebenso wie in dem eben erérterten 
speziellen Falle, durch Bewegung einer logarithmischen Spirale im Raume 
entstehen laBt. 

In der Tat, betrachtet man statt der Kurven 6 = const. der Einheits- 
kugel ihre rechtwinkligen Trajektorien, so sind dies gréBte Kreise der 
Kugel, welche eine gewisse sphirische Kurve €, die Evolute der Parallel- 
kurven @ = const. einhiillen. Diese gréBten Kreise gehen durch die Trans- 
formation (6) in kongruente logarithmische Spiralen tiber. Da die Ebenen 
der gréBten Kreise den durch die Evolute € bestimmten Kegel K tan- 
gieren, so rollt auch die Ebene der logarithmischen Spirale auf diesem 
selben Kegel. Der Kegel K ist hierbei véllig willkiirlich; hiernach ent- 
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steht die allgemeinste Fliche unserer Gattung durch Bewegung einer logarith- 
mischen Spirale, deren Ebene auf einem Kegel rollt, welcher denselben 
Scheitel wie die Spirale hat. Sie gehért also zu der Klasse der Flachen, 
die zuerst von Monge untersucht worden sind und welche durch Be- 
wegung einer ebenen Kurve entstehen, deren Ebene an einer abwickelbaren 
Fliche entlang rollt.*) Man nennt eine solche Monge’sche Flache be- 
kanntlich eine Gesimsfliiche (surface moulure), wenn die Ebene auf einem 
Zylinder rollt; da die Bewegung hier an einem Kegel erfolgt, so kann 
man sie wohl als eine ,,konische Gesimsfliche“ bezeichnen. 

Langs einer der logarithmischen Spiralen © unserer Fliche fillt 
offenbar die Flichennormale mit der Kurvennormale zusammen, weil ja 
jede dieser Spiralen durch eine Drehung um eine in der Kurvenebene liegende 
Achse in die niichstfolgende iibergeht und die momentane Bewegung also 
senkrecht zur Ebene der Spirale erfolgt. Diese Tatsache setzt es in Evi- 
denz, daB die Fliche die am Anfange gestellte Forderung erfiillt, und sie 
ergibt die weitere Folgerung, daB die Spiralen eine Schar von Kriimmungs- 
linien der Flache bilden. Die zweite Schar der Kriimmungslinien wird 
von den sphirischen Kurven 6 = const. gebildet; da nimlich die Kugel- 
normalen lings einer solchen Kurve.einen Kegel bilden und da aus diesen 
die Flichennormalen hervorgehen, indem man sie in ihren Normalebenen 


um den konstanten Winkel = —y dreht, so miissen, nach einem allge- 


meinen Satze der Kurventheorie**), auch die letzteren einander schneiden, 
die Kurve mu8 also Kriimmungslinie sein. Dasselbe Resultat kann auch 
fiir beide Arten von Kriimmungslinien durch Anwendung des Satzes von 
Joachimsthal erhalten werden, nach welchem eine ebene oder sphiirische 
Flachenkurve stets Kriimmungslinie ist, wenn lings ihrer die Flachennor- 
malen einen konstanten Winkel mit der Ebene, resp. mit der Kugel bilden. 

3. Wir wollen jetzt noch die analytische Darstellung der allgemeinsten 
Flaichen unserer Klasse herleiten und hierdurch die erhaltenen Resultate 
bestitigen. Da wir zu diesem Zwecke einige Eigenschaften der sphirischen 
Evolventen und Evoluten gebrauchen, so stelle ich im folgenden in Kiirze 
die wichtigsten hierauf beziiglichen Siitze der Geometrie der Kugel zu- 
sammen. 

Es sei eine Kurve auf der Einheitskugel gegeben durch die Glei- 
chungen: 
(7) a=a(s), B= f(o), y= (9), 
in welchen 6 die Bogenliinge bedeuten soll, sodaB: 

*) Monge, Application de l’Analyse 4 la Géométrie, 5° édition, p. 322 
Darboux, Legons sur la Théorie générale des Surfaces, t. I, p. 103. 

*) Vgl. Bianchi, Differentialgeometrie § 17. 
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e+ P+/—1, aa + BR + yy’ =0, a’? + B+ ytml 
ist. Die Gleichung der geoditischen Normalen ist alsdann: 
Ea’ + np + oy’ _ 0, 
und wenn man also zwei konsekutive Normalen zum Schnitt bringt, so 
findet man fiir den sphirischen Kriimmungsradius o: 
. * % 
(8) ¢ pf 7 |=ctgo 
a” Bp’ y" | 
und als Gleichungen der sphirischen Evolute: 
— =a cos @ + (py —f'y) sina, 
(9) "7 = B cos @ + (ya’—y'a) sin w. 
[= y cos @ + (af’—a’B) sino, 
Das Bogenelement der sphirischen Evolute ist dw, bezeichnet man also 
“die Bogenliinge derselben mit v, so ist wie bei ebenen Kurven 
(10) v=o+a. 
Geht man umgekehrt von der Evolute aus, deren Gleichungen, auf die 
Bogenliinge v bezogen, lauten mégen 


(11) § * &(v), = n(v), c= &(v), 


so findet man leicht entweder direkt oder durch Umkehrung von (9) die 
Gleichungen der sphirischen Evolventen: 


a = £ cos (v—a) — & sin (v—a), 
(12) B = 7 cos (v —a) —y’ sin (v—a), 

vy = § cos (v—a) — € sin (v —a), 
in welchen den verschiedenen Werten von a die ganze Schar der Parallel- 
kurven entspricht. 

Bezeichnet man den sphirischen Kriimmungsradius der Evolute (11) mit 

Q = A(v), 
so ergibt die Differentiation der Gleichungen (12) nach v: 

da = — sin (v—a) (E+ &”) dv = — sin (v—a) ctg Q (nf —fn')dv 
und zwei entsprechende Gleichungen; das Bogenelement der Kurve (12) 
ist somit 

do = sin (v—a) cig Q dv. 

Zusatz. Diese Formeln geniigen fiir unsere Entwicklungen voll- 
stindig, doch mégen, um den Zusammenhang mit den allgemeinen Be- 
griffsbildungen der Infinitesimalgeometrie herzustellen, noch folgende Be- 
merkungen hinzugefiigt werden, welche leicht zu bestiitigen sind. Ist a, 
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ebenso wie vorher, der sphiirische Kriimmungsradius der Kurve (7) und 
do ihr Bogenelement, so ist g@ =sin@ der raumliche Kriimmungsradius 


und t = o der riumliche Torsionsradius; diese beiden GréBen sind also 
durch die fiir sphirische Kurven charakteristische Bedingung 

e+e (y= 19 
aneinander gebunden. Der riumliche Kontingenzwinkel, der auch der Winkel 
benachbarter geoditischer Normalen ist, ist hiernach — : der Winkel 


benachbarter geoditischer Tangenten hingegen ist doctg@, also ctg@ 
die geoditische Kriimmung der Kurve, und der sphiirische ExzeB des von 
zwei benachbarten geoditischen Normalen und dem Bogenelement do ge- 
bildeten Dreiecks somit gleich do tg . . 


4. Es sei jetzt der in Nr. 2 erwahnte willkiirliche Kegel K durch die 
Gleichungen (11) gegeben. Ersetzt man dann in (12) den Parameter a, 
durch @, so stellen die Gleichungen: 


=r-a(6,v) = r(§ cos (@—v) + & sin 6—»), 
(13) y =r - B(0,v) = r(n cos @—v) + 7 sin 6—»v)), 
z=r-y(6,v) =r(€ cos (@—v) + ¢ sin (@—») 
bei gegebenem @ und r und veranderlichem v die Bewegung eines festen 
Punktes einer Ebene dar, die auf dem Kegel K rollt, ohne zu gleiten. 
Die Gleichungen (13) stellen bei konstantem r und verinderlichem 
@ und wv eine Schar konzentrischer Kugeln, bei konstantem v und ver- 
ainderlichem r und @ die Schar der Tangentialebenen des Kegels K, endlich 
bei konstantem @ und verinderlichem r und v die zu den sphirischen Parallel- 
kurven (12) gehérigen Kegel dar, und diese drei Flichenscharen bilden ein 
orthogonales System. In der Tat ist, wenn man in den Funktionsbezeich- 
nungen «, 6, y jetzt nur noch den Parameter @ zum Ausdruck bringt: 


dz = dra(@)+rdaé-« (6+ 3) +r sin (9@—v) ctg Q(nf’—En')dv, 


(14) | dy = dr B(0)+rd0-6(6 + =) +r sin (0—) otg Q(gt'—EE’) dv, 


dz =dry(0)+rd0-y (0+ >) +r sin (@—v) etg Q(En'—&n)dv, 
also 
(15) dv’ +dy + d2—dr* + r°d@ + r* sin® (6—v) etg*® Q dv’. 
Bestimmt man jetzt r irgendwie als Funktion von 6, so beschreibt die 
hierdurch gegebene Kurve der Tangentialebene des Kegels K bei der 


*) Vgl. Bianchi, Differentialgeometrie, § 15 Ende. 
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Rollbewegung eine konische Gesimsfliiche, fiir welche sie Kriimmungs- 
kurve wird. 

In dem besonderen Falle, den wir hier behandeln, ist r als Funktion 
von @ durch die Gleichung (6) bestimmt; es ist also 


a — dO ctg h. 


Hiernach ergeben sich die Richtungskosinus der Normale’ unserer Fliche 
aus den Gleichungen (14) in der Form: 


(16) X—a(O+h+ 5), Y—B(O+h+5), Z—y(0+h+5), 


durch welche jetzt auch analytisch die geforderte Eigenschaft der Tan- 
gentialebenen der Flache in Evidenz gesetzt wird, und die erste Funda- 
mentalform lautet: 


(17) ds? =r? ( - 


=n¥_ + Sin? (6—v) etg?Q av’) . 


Auch die zweite Fundamentalform lé8t sich nunmehr mit Hilfe der Glei- 
chungen (16) leicht berechnen und erhilt, wenn 9 den Kriimmungsradius 
des Normalschnittes bedeutet, die Gestalt: 


ae _ (a0 


a <= r (535 — ctg? 2 sin (6—v) cos (0 +h—v) dv’), 


wobei, wie es sein muB, das mittlere Glied in Fortfall gekommen ist. 
Die Flichenkriimmung ist hiernach 


; sin h cos (v—6—h) 
(19) = r'sin(@o—6) ” 


und die Hauptkriimmungsradien R, und R, haben die Werte: 
(20) R, = r R, r sin (v—@) 


sinh’ ™ cos(v—O—h) 





Berichtigung 
zu dem Aufsatz von K. VonderMihll: Zum Andenken an Adolph Mayer. 
Math. Ann. Bd. 65, 8. 481—432. 
8. 481. Textzeile 10 vo. lies 1857 statt 1859. 
- a 13 v. o. fehlt hinter 14. Dezember die Jahreszahl 1860. 
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Applicazioni della teoria dei gruppi continui alla geometria 
differenziale e alle equazioni di Lagrange. 


Di 


Guipo Fusmi a Genova. 


E ben noto il problema, che Sophus Lie ha studiato nel terzo 
volume della sua «Theorie der kontinuierlichen Transformationsgruppen», 
e a cui egli ha dato il nome di problema di Riemann-Helmholtz. Gli 
studii dedicati a questa questione si propongono di caratterizzare la 
metrica euclidea, e poche altre geometrie, partendo da alcune proprieta 
del corrispondente gruppo di movimenti; le quali si assumono come postu- 
lati, 0, se si vuole, come definizioni per la geometria studiata. 

A tale ordine di ricerche si riconnettono intimamente le questioni, di 
cui ci vogliamo qui occupare. Indicando con a,, = a,, (i,k =1, 2,..., n) 
funzioni di m variabili z,, 2, ..., 2, finite e continue insieme a quelle 
loro derivate, che @ necessario considerare, si assuma la forma differen- 
ziale quadratica 
(1) 2nd, de, 
come elemento lineare ds**) di una geometria metrica. E si cerchino, 
tra le geometrie generali cosi definite, quelle geometrie, per cui esiste 

*) Vale a dire, io, per definizione, assamo 

ds* = Sa;,dx,dx, 
come uguale al quadrato della distanza dei punti 
(@, 5 %y,*++,2n) © @, +dx,, a +d2,,---, 2, +dz,). 
La lungheaza di una linea qualunque sara uguale poi all’ integrale 


esteso alla linea stessa. 
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«) un gruppo continuo di movimenti*), ossia un gruppo, le cui 
trasformazioni lasciano inalterate le lunghezze, e quindi anche gli angoli**), 
le geodetiche***), ecc.; 

oppure 

B) un gruppo continuo conforme, ossia un gruppo di trasformazioni 
conformi (che conservano gli angoli); 

oppure 

y) un gruppo continuo geodetico, ossia un gruppo di trasformazioni 
geodetiche (che portano ogni geodetica in un’ altra geodetica); 

oppure 

6) un gruppo continuo, le cui trasformazioni portano ogni iper- 
sferay) in un’ altra ipersfera. 

Tra tutte le geometrie, per cui esiste un tal gruppo, ricorderd le ben 
note geometrie a curvatura costante (la geometria euclidea, e le cosidette 
geometrie non euclidee); per esse i gruppi corrispondenti hanno il mas- 
simo numero di parametri (cfr. pid precisamente i §§ 2, 3, 4, 5). 

Le precedenti ricerche, oltre che per le loro relazioni col problema 
di Riemann-Helmholtz, sono importanti sia da un punto di vista pura- 
mente geometrico, sia per le loro relazioni con altre parti dell’ analisi. 


*) Quale importanza abbia la natura del gruppo di movimenti nello studio 
di una particolare geometria, @ ben noto fino dai primi rudimenti della comune 
geometria elementare (geometria euclidea). Cosi l’esistenza nel gruppo dei movimenti 
euclidei di un sottogruppo invariante di trasformazioni permutabili (traslazioni) é il 
fondamento della teoria delle rette parallele secondo Euclide. E cosi in modo ana- 
logo l’esistenza nel gruppo dei movimenti in una metrica ellittica a tre dimensioni 
di due sottogruppi invarianti e permutabili di scorrimenti @ il fondamento della 
teoria delle rette parallele (secondo Clifford) in tale geometria: teoria, che ha tanti 
punti di contatto con la teoria delle parallele euclidee (cfr. la Memoria dell’ 
Autore: Il parallelismo di Clifford (Annali della R. Scuola Norm. Superiore di Pisa, 
vol. 9, 1900)). 

**) Si dice angolo delle due direzioni congiungenti il punti (#,) rispettivamente 
al punto (z;-+ da, e al punto (#,-+ d2,) l’angolo © definito dalla: 


2 4;, dz; Ox, 


cos 0 = ——— ——— > 
V24% da; dx, Vra%x Ou; bx, 





Quest’ angolo non muta, se si moltiplicano tutte le a;, per una stessa quantita. 
***) Geodetica 2, come @ noto, ogni linea che annulla la prima variazione di 


SV Een de, dx, 


+) Ipersfera @ ogni ipersuperficie, che taglia ortogonalmente le geodetiche 
uscenti da un punto O (centro). I segmenti di geodetiche, compresi tra O e una 
ipersfera di centro O sono tutti uguali tra di loro. La loro lunghezza si suol 
chiamare il raggio dell’ ipersfera. 





204 Gumo Fusr1. 


Cosi, come la teoria della metrica di Bolyai @ fondamentale per lo 
studio della funzioni fuchsiane, molte altre classi di metriche, che ammet- 
tono un gruppo continuo di movimenti, sono importantissime per lo studio 
di altre classi di funzioni automorfe. La teoria dei gruppi continui pro- 
iettivi ha intimi legami con la teoria dei gruppi di movimenti; e in par- 
ticolare il celebre problema della determinazione di tutte le ipersuperficie 
di uno spazio lineare, che ammettono un gruppo continuo di trasforma- 
zioni proiettive in sé stesse, non é che un caso particolare del problema 
della determinazione delle metriche, che ammettono un gruppo continuo 
di movimenti. *) 

Le questioni precedenti hanno poi un intimo legame con lo studio, 
dal punto di vista di S. Lie, delle equazioni di Lagrange di un sistema 
olonomo con gradi di liberta; tali legami appaiono evidenti appena si 
ricordi che la forza viva di un tale sistema @ data dal rapporto di una 
forma del tipo (1) (quando con z, si indichino le coordinate libere) al 
quadrato del differenziale del tempo. 

Il presente lavoro vuol dare un rapido riassunto dei risultati finora 
ottenuti in questo ordine di ricerche. Dopo un paragrafo dedicato a for- 
mole preliminari, in altri quattro -paragrafi si occupa delle questioni 
«), B), vy), 9) sopra citate; e nell’ ultimo paragrafo si occupa delle appli- 
cazioni dei precedenti risultati alle equazioni di Lagrange. 


§ 1. 
Formole preliminari. 


Sia (1) I’ elemento lineare ds* di una metrica. Se questa é reale, la 
forma (1) sara una forma definita positiva. Molte delle seguenti con- 
siderazioni valgono perd indipendentemente da questa ipotesi, e richiedono 
soltanto che (1) non sia degenere. Sia A;,, il complemento algebrico di 
a,, nel discriminante |a,,| della (1); seguendo le notazioni adottate dal 
Prof. Bianchi, con 


. ik Oar , Oa, 8 
(2) } | 5 4. (5 a +e-2) (i, k,l = 1, 2,. 


r=1 


e con 


(3) = {th, kl} = - any mt : +> ({"" Af ("| (i) 


ei malin ae 


*) Per tutti questi rapporti cfr. la mia Introduzione alla teoria dei gruppi 
discontinui e delle funzioni automorfe (Pisa, Spoerri, 1908) (§§ 7, 8, 9,15, 16, 20, 21, 25). 
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indichiamo i noti simboli di Christoffel e di Riemann di seconda specie. 
Le equazioni delle geodetiche saranno 


a? rt) dz,d ; 
(4) wat>| i “= 0 (r,,¢=1,2,...,m 
r,t 


Indichiamo con 
i= yes dz, 


r=1 


ana trasformazione infinitesima di Lie sulle variabili z. Le &, siano fun- 
zioni finite e continue delle x, insieme a tutte quelle loro derivate che 
ci occorreranno. Sia ¢ un parametro infinitesimo, di cui trascureremo 
le seconde potenze. La X portera xz, in z,+§, e quindi portera la 
forma (1) nella forma 


Dial they = 1, + 8&,)d (x, + 6&,)d (a, +€6,) 


- Slou a Pe oe] (dz, + ‘Din t,) (dx,+ «> 3a, 4%.) 


= 2, S (Gu + 84x) dx;dz,, 
Gh 


dove si & posto.*) 
. 7 
(6) Ain = 2 (2 atk a;, if ra kr 5): 


ik bk)’ 
Indicheremo con |" ; oa ef"; 7 e con {ih, kl} + {éh, kl}’ i simboli 
di Christoffel e di Riemann per |’ elemento lineare trasformato 
(7) > (an + Eajy) dx, dzy. 


i 
Si trova**) 


© (T}-aantD [bee |+ [Tart ae-(, fab 

(9) (ih, kl}’ = 

-> (4 ie Gags poate 52) 
(i, h, k, 1, r= 1, 2,..., m). 


*) Questa formola @ dovuta al Killing. 

**) Le formole seguenti, insieme a molte altre formole analoghe, sono state 
date dall’ Autore nella sua Memoria: Sui gruppi di trasformazioni geodetiche (Mem. 
della R. Accad. delle Scienze di Torino, Serie 2, Tomo 53; 1903). 
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La condizione, affinché il gruppo G, generato dalla X sia un gruppo di 
movimenti per la metrica definita da (1), @ evidentemente quella che le 
forme (1), (7) coincidano, ossia che: 


a @ a, . 
(Il) ais -2(t ot + a, a + %, 5) =—@ (i,k = 1,2,...,”.) 


Affinche invece G, sia un gruppo di trasformazioni conformi, devono 
essere uguali angoli corrispondenti nelle metriche definite dalle (1), (7). 
Le forme (1), (7) devono essere, percid proporzionali, ossia deve esistere 
una funzione H delle xz, tale che 
(11) a, = Hay, (i,k = 1, 2,...,m). 
Affinche G, conservi le geodetiche per la nostra metrica, essa deve mutare 
ogni linea che soddisfi alle (6) in un’ altra linea che soddisfi ancora 
alle (6). Cid che avviene allora e allora soltanto*) che: 

ik)’ (kky’ fil)’ 
(IIT) 2)" \_ k \—{",}=0 (+k, lk; i, k,l = 1, 2,...,m). 
Dalle (1) segue evidentemente: 

hey! 
(r’) * |—0 (i, k,t—1,2,...,n). 
Le (I’) dimostrano, confrontate con le (III), il fatto evidente che un 
gruppo di movimenti porta ogni geodetica in un’ altra geodetica. 
Scrivendo le condizioni di integrabilita delle (III), si trova 

{ih, kl}’=0 (h+t, hk, hl; i,h, k, l=1, 2,...,n), 
{ id, kl}’—{hh, kl}’=0 (i--k, i+l, hk, hl; i,h, k,l =1, 2,...,n), 
{ki, li}’—{ kh, th}’=0 (ki, li, kh, lh; i,h,k,l=1,2,...,0). 


(ur) 





§ 2. 
I gruppi di movimenti. 


Le (I) sono le equazioni fondamentali della teoria dei gruppi di 
movimenti; le (I’), che ne seguono, permettono, in virti delle (8), di 
esprimere le derivate seconde delle — in funzione lineare delle &, e delle 
loro derivate prime. Questa osservazione, insieme alle (I), dimostra che 
il movimento infinitesimo pid generale per |’ elemento lineare (1) contiene 
2e@t+) 

2 


al massimo parametri. E un facile calcolo dimostra che questo 


numero massimo @ raggiunto allora e allora soltanto che (1) é a curva- 
tura costante. 


*) Cfr. la Memoria sui gruppi di trasformazioni geodetiche citata or ora. 
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Per trovare tutte le altre metriche, che posseggono un gruppo con- 
tinuo di movimenti, il metodo che seguiremo @ di ricercare dapprima i 
possibili gruppi di movimenti, e di studiare poi gli spazii corrispondenti. 
I] risultato, che @ a base di tutto lo studio @ il seguente*): 

Teorema A. Se un gruppo di movimenti su n variabili ammette delle 
varieta minime invarianti a m <n dimensioni, allora, con un cambiamento 
di variabili, si pud trasformare il nostro gruppo in un gruppo transitivo 
su sole m variabili. 

La ricerca resta cosi limitata ai soli gruppi transitivi. E si trova che: 

Teorema B. Sia G un gruppo transitivo su n variabili x, che per un 
momento considereremo come coordinate cartesiane in uno spazio euclideo 
rappresentativo S. Condizione necessaria e sufficiente, affinché G possa essere 
gruppo di movimenti in una qualche metrica é che, se A é un punto gene- 
rico di 8, esista un sistema di elissoidi omotetici col centro in A, tali che 
ogni punto B infinitamente vicino ad A debba per ogni trasformazione di G 
essere portato in un punto appartenente ancora allo stesso elissoide, che passa 
per B. (E si noti che, se questa condizione @ soddisfatta in un punto A, 
essa @ soddisfatta in ogni altro punto). 

Questo teorema si pud anche enunciare cosi, quando si assume il 
punto A come origine (come punto 2, = 7, =-+--= 2, = 0): 

Teorema B’. Condizione necessaria e sufficiente affinché un gruppo tran- 
sitivo G su m lettere si possa considerare come gruppo di movimenti, é che 
le variabili indipendenti si possano scegliere in guisa che le trasformazioni 
infinitesime di G siano tutte del tipo: 


0 a 
> “5a, + D Patan ti 
i i,k 
(a,, By, = cost; Bi, + B= 0; i,k=—1,2,..., n) 


dove i termini trascurati sono infinitesimi per x,—0 del secondo ordine 
almeno.**) 

Dai Teoremi A, B e dai risultati dei Kap. 27e 29 del citato libro 
di Lie ed Engel segue 

Teorema ©. Tutti gli spazii, che ammettono un gruppo continuo di 
movimenti, e i corrispondenti gruppi si possono determinare con quadrature. 


° 


*) I teoremi, qui sotto enunciati, furono dimostrati dall’ Autore nella sua Memoria: 
Sugli spazii, che ammettono un gruppo continuo di movimenti (Annali di Matematica, 
1902; Serie 3, Tomo 8, pag. 39 e seg.). 

**) Di questo teorema fece applicazioni notevoli e importanti per la ricerca e 
la classificazione dei possibili gruppi di movimenti il Dott. Siro Medici nella sua 
Tesi: Sui gruppi di rotazioni (Ann. della R. Scuola Norm. Super. di Pisa; vol. 10; 1900). 
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_ Applicazioni particolari di questo teorema, oltre che nel citato lavoro 
del Dott. Medici, si troveranno nella Memoria citata dell’ Autore e in 
un altra, che le & complemento, relativa agli spazii a quattro dimensioni 
(nel Tomo 9, Serie 3, degli Ann. di Matem.). 

Ricorderd ancora che dal Teorema B segue subito il teorema del Prof. 
Bianchi:*) 

Ogni gruppo semplicemente transitivo si pud considerare come gruppo 
di movimenti. 

§ 3. 
I gruppi conformi. 

Le formole che servono di base alla teoria dei gruppi conformi sono 
ie (IT) del $1. Anche per i gruppi conformi vale il Teorema A, che nel § 2 
abbiamo dato per i gruppi di movimenti.**) E si possono dimostrare 
per i gruppi conformi anche altri teoremi, di cui ricorderd qui qualcuno: 

Un gruppo intransitivo di trasformasioni conformi in uno spazio S si 
pud considerare come gruppo di movimenti in un altro spazio 8. 

Due trasformazioni conformi infinitesime in uno spazio a pit che due 
dimensioni non possono avere le stesse traiettorie. 

Si pud anche dimostrare un teorema affatto analogo al Teorema B del 
§ 2 per i gruppi di movimenti, e che noi enuncieremo addirittura nella 
forma seguente: 

Condizione necessaria e sufficiente affinche un gruppo G (che, per il 
Teorema A, noi possiamo supporre senz’ altro transitivo) si possa considerare 
come gruppo conforme in una qualche metrica é che si possano scegliere le 
variabili coordinate x in guisa che ogni trasformazione infinitesima di G 
sia del tipo: 


D> 30 + > Bak ~ + y >a, + ines 


(a, Bi, y = cost; B,, + B= 0; i, k= 1,2,---, m) 

*) Il seguente teorema é@ stato enunciato dal Prof. Bianchi nella sua Memoria: 
Sugli spazii a tre dimensioni che ammettono un gruppo continuo di movimenti. (Mem. 
della Societa Italiana delle scienze, 1897). In questo lavoro si pone e si risolve 
completamente il problema della determinazione di tutti gli spazii a tre dimensioni, 
che ammettono un gruppo continuo di movimenti. Al lavoro del Prof. Bianchi segui 
una pregevole memoria del Cotton negli Ann. de |’ Ecole Norm. Supérieure, e un 
lavoro del Prof. Ricci nelle Mem. della Societd Italiana delle Scienze (1899), in cui 
le variet&é del Prof. Bianchi sono caratterizzate invariantivamente. 

™) La dimostrazione di questo teorema, e dei seguenti si trova nella Nota 
dell’ Autore: Sulla teoria degli spazii, che ammettono un gruppo conforme (Atti della 
R. Accad. di Torino, Vol. 38; 1903). Nuove dimostrazioni, insieme a un importante 
complemento, a cui accenneremo pit tardi, sono contenute nella Nota del Dr: Siro 
Medici: Sui gruppi conformi (Rend. del, Circ. Matem. di Palermo, Tomo 26, 1908). 
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dove i termini trascurati sono infinitesimi almeno del secondo ordine per 
x, = 0. 

Si dimostrano poi i seguenti due lemmi: 

Se il gruppo G contiene anche una sola trasformazione infinitesima, 
per cui sono nulle le costanti a, B, y, 0 anche soltanto le costanti a, B, 
allora ogni spazio, che ammette G come gruppo conforme é rappresentabile 
conformemente sullo spazio euclideo, ed ammette quindi come gruppo con- 


“FDOT parametri delle inversioni per raggi vettori 


(n +1) (+2) 
2 


forme il gruppo a 
reciproci di questo spazio. In ogni altro caso G ha meno di 
parametri. 

Se per ogni trasformazione infinitesima di G il coefficiente y é nullo, 
ossia (§ 2, Teor. B) se G si pud considerare come gruppo di movimenti, 
ogni spazio, che ammette G come gruppo conforme é rappresentabile con- 
formemente su uno spazio che ammette G come gruppo di movimenti. 

Valendomi di questi lemmi, io ho dimostrato il seguente teorema, che 
esaurisce la nostra ricerca per gli spazii a tre dimensioni: 

Uno spazio a tre dimensioni, che ammetta un gruppo G di tras- 
formazioni conformi é conformemente rappresentabile o sullo spazio euclideo, 
o su un altro spazio che ammette G come gruppo di movimenti. 

Questo teorema, che esaurisce la ricerca degli spazii a tre dimensioni, 
che ammettono un gruppo conforme G, @ stato generalizzato dal Dott. 
Siro Medici (loc. cit.) agli spazii a un numero qualsiasi di dimensioni. 


§ 4. 
I gruppi che conservano il sistema delle ipersfere. 


Noi cercheremo qui tutte le metriche (1), per cui esiste un gruppo 
continuo che porta le ipersfere in ipersfere. La difficolta di questa ricerca 
sta in cid che delle ipersfere non si posseggono neanche equazioni 
differenziali. Si deve percid ricorrere a un metodo indiretto. 

Considereremo cioé lo spazio come luogo delle sue ipersfere, assumendo 
come coordinate di una ipersfera le coordinate (2,, 7,,..-,%,) del suo 
centro, e il suo raggio z,,,. Una trasformazione infinitesima di contatto 
nello spazio ambiente, che porti ipersfere in ipersfere, dara origine a 
una trasformazione infinitesima 


a é C7] é 
(10) bt oe + hege toot bags + batt ze 
sulle coordinate 2,, %,...,2,,, di uma ipersfera. Noi ci proponiamo 


ora di trovare le condizioni, affinché la trasformazione (10) delle ipersfere 
Mathematische Annalen. LXVI. 14 
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corrisponda proprio a una trasformazione di contatto dello spazio ambiente. 
Si trova che:*) 

Condisione necessaria e sufficiente, affinché la trasformazione infinitesima 
(10) sulle ipersfere della metrica (1) sia indotta proprio da una trasformazione 
di contatto dello spazio ambiente, é che la (10) sia una trasformaszione con- 
forme per la metrica (non reale), che si definisce, assumendo come elemento 
lineare la forma 


1...” 
(11) > 4: dz,dz,— dz’, ,,. 

i,k 
Se di pit per x,,,=—0 si ha &,,,—0, la (10) é indotta sulle ipersfere 
proprio da una trasformazione di punti nello spazio ambiente. 

Questo teorema riduce la ricerca delle metriche (1), per cui esiste 
un gruppo, che ne trasforma le ipersfere in ipersfere, alla ricerca delle 
metriche (11), che ammettono un gruppo conforme, e quindi sostanzial- 
mente ai problemi, che noi abbiamo studiato al § 3. 


§ 5. 
I gruppi di trasformazioni geodetiche. 


Ci limiteremo nel § 5 allo studio degli spazii a tre dimensioni, che 
ammettono un gruppo continuo, che trasforma in sé stesso il sistema delle 
geodetiche.**) Per il caso degli spazii a » >3 dimensioni i metodi da 
seguire sono completamente analoghi.***) 

*) La dimostrazione di questo teorema, e di alcuni suoi corollarii si trova 
nella Nota dell’ Autore: Sulla teoria delle ipersfere e dei gruppi conformi in una 
metrica qualunque (Rend. dell’ Istituto Lombardo 1904). In una memoria di prossima 
pubblicazione negli Annali di Matematica io ho anzi dimostrato: 

1°) Se tra le due metriche definite dagli elementi lineari 
(@) 24,,da,dx,, Ld, dy, dy, 
esiste una corrispondenza, che a ipersfere fa corrispondere ipersfere, allora tra le 
metriche definite dagli elementi lineari 


24,,42,dx,—da},,, 


2b, dy, dy, _— dy? +1? 

esiste wna corrispondenza conforme. FE viceversa. 

2°) Se n=2, allora, nella precedente ipotesi, gli elementi lineari («), 0 sono 
simili, 0 sono eutrambi a curvatura costante. 

**) Le dimostrazioni dei seguenti teoremi, e di alcuni altri relativi ai gruppi 
di similitudini (che sono tutti geodetici) si trovano nella Memoria dell’ Autore: Sui 
gruppi di trasformazioni geodetiche (Mem. della R. Accad. di Torino, Ser. 2, Tomo 
53; 1903). 

**) Cfr. loc cit. Vi si troverd pure qualche cenno pel caso di n = 2. 
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Si comincia con losservazione, che i gruppi di movimenti e di simili- 
tudini trasformano evidentemente le geodetiche in geodetiche. Da tali 
gruppi si pud nello studio attuale prescindere, perché la loro teoria 
rientra completamente nella teoria di quei gruppi, a cui sono dedicati i 
§§ 2—3. Basta dunque solamente ricercare tatti gli spazii, che am- 
mettono un gruppo continuo di trasformazioni geodetiche, non ridotto a 
pure similitudini. Per un teorema del Prof. Levi-Civita*), Velemento 
lineare di un tale spazio dovra essere dell’ uno o dell’altro dei seguenti 
due tipi: 


(12) ds*= (U, — U,)(U, — U,)da,* + (U, — U,) (U, — Us) da,’ 
+ (U,;—U,)(U, — U,) dz,?. 
(13) ds* = (U, — «)(da,*— 21 da, dz,)**) 
dove U; ® funzione di z,, « @ costante, 4 @ funzione di %,, 2,- 
Studiamo dapprima l’elemento lineare (12). Scrivendo per esso le 
equazioni (II) del § 1, si trova facilmente che, o 


(12, 12} —{18, 13) = (23, 23) — (21, 21) — (31, 31) — (82, 32) —0, 


oppure ; 3 
oh 9h 08 3h a6 9h 
Of, O%, O02, O8% O8%, O08, ’ 

Nel primo caso lo spazio @ a curvatura costante. Escluso dunque il caso 
banale e ben noto degli spazii a curvatura costante, potremo concluderne che &, 
é funzione della sola x, (i = 1 2, 3). Altrettanto si dimostra per gli 
spazii (13)***). La ricerca resta da questo fatto semplificata di gran 

*) Il Prof. Levi-Civita in una sua Memoria (Sulla trasformazione delle equazioni 
dinamiche, Ann. di Matematica, 1896) estese agli spazii a nm > 2 dimensioni i 
classici risultati del Prof. Dini sulle superficie, che si corrispondono in guisa che le 
geodetiche dell’ una siano immagine delle geodetiche dell’ altra. Dai suoi risultati 
segue in particolare che per m = 8 due spazii, che siano in tale corrispondenza, 
hanno elementi lineari che, con opportuna trasformazione di variabili, si possono 
entrambi ridurre o al tipo (12), o al tipo (13). Da cid si deduce facilmente l'asser- 
zione del testo, quando si pensi che nel nostro caso le metriche definite dall’ ele- 


mento lineare 
D4;,d2,dx,, 
e dall’ elemento lineare trasformato 
Z(G, + 8 4;;,) dx,d x, 

sono appunto in una corrispondenza, che conserva le geodetiche. Cfr. anche la 
seconda delle osservazioni seguenti a pié di pagina. 

**) Le linee coordinate «,, 2, debbono essere immaginarie coniugate, se si 
vuole che (13) sia l’elemento lineare di una metrica reale. 

***) Questo risultato diventa intuitivo, quando si ricordino alcuni teoremi, enunciati 
dall’ Autore in due Note: Sulle coppie di varieté geodeticamente applicabili (Rend. 

14* 
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lunga. Ricordando infatti che & @ funzione della sola x,, si deduce facil- 
mente, o direttamente, o partendo dai risultati del Levi-Civita, che le (III) 
sono equivalenti per gli spazii (12) alle seguenti equazioni (III),, e per gli 
spazii (13) alle seguenti equazioni (III),: 


—t(p— 222+ 54; Fl(p—2e)a, +4) U/—qUi+eU, +n 
(i = 1, 2, 3) 

dove p, é, 4,, q, » sono costanti arbitrarie, che possono perd 
( variare dall’una all’altra trasformazione geodetica ) 


(IIT), 4 


’ 


U,’ , @log2 eee 
& ot — (U, + 2a) =k; g, aa + t,o + +& =k 





(Il), ‘love k & una costante arbitraria, che pud perd 
( variare dall’una all’altra trasformazione geodetica. ) 


L’integrazione delle (III),, (I11),, che si compie con metodo affatto ele- 
mentare, permette di trovare gli spazii (12) e (13) cercati, e i gruppi 
corrispondenti. 


§ 6. 
Applicazioni alle equazioni della dinamica. 


Sia £ un sistema olonomo con m coordinate libere 2,, 2, ..., 2%,: 


La sua forza viva sia — , dove ¢ indica il tempo, e ds® @ una forma diffe- 


d 
della R. Accad. dei Lincei, 18 Giugno e 17 Sett. 1905). In queste Note |’ Autore vuole 
determinare tutte le variet&’ geodeticamente applicabili su una varieta data. Nella 
prima Nota sono caratterizzate invariantivamente le varieta (12) e (13); e si dimostra 
che (eselusi gli spazti a curvatura costante) esiste in un tale spazio un solo sistema 
triplo di superficie, che, assunto come sistema di linee coordinate, fa asswmere all’ 
elemento lineare la forma (12) o (18) di Levi-Civita. Per gli spazii a curvatura costante 
invece ogni sistema triplo di quadriche confocali gode gia di tale proprieta. Ma nel 
nostro caso (cfr. la penultima osservazione a pié di pagina) per i risultati del Prof. Levi- 
Civita, la trasformazione (5) deve portare il sistema coordinato in un nuovo sistema 
triplo di superficie tale che, se noi assumiamo come superficie coordinate questo 
nuovo sistema di superficie, l’elemento lineare resta ancora del tipo (12) o (13). 
Se dunque escludiamo il caso degli spazii a curvatura costante, la (5) deve trasformare 
in sé stesso il sistema delle superficie coordinate; e quindi &, deve essere funzione della 
sola 2;. 

Nella seconda delle due note citate questi teoremi sono parzialmente estesi al 
caso di spazii ad m > 3 dimensioni. Per il caso di nm = 2 cfr. la nota del Kénigs 
nel Tomo 4 della Théorie des Surfaces del Darboux. 











Gruppi continui e geometria differenziale. 213 


renziale quadratica positiva nelle z. Siano X,, X,,..., X, le forze im- 
presse. Si indicheré con problema (ds*, X;) il sistema corrispondente di 
equazioni di Lagrange. 

La questione fondamentale, che ci possiamo proporre, @ la seguente: 
Trovare tutti i problemi (ds*, X;), per cui esiste un gruppo continuo di 
trasformazioni sulle x, il quale porti ogni traiettoria del problema in un’altra 
traiettoria. 

Questa questione, nel caso che X,— O(i=— 1, 2,...,m), si riduce a 
quella studiata nel § 5. 

La precedente questione non @ stata finora risoluta in generale. Io 
sono riuscito a risolverla, soltanto se nm = 2.*) Questo risultato @ perd 
troppo particolare, perché io qui lo riproduca. 


Una seconda questione, che ci possiamo porre e che ha una grande 
importanza per lo studio delle applicazioni dei metodi di Lie alle equa- 
zioni della dinamica @ quella di ricercare tutti i problemi dinamici 
(ds*, X,), per cui esiste un gruppo continuo, che trasforma in sé stesse 
le corrispondenti equazioni di Lagrange.**) II risultato, che si ottiene, 
é il seguente: 

La determinazione di tutti questi problemi dinamici é perfettamente 
equivalente alla ricerca delle metriche, che ammettono un gruppo continuo di 
movimenti 0 di similitudini, e si pud quindi eseguire con sole quadrature (§§ 2—3). 


Infine possiamo ancora occuparci di un’ altra questione, che @ molto 
affine alla prima delle questioni citate in questo paragrafo, e che fu gia 
oggetto di studio da parte dei Sigi Stickel, R. Liouville, Painlevé nei 
Comptes Rendus (1890—1895) e nei Leipziger Berichte (1893—1897). Un 
problema dinamico (ds*, X,), in cui le forze impresse derivano da un 
potenziale U, ossia un problema (ds*, X;,), per cui X,;=— oo Oi indichera 
anche col simbolo (ds*, U). Le traiettorie di un tale problema, che corri- 


*) Cfr. la Nota dell’ Autore: Sulle traiettorie di un problema dinamico (Rend. del 
Circ. Matematico di Palermo, Tomo 18; 1904). In questa nota viene anche risoluta 
per ogni valore di m la questione di determinare tutti i problemi dinamici (ds*, X;) 
per i quali esiste un gruppo, che trasforma ogni sua traiettoria in un’ altra traiettoria, 
e trasforma insieme ogni geodetica per l’elemento lineare ds* in un’ altra geodetica 
per lo stesso elemento lineare. 

**) I teoremi, di cui ci occuperemo in quest’ ultima parte del § 6, sono dimo- 
strati in tre Note dell’ Autore: Ricerche gruppali sulle equazioni della dinamica 
(Rendiconti della R. Acc. dei Lincei, 21 Giugno, 19 Luglio, 16 Agosto 1903). 
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spondono a uno stesso valore per la costante dell’integrale delle forze 
vivi, si diranno costituire un fascio di traiettorie. 

La questione, che ci si pud proporre, @ quella di trovare tuéti i 
problemi dinamici (ds*, U), per cui esiste wn gruppo continuo, che trasforma 
ogni fascio di traiettorie in un altro fascio di traiettorie. 

La ricerca di quelli tra questi problemi, per cui U = cost., equivale 
completamente alla ricerca, di cui trattammo al §5. Possiamo dunque 
non occuparcene, e supporre U + cost. 

In questo caso si dimostra: 

Il pik generale problema, per cui esiste una trasformazione infinitesima 
X, che muta ogni fascio di traiettorie in un altro fascio di traiettorie, é il 
problema ((eU + Bb) ds*, tot). dove «, B, y, 8 sono costanti, ds* ammette 
X come similitudine infinitesima, e le varieta U = cost. sono trasformate 
imprimitivamente con una trasformazione lineare intera da qualsiasi tras- 
formazione del gruppo generato da X. 

Se ne deduce: 

La questione proposta é caso particolare di quelle, di cui ci occwpammo 
ai §§ 1—2, e si pud risolvere con sole quadrature.*) 

Nella seconda delle due note citate si trova come esempio sviluppato 
il caso di » = 3. 


*) Pid precisamente la nostra ricerca equivale alla ricerca dei problemi (ds*, U), 
dove 


3---n 
U=2,, ds*=a,,dz,*+ > aj, dx, dx, 
i,k 


per cui esistono una o pid trasformazioni infinitesime del tipo 
n 


X= G+ ua, +2, 3 + >) Bas tases te) - 


Ox. -_ F 
(4, uw, » = costanti, anche variabili da trasformazione a trasformazione), per cui 
valgano equazioni del tipo: 
a,=(—va4,+0a, (©=—cost) (¢,k=—1,2,---,n), 
dove le a;, sono definite dalle (6) del § 1. Evidentemente queste equazioni non 
sono che un caso particolare delle (II) del § 1. 
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Uber Kleinsche Theoreme in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen. *) 


Von 


E. Hive in Erlangen. 


Herr Klein behandelte in seinen Vorlesungen**) tiber lineare Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung in den Jahren 1890—91 und 1893 —94 
die Frage, inwieweit man nach Vorgabe der als reell angenommenen 
singuléren Punkte und der dazu gehérigen Exponenten iiber die noch zur 
Verfiigung stehenden Parameter dergestalt verfiigen kann, daB das Kreis- 
bogenpolygon, auf welches die von der Achse des Reellen begrenzte Halb- 
ebene durch den Quotienten zweier Partikularlésungen der Differential- 
gleichung abgebildet wird, vorgegebene Eigenschaften besitzt. 

Die allgemeinen hier einschligigen Problemstellungen sind von Herrn 
Klein in einem im Herbste 1891 zu Borkum verfaBten Manuskripte, von 
dem ich Kenntnis genommen habe, das aber nicht veréffentlicht wurde, 
niedergelegt. 

Herr Klein versuchte nun in den oben erwihnten Vorlesungen und 
mehreren damals veréffentlichten Noten***) diese Probleme mit den von 
ihm sogenannten QOszillationstheoremen in Verbindung zu bringen, wobei 
es ihm jedoch zunichst nicht gelang, im allgemeinen Falle durchzudringen. 
Angeregt durch Untersuchungen von Herrn Hilbert, welcher im Verfolge 
seiner Arbeiten iiber Integralgleichungen zu einem héchst einfachen Prin- 
zipe gekommen war, das gestattet, Oszillationstheoreme auch auf solche 
’ Intervalle auszudehnen, die sich iiber singulire Punkte hiniiberziehen, hat 


*) Vgl. eine vorliufige Mitteilung in den Gittinger Nachrichten, Math.-phys. 
Klasse, 1908. 
**) Autographierte Vorlesungshefte; es sind jedoch nur die Vorlesungen von 
1893— 1894 im Buchhandel erschienen. 
*) z. B. Klein, Zur Theorie der Laméschen Funktionen. Gittinger Nach- 
richten 1890. 
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Herr Klein diese Untersuchungen etwa im Jahre 1906 wieder aufgenommen 
und in der fiir das Folgende grundlegenden Arbeit*): ,,Bemerkungen zur 
Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung“ nach ver- 
schiedenen Richtungen geférdert. Er nimmt dabei zuniichst allerdings nur 
einen Spezialfall in Angriff, der aber von entscheidender Bedeutung ist; 
es gelingt ihm dabei, das Problem auf eine einfache Oszillationsforderung 
zurtickzufihren. Der wesentliche innere Fortschritt dieser Arbeit liegt in 
der scharfen analytischen Formulierung der schon in oben erwihnten 
Arbeiten ausgesprochenen geometrischen Ideen. 

Bei seinem Aufenthalte in Erlangen im April 1907 (gelegentlich des 
70-jihrigen Geburtstages von Gordan) machte mich Herr Klein mit diesen 
seinen Untersuchungen bekannt und wiinschte einen Beweis fir die in der 
gerade erwahnten Annalenarbeit ausgesprochenen Behauptungen. Dieser 
Beweis ergibt sich nun, wie ich fand, mit gréBter Leichtigkeit durch ele- 
mentare Stetigkeitsbetrachtungen, die ganz analog den bei der Lehre von 
den reellen Wurzeln reeller algebraischer Gleichungen benutzten sind. Mit 
derselben Leichtigkeit gelingt es aber auch, die sémtlichen von Herrn Klein 
von Anfang an in Aussicht gestellten Probleme zu erledigen, welche, wie 
oben schon erwihnt wurde, darauf ausgehen, den Zusammenhang zwischen 
den Bestimmungsstiicken des Kreisbogenpolygons und den noch zur Ver- 
figung stehenden Parametern der Differentialgleichung festzulegen. Irgend 
welche hihere Prinzipien sind also fiir die Beweise nicht notwendig; die 
Form der angewandten Stetigkeitsbetrachtungen ist sogar in gewisser Hinsicht 
noch einfacher als in den ersten auf das Oszillationstheorem beziiglichen 
Untersuchungen von Herrn Klein (Math. Ann. Bd. 18, 1881). 

In der folgenden Arbeit beschrinke ich mich, dem von Herrn Klein 
in seiner genannten Annalenarbeit gegebenen Beispiele folgend, auf eine 
lineare Differentialgleichung mit vier reellen singuliren Punkten. 

Es seien also a,b,c, «, 8, y,0 gegebene reelle GréBen und zwar sei: 


ferner: 
(2) a>b>c. 
Wir betrachten dann die Differentialgleichung: 
d*y 1—a@ ,1—8 , 1—y\dy Az+B 
© 5+ Gott 2+ see 59- 


welche die vier singuliren Stellen a, b, c, d= co besitzt. Es gehéren 
dabei zu diesen singuliren Stellen die Exponentenpaare, a, 0; 6, 0; y, 0; 
6’, 6”; dabei ist: 


*) Mathematische Annalen, Band 64 (1907). 
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(4a) a+p+y+0'+0" =—2, 
(4b) ie * 
(40) Paige, 


Die Ausschliebung von 0 in den Ungleichungen (1), wodurch das 
Auftreten logarithmischer Glieder verhindert wird, geschieht nur der Be- 
quemlichkeit halber, um die Untersuchung von Spezialfillen zu vermeiden; 
ebenso geschieht die Beschrinkung auf vier reguliire Punkte nur deshalb, 
um zunichst einen einfachen, konkreten Fall zu haben; die Untersuchung 
bei » singuliren Punkten erledigt sich hinterher mit derselben Leichtigkeit. 

Dagegen geschieht der Ausschlu8 der Werte a, B, y, 6, die gréBer 
als 1 sind, aus inneren Griinden, da sonst die Eindeutigkeitstheoreme bei 
den Oszillationsbetrachtungen verloren gehen; immerhin lassen sich auch 
in diesem ausgeschlossenen Falle eine groBe Anzahl bemerkenswerter 
Aussagen machen, auf die an anderer Stelle als in dieser Arbeit zuriick- 
zukommen ist. Ebenso bleibt noch der Fall komplexer singuliirer Punkte 
der Differentialgleichung, der komplexer Werte fiir die dazugehérigen 
Exponenten und der komplexer Parameter zu erledigen. 

Es erscheint als ungemein wahrscheinlich, daB der weitere Ausbau der 
von Herrn Klein in der erwiahnten Annalenarbeit niedergelegten Ideen 
vermittels der im folgenden durchgefiihrten Kontinuitiits-Methode genau 
entsprechend den urspriinglichen Zielen von Herrn Klein dazu fiihren 
wird, allgemeine Siitze zu gewinnen, in denen alle die von den Herren 
Klein und Poincaré ausgesprochenen Grundtheoreme der automorphen 
Funktionen als Spezialfille enthalten sind. Dies wird fiir den vorliegenden 
Fall ausfiihrlicher am Schlusse des § 7 erliutert werden. 

Zum Schlusse dieser einleitenden Bemerkungen méchte ich nur noch 
hervorheben, daB ich mich wihrend der ganzen Zeit, in der ich an den 
hier folgenden Ausfiihrungen arbeitete, fortwihrend mit Herrn Klein in 
lebhafter Korrespondenz befand. Ich werde im folgenden daher sehr oft 
Herrn Klein anzufiihren haben, was durch Beifiigung des Buchstabens (K) 
geschehen mdége. 


§ 1. 
Die MaBzahlen eines Kreisbogenviereckes. 


Unter einem Kreisbogenpolygon verstehen wir im folgenden eine von 
Kreisbogen begrenzte, einfach zusammenhiingende, ebene oder sphirische 
Flache, die im Inneren keinen Verzweigungspunkt besitzt. Dagegen kénnen 
in den Ecken Verzweigungspunkte auftreten, d. h. die Winkel, die je zwei 
aufeinander folgende Polygonseiten einschlieBen, kénnen > 22 sein, auch 
diirfen sich die Polygonseiten beliebig oft tiberschlagen. Es war nun bis jetzt 
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noch nicht gelungen, sich iiber die allgemeinste mégliche Gestalt eines solchen 
Polygons Rechenschaft zu geben. Nur die Theorie der Kreisbogendreiecke 
ist durch die Arbeiten der Herrn H. A. Schwarz*), Klein*™), Schilling***) 
volistiindig behandelt, so daB wir uns eine anschauliche Vorstellung aller 
itiberhaupt hier méglichen Kreisbogendreiecke machen kénnen. Die Kreis- 
bogenvierecke wurden von Herrn Schénfliest) nur erst vorliufig auf 
ihre gestaltlichen Verhiltnisse hin untersucht; eine volle Diskussion der 
méglichen Kreisbogenvierecke findet sich in der demnichst erscheinenden 
Géttinger Doktordissertation von Herrn [hlenburg (Acta Leopoldina). 

Wir beschiiftigen uns im folgenden nur mit solchen Vierecken, deren 
Winkel <2 sind, wihrend allerdings die Seiten sich beliebig oft tiberschlagen 
kénnen; die Diskussion aller hier méglichen Vierecke wird sich spiater 
auf das leichteste in AnschluB}7+) an die Differentialgleichung (3) ergeben. 
Wir haben hier vorab nur einiges Allgemeine iiber die MaBzahlen eines 
Kreisbogenviereckes der betrachteten Art zu sagen. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir das Viereck auf der Kugel und 
denken uns den reellen Punkten der Kugel die Gesamtheit der komplexen 
Werte einer Variabelen 4 ein-eindeutig zugeordnet, wie dieses durch 
stereographische Projektion der komplexen y-Ebene auf die 4-Kugel ge- 
schieht. Nun kommen fir uns nur solche Eigenschaften des Kreisbogen- 
viereckes in Betracht, die bei einer linearen Transformation: 

-_ entf 
(5) 7 gnt+h 
ungeandert bleiben, wenn e, f, g, h irgend welche komplexe Zahlen sind. 
Die Substitution (5) entspricht niimlich bekanntlich dem Ubergang von 
dem Quotienten zweier Partikularlésungen von (3) zu dem Quotienten 
irgend zweier anderer Partikularlésungen derselben Differentialgleichung. 
Wir miissen daher die MaBzahlen des Viereckes so festlegen, daB sie bei 
einer (5) entsprechenden Transformation der 4-Kugel unverindert bleiben, 
was man bekanntlich dadurch erreicht, daB man eine solche projektive 
MaBbestimmung}7}}) einfiihrt, deren MaBfliche die 74-Kugel ist. Dabei 


*) H. A. Schwarz, Crelles Journal Band 75. 

**) F. Klein, Mathematische Annalen, Band 387, ferner: Vorlesungen iiber nicht- 
euklidische Geometrie, Wintersemester 1889—90 und Sommersemester 1890, Vor- 
lesungen tiber die hypergeometrische Funktion, Wintersemester 1893—94, autographierte 
Vorlesungshefte im Verlag bei Teubner. 

*) Fr. Schilling, Mathematische Annalen, Band 44. 1894. 

+) A. Sechinflies, Mathematische Annalen, Band 42 und 44. 1893, 1894. 

+t) Ich werde in einer spiiteren Arbeit eine auf diese Weise durchgefiihrte 
Diskussion der gestaltlichen Verhiltnisse des allgemeinsten Kreisbogenpolygons bringen. 

+++) Klein, Math. Annalen, Band 9, vgl. beziiglich weiterer Ausfiihrungen: Fricke- 
Klein: Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen I, Einleitung 8S. 4 u. f. 
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driickt man die Winkel zweier Geraden eines Biischels oder zweier Ebenen 
eines Biischels oder zweier Punkte einer Punktreihe durch: 


(6) Cig D 


aus, wobei C eine noch geeignet zu wihlende Konstante, D dasjenige 
Doppelverhiltnis ist, welches die beiden in das Auge gefaBten Elemente 
mit denjenigen Elementen desselben Triigers bilden, welche die Kugel be- 
riihren, bez. ihr angehéren. Da in der so festgelegten MaSbestimmung 
nur Doppelverhiltnisse vorkommen, so behalten die so gemessenen GréBen 
bei jeder projektiven Transformation des Raumes, welche die Kugel in 
sich tiberfiihren, ihren Wert bei. Nun kann man aber die durch (5) 
gegebene Transformation der y-Kugel in sich geradezu als eine projektive 
Transformation des Raumes deuten. Es geht nimlich bei der Transforma- 
tion (5) ein jeder Kreis der Kugel wieder in einen solchen iiber; wir ordnen 
nun die beiden Ebenen, durch welche die entsprechenden Kreise ausge- 
schnitten werden, einander zu; dann zeigt man leicht*), daB allen Ebenen, 
welche durch einen Punkt hindurchgehen, vermittels (5) und der eben 
gemachten Festsetzung solche Ebenen entsprechen, die wieder alle durch 
einen Punkt gehen, so daB wir es mit einer Punkttransformation des 
Raumes zu tun haben, bei welcher alle Ebenen wieder in Ebenen iiber- 
gehen. Eine solche Transformation des Raumes kann aber nur eine 
projektive Transformation sein, bei der also alle Doppelverhiiltnisse und 
speziell alle auf die 4-Kugel gegriindeten projektiven MaBSbestimmungen 
erhalten bleiben. 

Nachdem wir dieses vorausgeschickt haben, betrachten wir die vier 
Ebenen, in denen die vier Seiten unseres Viereckes liegen. Je zwei auf- 
einander folgende Ebenen haben dann eine ,,Kante“ gemeinsam, je drei 
aufeinander folgende Ebenen eine ,,Ecke“. Die vier Ebenen selbst wird 
man zweckmibig als ,,Seitenflichen“ bezeichnen. Die Konfiguration, welche 
von den vier Seitenflichen, den vier Kanten und den vier Ecken gebildet 
wird, heiBt der zum Kreisbogenviereck gehérige Kern (K). 

Der Kern sowohl wie das dazugehérige Viereck besitzt 3-4 — 12 
Mafbzahlen**), nimlich: 


1. Vier Kantenwinkel, das sind die Winkel, welche von zwei durch 
eine Kante gehenden Seitenflichen gebildet werden. Wir messen diese 


*) Vgl. Klein, Hypergeometrische Funktion, Seite 343 oder auch z. B. Burk- 
hardt, Funktionentheoretische Vorlesungen, 2. Auflage, 8. 49. 

**) Nahere Ausfiihrungen bieriiber finden sich in der autographierten Vorlesung 
von Herrn Klein iiber lineare Differentialgleichungen vom Jahre 1890—91, die aber 
nicht im Buchhandel erschienen ist, sowie in dem ebenfalls nicht verdffentlichten 
Borkumer Manuskript von 1891 (siehe oben Einleitung). 
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Winkel, wie festgesetzt, durch den in (6) gegebenen Ausdruck, wobei wir 
in bekannter Weise 


(7) c=: 


setzen. Da nun der Logarithmus um ganze Vielfache von 2 i unbe- 
stimmt ist, so sind die Winkel zunichst nur mod a festgelegt. Um sie 
mod 2% zu bestimmen, nehmen wir immer den Winkel, den diejenigen 
durch die in das Auge gefaBte Kante gelegten Halbebenen bilden, welche 
die Polygonseiten in der unmittelbaren Nachbarschaft der Ecke enthalten. 
Es folgt dann, daB die so bestimmten Kantenwinkel zunichst mod 22 mit 
den in gewdhnlicher Weise auf der Kugel gemessenen Eckenwinkeln des 
Vierecks iibereinstimmen; wir diirfen durch Definition festsetzen, daB die 
Kantenwinkel eines Kernes genau mit den in gewdhnlicher Weise gemessenen 
Eckenwinkeln des Kreisbogenviereckes iibereinstimmen. 

2. Vier Seitenwinkel. Wir fiihren statt der Kanten jetzt die auf ihnen 
liegenden Halbgeraden ein, welche vom Schnittpunkt zweier aufeinander 
folgender Kanten derart ausgehen, daB sie den auf ihnen liegenden Be- 
grenzungspunkt des Vierecks als ersten Schnittpunkt mit der Kugel gemein 
haben. Dann stimmt der betr. Seitenwinkel des Kerns mit dem von zwei 
solchen Halbgeraden gebildeten Winkel mod 2z iiberein, sofern wir wieder- 
um C durch (7) bestimmen. Diese Seitenwinkel wihlen wir als Ma fir 
die Seitenliingen des Kreisbogenviereckes, wobei wir die Unbestimmtheit 
mod 2 durch die Festsetzung aufheben, daB der Vermehrung des Seiten- 


winkels um 2a gerade die Hinzufiigung einer vollen Selbstiiberschlagung 
der Seite entspreche. 


3. Vier Kantenlingen. Jede Kante wird von der vorhergehenden und 
der folgenden Kante in je einem Punkte, einer ,,.Ecke“, geschnitten. Den 
in projektiver MaBbestimmung gemessenen Abstand von zwei auf einer 
Kante liegenden Ecken nennen wir Kantenlinge. Wir wihlen dabei zweck- 
miBigerweise in (6) fiir C irgend einen reellen Wert, wobei wir uns 
noch der Bestimmtheit halber fiir den Hauptwert des Logarithmus ent- 
scheiden. 


Wir gehen nun dazu iiber, die Seitenlingen und Kantenlingen durch 
diejenigen Werte von 7 auszudriicken, die den Schnittpunkten der Kanten mit 
der Kugel entsprechen. Es ist dabei keine wesentliche Spezialisierung, wenn 
wir annehmen, daB unsere Kugel den Durchmesser 1 besitze, daB ferner die 
Werteverteilung auf der Kugel durch stereographische Projektion der in 
einem Punkte O beriihrenden Zahlenebene von dem dem Punkte O diametral 
gegentiberliegenden Punkte P aus erhalten ist. Dem Punkte O entspreche 
y= 0, dem Punkte P 4» =o. 
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Es seien nun a’, b’,c’,d die vier Ecken des Kreisbogenviereckes; 
die zweiten Schnittpunkte der Kanten des Kernes mit der Kugel be- 
zeichnen wir bez. mit a”, b”, c’,d’. Wir 
greifen b’ heraus und bringen es durch P\p" 
eine geeignete Transformation (5) nach 
O, b” nach P, ferner die Seitenfliiche 
a’b’ in den Meridian der reellen Zahlen. 
Zu a’ gehért dann ein reeller Wert |, 
von 4, zu a” ein reeller Wert 1,. 








Wir fihren jetzt die Verbindungs-—~ 
linie OP als z-Achse, die Tangente in 
O an den Meridian der reellen Zahlen 








als z-Achse ein. In diesem Koordi- A 
natensysteme haben a’ und a” die Koor- Fig. 1 
dinaten: 
Z° I 2° 
_ ean seed =~ Sahabet <> duiaad * 


und man findet fiir die Gerade 
U,2 + Uuz+u;, = 0, 
welche durch a’ und a” geht, die Koordinaten: 
(8) u=—(,+4),4—1—4),, u =). 
Fiir den Schnittpunkt A der Achse a’a” mit der Achse b’b”, also 
mit der zAchse des Koordinatensystems ist also: 


Ll, 
(9) cael he ae 





Nachdem dies vorausgeschickt ist, gehen wir dazu tiber, die Seiten- 
linge b’a’ unseres Polygons zu berechnen, und stellen dazu die Gleichung 
des die reellen Zahlen tragenden gréBten Kreises in homogenen Linien- 
koordinaten u,, U,, U, dar. 


Der Mittelpunkt hat die Koordinaten = 0, ¢ =), der Radius hat 
die GréBe = Also ist die Gleichung des Kreises: 
O(u, u) = u,? — 4u,u, — 4u,* = 0. 


Dann erhilt man den in der projektiven MaBSbestimmung unter Zu- 
grundelegung dieses Kreises gemessenen Winkel, den zwei in dieser Ebene 
liegende Gerade mit den homogenen Linienkoordinaten u,’, u,', u, bez. 
u,”", Uy”, us” einschlieBen, bekanntlich folgendermaBen: 


Es seien 


Uy + Ayu”, Uy + Ay”, thy’ + Ay ty” 
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bez. , ” ” , ‘ 
H Ag, My + Ag, ty + Aytty 
die Koordinaten der beiden Tangenten, welche von dem Schnittpunkte 


der gegebenen Geraden an den Kreis gezogen werden kénnen; hier sind 
4, und 4, die beiden Wurzeln der Gleichung 


D (u’, uw’) + 2A 9D (w', wu”) + 27? O(u", uv”) = 0, 





wobei 
, ” i 7] ® a ” é ® & , “ 7] ® s ” 
® (u', u”) = ; (Ce . rm ae ; + se + Us ) 
ist. . 
Da nun nach (7) C= ; ist, so ist der gesuchte Winkel: 
ck 
e=—_ lets 
also 
ted . du5 
Pe Gel i a 
, : 2 Vi VOww) Ou uw) 
Fir unseren Fall ist nun nach (8): 
, u’=—(,+4), 4’ =1—-4h4, u =—4),, 
ferner ist: 


“4 =1, u”°=0, «,”=0. 

Man erhilt also fiir den von den Geraden a’a”, b’b” eingeschlossenen 
Winkel 9: 
(10) cos @ = eh, sin g = ahh . (K) 

An sich wiirde bei beiden Ausdriicken ein doppeltes Vorzeichen auf- 
treten, was daher riihrt, daB wir vermége unserer Ableitung die Formeln 
sowohl fiir + @, als auch fiir die Nebenwinkel dieser Winkel gewinnen; 
es erweist sich aber als zweckmiig, fiir den friiher bei der Festlegung 
der Seitenwinkel naiher bestimmten Winkel in den Formeln ein fiir allemal 
das positive Vorzeichen zu wihlen. 

' Ehe wir nun eine weitere Diskussion von (10) durchfiihren, berechnen 
wir noch die Kantenlinge auf b’b”. Zu diesem Zwecke haben wir nur 
noch die Koordinaten des Schnittpunktes B der Kante c’c’ mit der 
Kante b’b” anzugeben. Zu c’ und c” gehéren Werte 


(11) Qs = n,eF**, bez. y= 5, neh, 


wobei m, und m, reelle GréBen, fa aber der Winkel des Kreishogenvier- 
eckes bei b’ ist. Wir drehen nun die Ebene, welche die Vierecksseite b'c’ 
enthalt, um den Winkel — fa mit b’b” als Achse, so daB der Kreisbogen 
ec’ in den Meridian der reellen Zahlen fiallt. 
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B bleibt bei der Drehung liegen, zu c’ bez. ¢” gehéren nach der 
Drehung die reellen Werte 
n=, bez 4=M,, 


so daB wir wieder denselben Sachverhalt haben wie schon oben. Man 
findet daher fiir B die Koordinaten 


Mm, Ms 
(12) z=0, t= 





Durch Zusammenfassung mit (9) finden wir fiir die in der projektiven 
MaBbestimmung gemessene Linge L der Kante AB: 





1— n,n, 


wobei C, wie festgesetzt wurde, hier irgend eine reelle Konstante ist. 
Nachdem wir jetzt das nitige Formelmaterial ge- 
wonnen haben, gehen wir zur Diskussion der Formeln 
(10) und (13) iiber. \ 
1) Es mégen, wie in nebenstehender Figur, a’ und a” 
zwischen b’ und b”, d. h. J, und 7, zwischen 0 und oo a 
liegen, und zwar gelange man, wenn man von b’ ent- 
gegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers ausgeht, direkt 
nach a’ und dann nach a”, ohne in beiden Fiillen die d 
ganze Kreisperipherie ein oder mehrmals durchlaufen — 
zu haben. Da hierbei J, und /, positiv sind und /, einen gréBeren Wert 
besitzt als 1,, so ist 


en £2 c_ —_— _ 
(18) L= Clg (2p SF 4h ae") — Clg he, 





I 
apd 
es folgt also aus (10), daB @ einen rein imaginiren Wert besitzt. Zu- 
naichst kénnen wir allerdings nur behaupten, dab 
gy = ¥,1 + 2ka 
ist, wobei  irgend eine reelle GréBe, k eine ganze Zahl ist; es ist jedoch 
iuBerst zweckmaBig und natiirlich, hier k = 0 zu setzen. 

Es ist nun fir die spiteren Anwendungen von Bedeutung, zu sehen, 
wie sich » andert, wenn wir a’ und a” entgegengesetzt dem Uhrzeiger- 
sinne den Kreis beliebig oft durchlaufen lassen, dergestalt, dab a’ niemals 
a” einholt und a” niemals a’ um einen vollen Kreisumlauf tiberholt. Es 
diirfte dabei zweckmiBig sein, fir a’ und a” die dazugehérigen Werte 
von 7, 1, und J,, fir b’ den Wert 0, fiir 6” den Wert oo einzufiihren. 
Es sei dazu noch bemerkt, daB » auf dem rechts liegenden, von b’ und b” 
begrenzten Halbkreise die positiven, auf dem links liegenden Halbkreise 
die negativen reellen Zahlen durchliuft. 
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Zuniichst kommt jetzt bei unserer Bewegung /, nach oo; es wird 
also cos p= 1. Da wir natiirlich » sich nur stetig findern lassen werden, 
und es vorher rein imaginiir war, so werden wir jetzt m = 0 setzen miissen. 
Dieses stimmt mit der bekannten Tatsache tiberein, dab, wenn man in 
der sogenannten parabolischen Geometrie auf der Kugel die Kreisbogen 
in allgemein-projektiver Weise miBt, ihre Langen gleich 0 sind. Wenn 
I, jetzt co tiberschritten, also negative Werte angenommen hat, wird 
cos g <1; also wird @ reelle Werte zwischen 0 und a annehmen. 

Es kann nun fernerhin nach unseren Festsetzungen entweder 1, = co 
und dann J, = 0 werden, oder es kénnen diese beiden Ereignisse in um- 
gekehrter Reihenfolge oder auch gleichzeitig eintreten. Diskutieren wir 
zuerst den ersten Fall, nehmen wir also an, es werde 1, = oo, solange J, noch 
negativ ist; es wird dann m = z, und hat alle Werte zwischen 0 und a 
mindestens einmal durchlaufen. Bei Weiterbewegung wird 1, negativ, 
cos g|>1 und da wir wieder @ als sich stetig andernd annehmen, 
gy =—2x+¥,i, wobei yw, eine reelle GréBe ist. gq behilt diese Form so 
lange, bis 1, = 0 wird; es kann dabei y nicht oo werden, da stets 1, 2 1, 
ist; gibt man daher fiir 1, —1,| eine untere Grenze vor, so kann y, eine 
bestimmte obere Grenze nicht tiberschreiten. 

Wenn nun J, = 0 wird, wird wieder cos p = — 1, also py = z. 

Ganz analog ist die Sachlage in dem zweiten méglichen Falle, wenn 
1, zuerst O und J, dann erst oo wird, d. h. m wird auch hier zuerst =z, 
dann von der Form » = x + y,i, dann wieder z. 

Im dritten Falle, wenn gleichzeitig 1,0, 1, = oo wird, erhiilt » 
den Wert z. 

Nachdem nun /, den Punkt oo, J, den Punkt 0 passiert hat, ist 
\cos p| <1; wir werden zweckmiBigerweise daher my = 2+ y, setzen, 
wobei 0 < », < = ist, wiihrend an sich auch die Ungleichung 0 > y, > — a 
guliissig ware, was wir durch Definition ausschlieBen wollen. bleibt 
jetzt reell und O<¥,<2, bis entweder /, den Wert 0 oder J, den 
Wert oo annimmt; in beiden Fillen wird cosp=1, p= 2z. 

Eine weitere Diskussion und Festsetzung der noch frei stehenden 
Definitionen geschieht ganz analog. 

Da die vorstehenden Untersuchungen fiir das Folgende von grund- 
legender Bedeutung sind, so wollen wir die Sachlage im allgemeinen Fall 
in folgendem Satz 1 zusammenfassen. 

Satz 1. Wenn l, kmal durch co und k mal durch 0, 1, kmal durch 
co und k mal durch 0 gegangen ist, oder auch, wenn |, k mal durch oo, 
aber nur k—1 mal durch 0, |, dagegen k + 1 mal durch co und k mal 
durch 0 gegangen ist, so ist der Winkel, welcher die Linge b'a’ mit, von 
der Form » = 2kx+ wi, wo w irgend eine reelle Gripe ist. Geht nun 
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im 1. Falle |, das (k+1)* Mal durch oo, im 2. Falle 1, das k* Mal 
durch 0, so ist p = 2kx und wiichst, wenn sich 1, und 1, entgegengesetat 
dem Uhrezeigersinne weiter bewegen, alle dazwischen liegenden reellen Werte 
und nur diese annehmend, auf om = (2k + 1)x, bis 1, das (k +1)* Mal 
durch co oder 1, das (k + 1)" Mal durch 0 geht. Welches von diesen beiden 
Ereignissen zuerst eintreffen mag, gp wird nach dem Eintreffen des einen 
bis zum Eintreffen des anderen die Form (2k+ 1)%+ wi haben, beim 
Eintreffen des anderen Ereignisses selbst wird wieder p = (2k + 1)x sein. 
Dann bleibt  reell und erreicht den Wert 2(k +-1)x, wenn l, das (k + 1)* 
Mal durch 0, oder 1, das (k + 2)" Mal durch co geht. Damit sind wir 
aber beim Ausgangspunkte des Satzes angekommen, wenn wir nur k mit 
k + 1 vertauschen. 

Unter Zugrundelegung der in Satz 1 getroffenen Festsetzungen wird 
es zweckmiBig sein, an der Vorstellung festzuhalten, daB sich die Seite 
b'a’ k mal durch oo, bez. k mal durch 0 hindurchzieht, wenn J, bei 
unserer Bewegung das k*® Mal durch oo, bez. durch 0 hindurch- 
gegangen ist. 

Wir entnehmen aus Satz 1 speziell: 


Satz 2. Wenn |, und |, von zwei zwischen 0 und + co liegenden 
Punkten ausgehend den Kreis der reellen Zahlen entgegengesetet dem Uhr- 
seigersinne beliebig oft derart durchlaufen, dap 1, immer vorausgeht, ohne l, 
je um einen ganzen Umlauf zu tiberholen, so nimmt g jeden positiven reellen 
Wert mindestens einmal an. 

2) Wir kommen jetzt zur Diskussion von (13). Dabei ist derjenige Fall 
von besonderem Interesse, in welchem das Kreisbogenviereck einen Ortho- 
gonalkreis besitzt, d. h. in welechem fiir das Kreisbogenviereck ein Kreis 
existiert, auf welchem die vier die Seiten des Viereckes enthaltenden 
Kreise senkrecht stehen. Dazu ist, wie wir zeigen wollen, die Bedingung: 


(14) Ll, = mM, 
notwendig und hinreichend.*) 

Diese Gleichung sagt niimlich nach (13) aus, daB die Kantenliinge 
AB den Wert 0 besitzt; daraus folgt, daB die Ecken A und B des Kernes 
zusammenfallen. Es schneiden sich daher die Kanten a’a”’, b’b”, c'c” in 
einem Punkte; durch diesen Punkt geht dann von selbst auch die vierte 
Kante dd”, welche mit a’a” und c’c” je in einer Ebene liegt. 

Ist also Gleichung (14) erfiillt, so sind alle Kantenlingen 0 und alle 
Ecken des Kernes fallen in einen Punkt TT zusammen. 

*) Diese Bedingung wurde von Herrn Klein in seiner Annalenarbeit Bd. 64, 
8. 187 ff. auf ganz andere Weise abgeleitet und Involutionsbedingung genannt. 


Mathematische Annalen. LXVI. 15 
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Wir betrachten jetzt die Polarebene TT, dieses Punktes TT in bezug auf 
die Kugel. Dann steht jede Ebene E, welche den Punkt TT enthilt, auf 
TT, im Sinne unserer projektiven MaBbestimmung senkrecht. In der Tat 
hat das Doppelverhiltnis, das TT, und E mit den beiden in dem von TI, 
und E gebildeten Ebenenbiischel enthaltenen Tangentialebenen bilden, den 
Wert — 1 —e-**, also ist nach (6) und (7) der von E und TI, einge- 
schlossene Winkel =: Speziell stehen also die vier Seitenflichen des Vier- 


ecks auf TT, senkrecht. Da man nun alle Schliisse in umgekehrter Reihen- 
folge wiederholen kann, so ist damit die Behauptung in ihrer vollen 
Allgemeinheit bewiesen. 

Wenn nun /, und /, dasselbe Zeichen haben und (14) erfiillt ist, liegt 
TT auBerhalb der Kugel; die Polarebene TT, schneidet die Kugel in einem 
reellen Kreise und das Viereck besitzt einen reellen Orthogonalkreis. 
Wenn dagegen in (14) J, und /, entgegengesetzte Zeichen haben, so liegt 
TT innerhalb der Kugel; TT, schneidet die Kugel in einem imaginiren 
Kreise und das Viereck besitzt einen imaginiren Orthogonalkreis. 

Was nun im allgemeinen Falle die Kantenliinge anbelangt, so folgt, 
da C hier reell angenommen wurde, aus (13), daB eine Kante eine reelle 
Linge besitzt, wenn die beiden auf ihr liegenden Ecken des Kernes gleich- 
zeitig im AuBeren oder gleichzeitig im Innern der Kugel liegen. Kine 
Kante hat dagegen eine komplexe Linge, wenn die eine Ecke im Innern, 
die andere im AufBeren der Kugel liegt. 





§ 2. 
Zusammenhang der Differentialgleichung mit den Bestimmungs- 
stiicken des Vierecks.*) 


Wir gehen jetzt etwas niiher auf die Differentialgleichung (3) der 
Einleitung ein, wobei wir ein fiir allemal hier annehmen, daB die durch 
1, 2 und 4 gegebenen Gleichungen und Ungleichungen erfiillt seien. 

Es seien nun Yi (2) und Y¥¢(x) die zu den Exponenten £ beziiglich 0 
gehérigen Fundamentallésungen von (3) im Punkte b; den bei Y¢ (x) noch 
zur Verfiigung stehenden konstanten Faktor denken wir uns so be- 
stimmt, dab 
(15) ¥;() =1 


ist; ebenso denken wir uns Y%(x) fest normiert, behalten uns aber die 
nahere Festsetzung hieriiber fiir den niachsten Paragraphen vor. 








*) Vgl. Klein 1. c. Bd. 64. 
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i=) oo - ] 


Fiir die singuliren Punkte a und ¢ sollen nun die entsprechenden 
Fundamentallésungen Y¢, Y>, Y}, Yosein. Wir denken uns in diesen 
die noch zur Verfiigung stehenden konstanten Faktoren so gewahlt, daB 
sie sich beim Hinschreiten lings der Stiicke ab, bez. cb der reellen 
x-Achse in der Form darstellen lassen: 


Yo= Y¥3—1, %; ¥, = Y¥p—», Yo; 
Yo—Y¥s—h¥o Yor Ye—% Yo. 

Dabei sind /, und J, reelle GréBen, v, und v, dagegen komplexe, und 
zwar ist: v, = e+?**.n,, vg et?*'.m,, wenn m, und m, reelle GréBen sind 
(vergl. Formel (11)). 

Wir zeichnen nun weiterhin 6 aus und setzen: 


(16) 


¥3 
(17) m= 5" 

Dieser Quotient bildet die von der reellen Achse begrenzte Halbebene 
der x auf ein Kreisbogenviereck ab, das wir uns zweckmiBigerweise statt 
in der »-Ebene auf der 4-Kugel gelegen denken. Den singuliéren Punkten 
a, b, c, d= oo entsprechen die Ecken a’, b’, c’, d des Viereckes. 

Wir fiihren neben a’, b’, c, d’ die Punkte a”, b’, c’, d” ein, dh. die 
jenigen Punkte, in denen die Kanten des zu dem Kreisbogenvierecke ge- 
hérigen Kernes die Kugel das zweite Mal schneiden. 

Nun entspricht einem vollen Umlaufe in der x-Ebene um 6} eine 
Drehung der n-Kugel von der Amplitude 2%8 um die Achse b’b”. Die 
diesem Umlaufe entsprechende Substitution ist: 


of = &n PF. m: 

daraus folgt, daB das zu b” d.h. zu dem 2. Fixpunkte bei der Drehung 
gehdrige y den Wert oo besitzt. Es verschwindet also Ys(x) in dem Punkte 
b’, ¥¢(a) in dem Punkte b” der 7-Kugel. Analog folgt, daB Y¢, Y5, Y}, Yo 
beztiglich in den Punkten a’, a”; c’, c” der 4 Kugel verschwinden. Aus 
(16) und (17) folgt dann, daB 4 in den Punkten: 

6,02; 4,0; 2, ¢€ 
bez. die Werte annimmt: 

l,, 3 0, 00; %, m%. 

Wir haben nun schon im letzten Paragraphen die Seitenfliiche b’c’ 
in die den Kreis der reellen Zahlen enthaltende Ebene gedreht; diese 
Drehung wird uns auch hier niitzliche Dienste leisten. 

Um sie analytisch zum Ausdruck zu bringen, werden wir zweck- 
maBigerweise eine bestimmte Verabredung iiber die Festlegung der zu b 

15* 
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gehérigen Fundamentallésungen treffen. Wir machen nimlich folgende Fest- 

setzung: 

(18) 

d. h. wir setzen 
Ys —|a—b\? ®,(a —b) und analog Yr=—|x —a|*P,(# — a), 

und entsprechend 


Ys = (« — bY B, (2 — b) fir «>b 
Ys — (b— 2) B, (a — b) fir << b, 


o |1/ ~ ” 
Yy=|z—elB,(@—0), Ye-| > By(5), Yr—\5| Be(Z)- 

Dabei schreiben wir $% als Symbol einer Potenzreihe mit von 0 ver- 
schiedenem konstanten Glied; die vorkommenden Potenzen reeller positiver 
GréBen aber sollen selbst reell und positiv genommen sein. 

Diese Festsetzung beziiglich der Fortsetzung iiber einen singuliren 
Punkt hinaus wurde von Herrn Hilbert zuniichst in dem Falle eingefihrt, 
daB a, B, y, 6’ — 8” verschwinden, Herr Klein hat dann in der Sfter er- 
wahnten Annalenarbeit von 1907 diese Festsetzung fiir allgemeine Werte 
der «, 8, y und 6’ — 6” fixiert und geometrisch interpretiert, was wir im 
folgenden beniitzen miissen. 

Unter der Annahme des durch (18) ausgedriickten Fortsetzungs- 


prinzips unterscheidet sich zi zwar fiir alle Werte von 2 zwischen a und b 


von der abbildenden Funktion y tiberhaupt nicht, fiir alle Werte von x 
zwischen b und ¢ jedoch um den Faktor e~?*‘; diesem Faktor entspricht 
aber gerade eine Drehung der b’c’ enthaltenden Seitenfliche in die Ebene, 
welche den Meridian der reellen Zahlen enthilt. 

Wir haben also hier dieselbe Drehung, die wir bei der Ableitung 
von (13) beniitzten. 

Unter Zugrundelegung des durch (18) gegebenen Fortsetzungsprinzips 
erhalten wir in (16) nach geeigneter Abiinderung der Normierung von 
Y}, Yo statt v,, v, die Werte m, und n,, so daB wir mit den Ergebnissen 
des § 1 zusammenfassend haben 

Satz 3: Es sei unter Zugrundelegung des durch (18) gegebenen Fort 
setzungsprinzipes 
(19) Ye=Ys—4¥o; Y)= Ys—m, Yo; 

-¥3-4%; Yi-w—m Yi; 
dann erhiilt man fiir die Liingen op, wnd , der Vierecksseiten ab’ und b'c’ 
nach (10): 
(20) cosy, = +?, cosg, — at 


L’ Nm, — 1, 


und nach (13) fiir die Linge L der Kante auf b'b": 
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4, I 
(21) L=C-ig hh, 
wobei C eine reelle Konstante ist. 

Es ist damit ein einfacher Zusammenhang zwischen den Mafzahlen 
des Kreisbogenviereckes und den durch die Fundamentallésungen definierten 
GréBen 1,, 1, m,, m, aufgestellt. 

Wir haben jetzt noch die Abhiangigkeit dieser GréBen von dem 
Parameter B zu untersuchen, wobei wir uns sogenannter Oszillations- 
betrachtungen bedienen wollen. Ehe wir aber dazu tibergehen, wollen wir 
die Differentialgleichung auf eine fiir diese Untersuchungen geeignetere 
Form bringen; ferner wollen wir diskutieren, welchen EinfluB es auf die 
Differentialgleichung hat, wenn wir statt d einen anderen singuliren Punkt 
in das Unendliche werfen. 


§ 3. 
Umformungen der Differentialgleichung. Allgemeine Bemerkungen 
tiber Oszillationsbetrachtungen. 


Wir setzen jetzt gemaé8 unserem Fortsetzungsprinzip: 
dz 
2 t= Sa 
(22) : |je—a|'~*|2—b|'-? |e2—e}'-” 
Dann geht (3) tiber in 
d*y a—3a) pp |?-9? |e —e |?- 


|2a—a 
(23) aet Sa (a — b) (a —e) 


Dadurch erhalt man nicht nur, wie man sieht, die Differentialgleichung 
in einfacherer Gestalt, sondern es ist auch, wenn wir die Ungleichungen 
fiir a, B, y beriicksichtigen: 


a (A) 0, 2), 





27 
- (Ax + B)y =0. 





= 0 : (Sue _ 0 : 


anes dt - dt has 
da ja z. B. 
a Yo(2) a ¥o(2) i Jee . 
(9 ae eee Ope arene aL 


Ferner ist nach (18): 


$73) iii $¥He)) 
lim ( dt z=b+e lim dt bi at 

Wir wollen nun die in § 2 verschobene Festsetzewng der Normierung 
von Y;(x) derart treffen, dap: 


(a ¥p(a) ; (£77) 
lim ( ai ee +1, also lim ~ oe 1 


ist. 
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Fassen wir dieses mit der in (15) gegebenen Festsetzung zusammen, 
so hat man: 


25) Yo@)—1, (7 ¥o@),_,-0, Ye—0, lim (5, ¥a(@)) | 1, 


z=b+e 
a 

In den zu @ und ¢ gehérigen Fundamentallésungen sind dann die an 
sich noch willkiirlichen konstanten Faktoren durch die Gleichungen (19) 
festgelegt; aber auch in diesen beiden singuliren Punkten haben die dazu 
gehérigen Fundamentallésungen die Eigenschaft, daB immer die eine da- 
selbst verschwindet, die andere eine dort verschwindende 1. Ableitung besitzt. 

Die Giiltigkeit von (24) beruht wesentlich auf der Voraussetzung, daB 
a, B, y kleiner als 1 sind, und dieses ist auch der Grund, warum wir 
diese so stark beschriinkende Voraussetzung einfiihren muBten. 

In der Tat ist (24) fiir die folgenden Oszillationsbetrachtungen von 
grundlegender Bedeutung, wenigstens was die dabei auftretenden Ein- 
deutigkeitsfragen anbelangt; denn die benutzten Beweismethoden versagen 
zum gréBten Teile, wenn die in (24) auftretenden GréBen, anstatt zu ver- 
schwinden, unendlich groB werden. 

Es ist noch zu untersuchen, was aus A in (3) bez. (23) wird, wenn 
wir statt d einen anderen singuliren Punkt in das Unendliche werfen. Zu 
diesem Zwecke fiigen wir voriibergehend A und B den im oo gelegenen 


Punkt als Index bei, so daB wir z. B. in (23) statt A und B A, und B, 
zu schreiben hitten. Wir fiihren jetzt statt « die Grébe Z =-s5 
als Variable ein, dann geht (3) in eine Differentialgleichung analoger Art 


iiber, welche die singuliren Stellen @ — sz) b=co, f= we d—0 


besitzt, wobei jetzt aus den Ungleichungen a>b>c folgt, dab ¢>d >@ ist. 
Die gs eae (3) geht daher iiber in: 
cow. Sif) . tmm de 
pr a+ i Ts oe 
—ac 


A 
+ @rarena (Ad—F+ B)y—0 


Setzt man dann noch y = 2*”y,, so erbilt man fiir y, die Gleichung: 


z—@ 


ay 1—y , i—@—8) , 1—e)\dy, 1 
(26) S38 + (Hae eg a) + Garg cy (Ae + B) 4-0. 


Dabei wurde gesetzt: 
(27) 0" (B + 0”) = A,; 
(28) (€+4)A,— 2d” (1 — a) — ad” (1 — y) —@¢B,—G@éA,b— B, 
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Da nun @é seiner Definition gemiB einen negativen Wert besitzt, 
so steigt und fallt, wie aus (28) unmittelbar folgt, B, gleichzeitig mit B,. 

Uberhaupt spielt jetzt das Intervall (d, 2) dieselbe Rolle, wie friher 
das Intervall (b, a), das Intervall (@, d) dieselbe Rolle, wie friiher das 
Intervall (c, b). 

Wenn also A, und A, dasselbe Vorzeichen besitzen, so kénnen wir 
die Satze tiber das Verhalten von Lésungen der Gleichung (3) in dem 
Intervalle (6, a) baw. (c, 6) unmittelbar als Satze tiber das Verhalten von 
Lésungen der Gleichung (26) fiir die Intervalle (d, 2) baw. (@, d) aus- 
sprechen und daher gelten diese Siitze, soweit sie durch die ausgefiihrten 
Transformationen nicht modifiziert werden, unmittelbar fiir die Lésungen 
der Differentialgleichung (3) in den Intervallen (d, c) baw. (a, d). Es ist 
also von gréBter Wichtigkeit, die Vorzeichen der GréBen A zu diskutieren. 
Da wir alle vier Punkte gleichmaBig behandeln wollen, setzen wir: 


8” (a +8") = A,, 8"(B +8") — Ay, 0"(y +0") A, 08" = A, 
Es sind dann folgende Fille méglich: 


I. A, sei positiv, e+ Bp+y<2. 

Da nun e+ 6+y+0' +0" =2, 6'6”°=A,>0 ist, muBb sowohl 6’ als 
auch 6” positiv sein. Nun sind «, 8, y nach (1) positive GréBen, also sind auch 
A,, A,, A, positive GréBen. Man kann diesen Satz auch sofort umkehren. 
Es seien 4,, A,, A,, A, positive GréBen. Da A,>0, so sind 6’ und 6” 
entweder gleichzeitig positiv oder gleichzeitig negativ. Sind 0d’ und 6” 
positiv, so folgt aus (4a), dab « + 6+ y< 2 ist. Nehmen wir aber an, 
es wiren sowohl é’ als auch 6” negative GréBen, dann folgt, daB jede 
der drei GréBen a, 6, y gréBer ist als |d°+6” , da ja nach (1) z. B. 
«+ 8<2 und nach (4a) a+ 6+ y—|0'+ 6"| —2 ist. Daher wiren 
in diesem Falle A,, A,, A, negativ, was gegen die Voraussetzung ist. 
Wir haben also: 

Satz 4: Ist A,>0, «+ 8+ < 2, 80 sind A,, A,, A, positiv; sind 
A,, A,, A,, Ag positiv, so ist immer a + B+ y < 2. 


Il Es ist A,>0, «+ B+ y>2. 

Aus (4a) folgt jetzt, daB 6’ und 6” negative GréBen sind. Dann 
zeigt man, wie eben, daB jede der drei Gréfen a, f, y gréBer ist als 
|’ + 8”|, also ist gewiB (a + 6”) >0, ‘(8 + 8”) >0, (y+ 6”) >0, und 
es folgt A, <0, A, <0, A,<0, so daB wir also den Satz haben: 

Satz 5: Ist A,>0, a+ B+y>2, so sind A,, A, und A, negative 
Gripen. Ist A,>0, A,<0, A,<0, A, <0, so ist aa+B+y>2. 
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Der 2. Teil dieses Satzes 5 folgt unmittelbar aus der Tatsache, dab 
& und é” negative Gréfen sein miissen, da sonst aus Satz 4 folgen wiirde, 
daB A,, A,, A, positive GréBen sind. 

Es sei jetzt A, negativ. Dann sind folgende zwei Fille méglich. Ent- 
weder sind alle vier GréBen A,, A, A, und A, negativ, oder es ist zum 
mindesten eine von diesen Gréfen positiv. Wenn aber eine dieser Gréfen 
positiv ist, so haben wir einen zu Fall I oder zu Fall Il analogen Fall. 
Ein zu Fall I analoger Fall ist aber unméglich, da A, negativ ist. 

Wir haben also 


Satz 6: Ist A, negativ, so sind entweder alle vier Gripen A,, A,, 
A,, A, negativ oder zum mindesten drei von ihnen. 

Wir kommen also bei negativem A, nur, wenn der zu II analoge 
Fall nicht eintrifft, auf einen neuen Fall: 

lil A,<0, A4,< 0, A,<0, A, < 0. 

Den Satz 6 sieht man auch ohne Zuhilfenahme der Sitze 4 und 5 
leicht folgendermaBen ein. Da nach (4c) 6°’—6”=—¢@ und nach (1) 
0<d<1, ferner nach Voraussetzung A, negativ ist, so ist gewiB 0” < 0. 
Es sei nun # beispielshalber die kleinste der Gréfen a, 8 und y und nicht 
nur 6 + 6”<0, sondern auch y + 6”< 0, dann wiire, da 

a+Btyt+h+ mat pt+o+y+ + I—s—2 
a+d’—d">2, 
was aber unmdglich ist, da a<1 und d’—6”<1 ist. Es kann also 
unter der Annahme, dab 6 die kleinste der GréBen a, B, y ist, bei den 
gemachten Voranssetzungen nur A, positiv sein, womit Satz 6 aufs neue 
bewiesen ist. 

Um die Tragweite dieser auf so einfache Weise gewonnenen Sitze 
klar zu machen, wollen wir folgendes Theorem aussprechen, dessen 1. Teil 
im niichsten Paragraphen, dessen 2. Teil im § 8 bewiesen wird. 

Satz 7: Ist A, positiv, so besitet hichstens die eine der beiden nicht 
durch d’ gehenden Seiten des Kreisbogenviereckes eine in projektiver Map- 
bestimmung gemessene Liinge mit von 0 verschiedenem reellem Teile. Ist A, 
negativ, so besitzt mindestens die eine der beiden nicht durch d’ gehenden 
Seiten des Kreisbogenviereckes eine in projektiver MaBbestimmung gemessene 
Liinge mit von 0 verschiedenem reellem Teile. 

Um derartige Siitze zu beweisen, bedienen wir uns sogenannter 
-,Oszillationsbetrachtungen“.*) Die urspriingliche Form des Oszillations- 


ist, 





*) Eine ausfiihrliche Literaturangabe iiber diesen Gegenstand findet sich in 
dem Artikel von Herrn Bocher iiber ,,Randwertaufgaben bei gewdhnlichen Differential- 
gleichungen“, Encyklopidie der math. Wiss. II A 7a, 1900. 
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theorems findet sich in den Arbeiten von Sturm und Liouville im 
Bande I und II von Liouvilles Journal aus den Jahren 1836—1838. Es 
handelt sich dabei im wesentlichen um folgendes Theorem. 

Es sei (x,, 2) ein Intervall der x-Achse, ferner seien zwei in diesem 
Intervalle stetige Funktionen g(x) und w(x) gegeben; tiberdies sei p(x) fiir 
%,<“2<2, stets >0. Wir betrachten dann die Differentialgleichung: 


(29) ©% 4 (Apa) + ¥@)y = 0. 


Dann kann man stets einen und nur einen reellen Wert des Para- 
meters A derart bestimmen, daB eine Lésung y von (29) existiert, fiir die 
“ . . -in #, und a, je einen vorgeschriebenen Wert annimmt, welche ferner 
zwischen x, und 2, eine gegebene Anzahl von Nullstellen besitzt, womit 
die Anzahl von Halboszillationen festgelegt ist, die y im Intervalle macht. 
Dieses Theorem wurde dann von Herrn Klein*), der den Namen Oszil- 
lationstheorem schuf, aufgenommen und dahin erweitert, daB er Differential- 
gleichungen mit m Parametern betrachtete und die m Parameter durch den 
obigen analoge Grenzbedingungen bez. Oszillationsforderungen fiir m Inter- 
valle festlegte. Dann aber untersuchte Herr Klein, zuniichst allerdings nur 
fiir einen Spezialfall, auch solche Oszillationstheoreme, bei denen sich das 
Intervall bis an singulire Punkte heranzieht. Herr Bécher**) zeigte nun 
in der Folge ganz allgemein, daB das Oszillationstheorem fiir Intervalle, die 
an singulire Punkte heranreichen, bestehen bleibt, sofern die Exponenten- 
differenzen der in Betracht kommenden singuliren Punkte reell sind, 
zwischen 0 und 1 liegen und von dem Parameter unabhingig sind. Man 


muB aber dann, statt den Wert des Quotienten © in den Randpunkten 


vorzuschreiben, angeben, welchen linearen Kombinationen der zu den sin- 
guliren Punkten gehérigen Fundamentallésungen y proportional sein soll. 
Ferner werden von Herrn Bécher auch solche Fiille erértert, bei denen 
die Exponentendifferenzen >1 sind, diese bleiben aber hier auBer Betracht. 

Bei allen diesen Erweiterungen des Oszillationstheorems blieb man 
dabei stehen, daB man, wenn ein Parameter gegeben war, auch nur fiir 
eine Lisung der Differentialgleichung Grenzbedingungen vorschrieb. Unsere 
Aufgabe ist es aber, den Parameter B in (3) derart zu bestimmen, daf 
die durch (10) oder (13) gegebenen Verbindungen von /,, /,, m,, m, vor- 
geschriebene Werte annehmen, d.h. wir haben im ersten Falle zwei 


*) Math. Annalen 18, Géttinger Nachrichten 1890, vgl. auch Vorlesungen 
iiber lineare Differentialgleichungen 1894. (Autographiertes Vorlesungsheft, Verlag 
Teubner). 

“*) American Bulletin, Oktober 1898 u. April 1900. 
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Lisungen, Y;, Y>, im zweiten Falle vier Lisungen Y%, Yj, Y}, Y, zu 
betrachten und den Parameter B so zu bestimmen, dab, wenn diese Lé- 
sungen durch die Fundamentallésungen Y; und Y? in der durch (19) ge- 


gebenen Weise dargestellt werden, entweder it : oder an in geeigneter 
Weise vorgeschriebene Werte annehmen. 

Um diese Probleme zu behandeln, miissen wir zuniichst die Abhiingig- 
keit der GréBen 1,, /,, m,, my von B direkt untersuchen und dann erst die 
aus ihnen gebildeten Ausdriicke (10) und (13) in ihrer Abhingigkeit von 
B diskutieren. 

Diese Methode wird uns iiber die meisten hier in Betracht kommenden 
Fragen in befriedigender Weise Aufschlu8 erteilen. 

Es ist nun im folgenden ein wesentlicher Unterschied zu machen, ob 
A positiv oder negativ ist. Wir lassen zunichst, um einen konkreten 
Fall zu haben, d im Unendlichen; es geht dann aus den Untersuchungen 
am Anfang dieses Paragraphen hervor, wie wir aus diesem Spezialfall 
AufschluB iiber die Verhiltnisse gewinnen, die eintreten, wenn wir einen 
anderen singuliren Punkt in das Unendliche werfen. 


§ 4. 

Oszillationsbetrachtangen bei positivem A. 

Wir gehen von der Differentialgleichung: 

' dty , |2—al*—** |2—b/?-*? |2—e|*- 
(23) ae t (a — a) (2 — b) («@ — 0) | 


aus, wobei a> b>c und A> 0 ist. 
Dabei ist also: 








ay 
-. (Aa + Byy=0 


|je—al*-**|2—b 38 |2@—e|?-*7 
(a — a) (a — b) (a — c) 
fir b< 2 <a negativ, fir e<2<b positiv. 
Wir fihren jetzt ein rechtwinkliges Koordinatensystem 2, z ein und 
betrachten die verschiedenen Lagen der Geraden: 
e=Az+B 
bei variierendem B, dem Parallelverschiebungen der Geraden entsprechen, 
da A einen festen, positiven Wert besitzt. 


__ as B Als Anfangswert wihlen wir B=—b-A, dh. 
¢ b—_.e wir geben der Geraden die in nebenstehender Figur 
a” gezeichnete Lage. Dann aber ist in (23) der Faktor 

= von y sowohl im Intervalle (¢, b) als auch im Intervalle 


(b, a) negativ und dies ist die einzige mégliche Lage der Geraden, bei der 
der Faktor von y in beiden Intervallen durchaus dasselbe Vorzeichen besitzt. 
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Verschieben wir die Gerade nach oben, so wird fiir das Intervall (c, 6) 
der Faktor von y in einem immer gréBer werdenden Teile dieses Intervalles 
positiv, verschieben wir die Gerade nach abwiirts, so gilt dasselbe vom 
Intervalle (b, a). 
Wir untersuchen jetzt den Verlauf von Y% und Y? in den Intervallen 
(b, a) und (0, c) unter der Annahme daB B= — A sei. Es ist nach (25): 
¥(0) =O, lim(5, ¥3(2)) 
Da nun in (23) der Koeffizient von y nach unserer Annahme im Inter- 
valle (6, a) negativ ist, so folgt, daB of immer dasselbe Vorzeichen hat 
wie y. Nun sind in der unmittelbaren renee” von ¢,, d. h. 
von dem wie von ¢, der zu z= b “ee Yp(x) und i * Y4(2) positiv, 


ha 7a ~ Y3(a) positiv, dh. aber, = 4 y3(z) und also auch Y%(z) 
wachsen bestiindig, wenn sich ¢ von ¢, nach ¢,, d.h. nach dem zu z= a 
gehérigen Werte von ¢ bewegt. Da ferner noch (25) 
d 
¥eO)—1, (7 %o@),_,,,-0 
ist, so folgt auf dieselbe a daB 
Yo(2), 3  ¥i(2) und iz + Y4(2) 


im ganzen Intervall durchaus iat. sind. Es empfiehlt sich, den Verlauf 
von Y%(x) und Y,(«) graphisch darzustellen und zwar als Funktionen 
von ¢, wie es in Figur 4 geschieht. 

Nun soll sich Y* in der Form Ys —1,¥ 6 dar- 
stellen lassen derart, daB Y."(a)=0O ist; daraus folgt, 
daB 1, positiv ist. Ebenso folgt, dab J, positiv ist, 


denn man hat ja: Ne y 
d 
Yo _ Y— ly Y%, 


iee 


also ist auch 

















(a Yo@)),_ = 9 
b 
lim (7, ¥5@)),_,_,> 9 
c 4 4 
tim ($,¥5(@)),_,_,>0 - a 


Wir untersuchen jetzt fiir den betrachteten Fall die gegenseitige Lage 
von J, und j,. Es ist: 


bw Ze), l, == lim (Fi Yr), 


eC a 








also: 
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¥i@)-($%2@)  - YO (4, ¥s@) 
Yea): (4, ¥s@) 





(80) 4—1—lim 


Nach dem friiheren sind aber 
. d 
Y¢(a) und lim (53 ie (2)) 


positiv, ferner ist fir 6 < 2<a: 
d d 
¥3 (2) 4 ¥5(2) — Yo(a) 4 ¥i(@) — const., 

wie aus einem bekannten Satze der linearen Differentialgleichungen un- 
mittelbar folgt. Zur Bestimmung der Konstanten setzen wir z= lim a(b + @) 
und finden ihren Wert gleich 1. Es folgt also aus (30) l,—1, > , d. h. 
(31) I, > |. 

Wir leiten jetzt die analogen Resultate fiir n, und , ab, wobei wir 


zuniichst zeigen, daB Y,(x) und Y4(x) auch zwischen ¢, und ¢, den in 
Figur 4 schematisch angegebenen Verlauf haben. Da nimlich: 


¥3()=0, lim (5, ¥4@),.,..-—}s 
¥,()=+1, lim (5, ¥s()) 


<> 0, 


so folgt, daB mit abnehmendem ?¢, also auch mit abnehmendem z: 
| d | ld 
Y%@, |4n@|, ne, |Zne@| 
durchaus und zwar immer starker wachsen. Es ist also sicher: 


Y¥3()>0, Y(e>0, lim (7, a <0, 


lim (;, ¥ 0 (2) 


z=c+e 
Da nun 


¥;(c) = 0 = ¥s(¢)—», Yo), 
. a we ‘ d b by 
tim (a4 6 (@)),_.,,— © — lim [ie (¥# @) — m Ye ))] 
so folgt, dab n, >0O und m,>O ist. Ferner hat man analog wie oben: 


d d 
YLO(s Ki@ — ¥3@ (3 Vio 
nN; a Ms — lim a (5; 0 it (ai 8 we 


-_ ¥i@ (5, ¥8@) 
1 


z=c+e’ 





z=ct+e 


in <0. 
v3 (3, ¥8@),,, 
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Daher ist: 
(32) My > M,. 
Zusammenfassend haben wir also: 


Satz 8. Ist A>0, B=—b4A, dann verschwindet weder Y;} (2) 
noch Yy(x) im Intervalle b <a <a oder im Intervalle ¢< x <b; es sind 
ferner 1,, 1,, m1, nN, positive Gripen und es ist 1, >1,, nm, > n,. 

Die Giiltigkeit dieses Satzes ist wesentlich von der Annahme A>0O 
abhangig. 

Um nun weiterhin zu sehen, wie sich die GréBen 1,, ,, »,, m, mit 
abnehmendem oder wachsendem B iindern, bedienen wir uns folgenden Satzes: 

Es sei 


(33) L(u) = 4% + @()-u=0, 


wobei p(t) eine stetige Funktion von ¢ ist. Es seien ferner ¢, und ¢, 
reelle Zahlen, dann gilt die Identitat: 


“ii _ 


(34) foot —a 10) a=[o¢— 4 ig 
4 


Wir betrachten jetzt speziell die beiden Gleichungen: 


to alt 2e) 2-8), 2-27 . 
x2—a| a2 —b| x2—e| 
(86) — @=9@—He—q “e+ By~0 
und: 
(35a) d¥y | |a2—al*~**\2— p/?-*? | 2 —e|?- 27 


aT” "“@—a@e—de@—5 (Ax+ B+ &)y=0. 





Die Lésungen von (35a) sind analytische Funktionen von ¢,. Die zu 
(35) gehérigen Fundamentallésungen bezeichnen wir wie friiher; die zu 
(35a) gehérigen Fundamentallésungen und GréBen zeichnen wir durch 
Hinzufiigung eines Index «, aus, wir schreiben also z. B.: 
Yo* = Y;"— 1 Ye*. 
Wir setzen nun in (33) baw. (34): 
= |e —al?-2%\2—b |?- 9? |e —e)?-? 


(@ — a) (% — b) % —e) 


u=Yo"(2), v= ¥r(2); 





Y 
-Az, , =4, 4, =—t,, 


dann erhalt man: 


|ja —al*—**|¢ —b|?- 9? |e —¢)*- 27 ay 8 (4) 
we, fen Wa) Yao) dt 4-1. 


t 
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Nun ist 
\a— aj*~**\2—b 9-30) 2 — ¢|*-*7 
(2 — a) (x — b) (2@— 0) 





im ganzen Intervalle negativ, ferner kénnen wir «, so klein wihlen, dab 
sich Y%"(x)- Y¢(z) beliebig wenig von (Y% (z))* unterscheidet; fiir kleine 
positive Werte von ¢, ist daher der Wert des Integrals negativ, also 
l, >, fiir kleine negative Werte von «, ist 1, <1,%. Es folgt un- 
mittelbar, daB derselbe Satz auch fiir /,, dagegen der entgegengesetzte 
Satz fiir m, und », gilt. Denn man sieht sofort, daB das Verhalten von 
Y;(x) und Y¢(z) im Intervalle (b, c) bez. einer Abwiirtsbewegung der Ge- 
raden z= Ax+ B dasselbe ist wie im Intervalle (b, a) bez. einer Aufwiirts- 
bewegung dieser Geraden und umgekehrt. 

Wir diirfen wns also im folgenden stets darauf beschriinken, die 
Veriinderung von l1,, 1,, m,, m, bei einer Abwirtsbewegung der Geraden 
von der Anfangslage aus zu diskutieren. Zuniichst verzeichnen wir aber den 

Satz 9. Wenn wir die Gerade z= Ax+B parallel mu sich nach 
unten verschieben, so wachsen |, und |,, n, und n, nehmen dagegen ab; ver- 
schieben wir die Gerade nach oben, so nehmen |, und l, ab, n, und n, 
wachsen. 

Da nun bei der Abwirtsbewegung der Geraden von der Anfangslage 
aus der Koeffizient von y in der Differentialgleichung in dem Intervalle 
(b, c) immer stirker hegativ wird, so gelten die Schliisse, durch welche 


wir bei der Anfangslage zeigten, dab 
d d | 
Yr(@), Yo), |i ¥e@|, |g Yo) 
im Intervalle (b, c) mit abnehmendem ¢ fortwihrend wachsen, a fortiori 
kénnen daher 


¥3(0), Yo(c), lim (4; ¥}(@)) 


nicht verschwinden; dann folgt aber aus (19), dab m, und n, stets von 0 
verschieden sind. Verbinden wir dies mit den Sitzen (8) und (9), so 
erhalten wir, da ja m, und m, nie einander gleich werden kénnen, 

Satz 10. Ist B< —bA, so sind n, und n, stets positiv, ny >n, und 
Y;(a) und Y4(x) sind stets von 0 verschieden, wenn c<x <b; ist B>—bDA, 
so sind 1, wnd 1, stets positiv, l, >1, und sowohl Y;(a) als auch Y, (2) 
sind von 0 verschieden, wenn b< a2 <a. 

Wir kénnen diesen Satz auch folgendermafen aussprechen: 

Satz 11. Wenn B<—bA, so erstreckt sich die in den Meridian 
der reellen Zahlen gedrehte Seite b'c’ direkt von 0 bis zu dem positiven 
Wert c, ohne die Kreisperipherie mehrmals zu wmspannen. Ist dagegen 


‘ é w 
z=c+e und lim (5 ¥e(#)), 04. 
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B>-— A, so erstreckt sich die Seite b’'a’ direkt von 0 bis zu dem posi- 
tiven a’. 

Etwas komplizierter ist die Sachlage in den beiden anderen Fiillen, 
zu deren Untersuchung wir uns jetzt wenden. Wir wollen also z. B. die 
Anderung von J, und J, bei Abwirtsverschiebung der Geraden aus der 
Anfangslage verfolgen. Dabei wissen wir zuniichst, daB sich 


¥3(@), Yo(a), lim(Z,¥p(@)),_,_.» lim (F; Ys) 


stetig mit B verindern. Ausgenommen dabei sind zuniichst nur die Fille, 
in denen J, und /, unendlich werden; in diesen Fillen andern sich aber 


z=a-8 e=ze~e’ , und l, 


1 1 é 
T bzw. L stetig. 

Um weitergehen zu kénnen, miissen wir jetzt das Sturmsche Oszilla- 
tionstheorem heranziehen und zwar fiir ein Segment, an dessen beiden 
Enden singuliire Punkte liegen. Wir kénnen hier nun auf zwei ver- 
schiedene Weisen verfahren. Wir kénnen nimlich den oben erwihnten 
Satz des Herrn Bécher, der aussagt, daB das Oszillationstheorem hier 
noch gilt, direkt beniitzen; wir kommen aber auch za Ende, wenn wir 
nur als bekannt voraussetzen, dab wir — B so groB wihlen kénnen, daB 
in irgend einem zwischen 4, und ¢, gelegenen Intervalle die Lésungen der 
Differentialgleichung, also speziell auch Y; (x) und Y; (x) mindestens 
eine gegebene Anzahl von Nullstellen besitzen. Dieses folgt unmittelbar 
aus dem am Ende des vorigen Paragraphen zitierten Satze von Sturm, 
wenn wir noch hinzufiigen, daB die Nullstellen irgend zweier Lésungen 
einer solchen Differentialgleichung sich stets trennen. Wir werden diesen 
letzteren Satz spiiter noch direkt beweisen. 

Es tritt nun die Frage auf, wie es méglich ist, daB bei Abwiirts- 
bewegung unserer Geraden von der Anfangslage aus Nullstellen von 
Y; (a) und Y) (x) im Innern des Bereiches (b, a) entstehen kénnen. 

Von 6} aus kénnen bei sich veriinderndem B keine Nullstellen in das 
Innere hereinriicken, da man, sofern nur B unterhalb einer endlichen 
Grenze bleibt, von «= aus nach rechts ein endliches Intervall derart 
angeben kann, daB innerhalb desselben 


Ye (2), Y3@, £N@), Z¥s() 


gewiB nicht verschwinden. Aber auch im Innern des Intervalles (b, a) 
kann keine Nullstelle entstehen; denn nehmen wir an, es verschwinde fiir 
B=B, Y>(x) im Punkte t=+, wobei t,<1<t, ist, ferner seien die 
zu B> B, gehérigen Y; (x) in der Umgebung von ¢=+r durchaus von 0 
verschieden, wenn B nahe genug an B, liegt. Nun sind Yj (x) und Y;(z) 
in der Umgebung von ¢=+t analytische Funktionen von ¢ und B, es 
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miiBte daher unter den obigen Annahmen fir B= B, auBer (Y, (2)),_, 
auch noch (5 4 (2)) 


Y, (a) =0, was widersinnig ist. Es kann also Y, (x) bei Verkleinerung 
von B nur dadurch im Innern des Intervalles Nullstellen erhalten, daB 
¥? (a) verschwindet und diese Nullstelle in das Innere des Intervalles 
riickt. Da man nun nach den obigen Ausfiihrungen B so stark negativ 
withlen kann, daB jede Lésung der Differentialgleichung, also auch Y, (2) 
in einem zwischen 6 und a gelegenen Intervalle mindestens eine vor- 
gegebene Anzahl » von Nullstellen besitzt, so folgt, daB Y, (a) mindestens 
nm mal verschwinden mu, wihrend B sich von B = — bA soweit abwirts 
bewegt, da ja fir B—=—bA Y) (x) im Intervalle (b, a) keine Nullstelle 
besaB. So oft aber Yo (a)—0 ist, muB es proportional mit Y% (x) sein, 
dieses ist aber nach (19) nur dann méglich, wenn r =0, dh. , =+ 00 ist. 
Nun kann bei abnehmendem B die GréBe J, im allgemeinen nur wachsen, es 
springt also 1, von + co nach — oo und durchwandert alle reellen Zahlen, 
bis Y¢(a) wieder verschwindet. Da ferner 1, stets 1, vorauseilen mu8, so 
durchlauft auch 1, beliebig oft den Kreis der reellen Zahlen, ohne aber 
je 1, um einen ganzen Umlauf iiberholen zu kénnen. Wir haben also 
folgenden wichtigen Satz gewonnen: 

Satz 12. Ist B<—bA, so durchlaufen die Werte 1, und 1,, wenn 
wir B geniigend abnehmen lassen, den ganzen Kreis der reellen Zahlen ent- 
gegengesetzt dem Uhrzeigersinn beliebig oft, ohne dap dabei 1, je 1, einholen 
oder 1, wm einen ganzen Umlauf |, iiberholen kann; man kann also B so 
klein wiihlen, daB die Seite b'a’ den Kreis der reellen Zahlen eine gegebene 
Zahl Male umspannt. Ist dagegen B>—bA, so durchlaufen, wenn wir 
B geniigend wachsen lassen, die Werte n, und n, den Kreis der reellen 
Zahlen entgegengesetet dem Uhrzeigersinne beliebig oft, ohne daB dabei n, 
je M, einholen oder n, um einen ganzen Umlauf n, iiberholen kann; man 
kann aiso B so groB wiihlen, dap die in den Meridian der reellen Zahlen 
gedrehte Seite b'c’ den Kreis der reellen Zahlen eine gegebene Zahl Male um- 
spannt. 

Einen genaueren Einblick in das Verhalten der Seitenliinge erhalten 
wir jetzt durch Zuhilfenahme von Satz 1 und 2. Wir entnehmen daraus 
speziell folgende SchluBfolgerung: 

Satz 13- Man kann stets B so bestimmen, daB die Seite ab’ eine 
gegebene reelle Seitenliinge g besitet. Dagegen kann man fiir ab’ nicht 
jede beliebige Seitenliinge von der Form kx -+ yi vorschreiben, wo k eine 
ganze Zahl, x eine vorgegebene reelle Gripe ist. 

Aus Satz 12 kénnen wir jetzt auch unmittelbar den ersten Teil von 
Satz 7 entnehmen; denn, wenn B< — DA ist, sind m, und m, durchaus 


verschwinden; dann aber wire fir B= B, 


t=t 
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positiv (vgl. Fig. 5), ebenso wenn B>— DA ist, sind J, und J, positivy, 
also ist in dem einen Fall die Linge von b’c’, im anderen Falle die von 
b’a’ rein imaginir. 

Wir haben aber jetzt erst gezeigt, daB man den Parameter B stets 
so bestimmen kann, daB die Seitenlinge von u’b’ einen vorgeschriebenen 
reellen Wert annimmt, es folgt 
aber daraus keineswegs, daB bei 
Vorgabe einer reellen Seitenlinge 
von ab’ auch der Parameter B 
eindeutig bestimmt ist. Wir wer- 
den im niachsten Paragraphen 
diese Liicke ausfiillen, indem wir 
zeigen, daB, wenn wir fiir die 
Seitenlinge g einen reellen Wert 
vorschreiben, der nicht gerade 
von der Form kz ist, wo k eine 
ganze Zahl, der Parameter B ein- 
deutig bestimmt ist. Was die 
reellen Werte ka anbetrifft, so folgt aus Satz 1 ja schon, daB es zu 
gy = kx zwei Parameterwerte B gibt, es miiBte denn gleichzeitig 1, = 0, 
l, = oo oder 1, = co, 1,=0 sein. Desgleichen kann es natiirlich nicht 
gelingen, die eindeutige Bestimmung von B durch eine Seitenlinge 
gy =kx+ wi za erweisen; denn man ersieht ja sofort aus Satz 1, daB 
es dazu entweder iiberhaupt keinen Parameterwert B oder mindestens 
zwei Parameterwerte gibt. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen wollen wir nur noch hervorheben, 
daB in der hier gegebenen Ableitung des einschligigen Oszillations- 
theorems vieles enthalten ist, was sich unmittelbar auf den Fall itiber- 
tragen laBt, bei dem die Exponenten «, 6, y zum Teil > 1 sind. 








| 
I 
| 
! 
| 
1 
I 
! 
! 
| 





Fig. 5. 


§ 5. 
Eindeutige Bestimmung von B durch Vorgabe einer reellen MaBb- 
zahl fiir die in projektiver Weise gemessene Seitenliinge von a’ b’. 


Wir bedienen uns zum Nachweise des angekiindigten Satzes einer 


Methode, welche von Herrn Klein im Falle « = > p=, yas in 


seinen Vorlesungen*) entwickelt wurde, die aber sehr leicht verallge- 
meinerungsfahig ist. Wir nehmen also an, die Seitenlinge a’b’ sei reell 


*) Klein, Vorlesungen iiber lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung, 1894, 
8. 379. 


Mathematische Annalen. LXVI. 16 
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and gleich der GréBe ~ x, wobei * - eine rationale, nicht ganze Zahl t 
sein soll. Wir setzen jetzt: ] 
|dx I 





(36) dt = |dt| = F 


—al|'~*\2—b|!-?|2—e)-7 

Wenn z jetzt » mal den Weg von } nach a und von a nach 6 zuriick 
durchliiuft, wiichst t von ¢, bis ¢, + 2n(t, — ¢,); dabei bezeichnen wir die L 
zm 2=a und =b gehérigen Werte von ¢ mit ¢, und ¢,. Durch die 
Festsetzung in (36) haben wir erreicht, daB die auf der z- und t-Achse 


iibereinander liegenden Intervalle auf der t-Achse nebeneinander zu liegen ¢ 
kommen. J 
Wir fiihren jetzt fiir Y, ; (w) und Y¢(«) ein neues Fortsetzungsprinzip l 
ein, indem wir festsetzen, daB sich 1 
i I 
¥z(2), Ye(2), <¥3(@), 2K) 
lings des ganzen Segmentes auf Fh ‘+e stetig verindern, dann gilt é 
dasselbe auch von I 

ray ra d a d ya 
¥i(2), Ye@), 2y¥@), “4 yi). 
Nun ist fir z=a . 
a ° d a ¢ 

lim (7; Yo (2). _, 7 0 = lim (5 Yo (2). 

| es wird also Y}(x) an der Stelle a infolge ; 
~ unserer Festsetzung gerade so reflektiert, wie es 
Ry: [ dorthin gekommen ist, d.h. auf dem Riickwege ' 





WL" (LK) von a aus hat Y f(x) denselben Wert in ( 
XY, irgend einem zwischen a und b gelegenen 
Punkte &, den es auf dem Hinwege zu a hatte. 


se Anders aber verhilt sich Yi(x) bei der Re- 
flexion. Es ist nimlich Y‘(a)=0, dagegen ist auf dem Hinwege 


tim ( %2@),_..., tim GE)... | 
auf dem Riickwege , 
lim a (Z, ¥: (2)) 


Nun indert sich die Differentialgleichung nicht, wenn wir t statt ¢ 
einfiihren, und wir haben in Y¢ (x) vor und nach der Refiektion zwei 
( 











=— lim a (Z, ) (2)) 


z=a~-é z=a-8 ( 


Lésungen der Differentialgleichung, deren Anfangswerte gerade das ent- 
gegengesetzte Zeichen haben, also haben diese Lésungen durchaus gleich 
groBe absolute Werte, aber entgegengesetzte Vorzeichen, d. h. es wird 
gemaB unserer Festsetzung Y%(x) als — Y¢ (x) ana reflektiert. Als Funk- ) 
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tion von t haben Y> und Y/ hiernach den in Figur 6 verzeichneten Ver- 
lauf; wir verstehen dabei unter tr, den Wert von rt in b nach der ersten 
Reflexion. 
Was bedeutet das fiir 7 = a ot Es gehe durch die Reflexion in a 
0 
y in », tiber, dann ist nach (19): 
n—|, ee L 
n—l, Th 4, 1 
d. h. aber, die 4-Kugel erleidet bei der Reflexion eine Drehung von der 
Amplitude 2 um a’a” als Achse. a’ uud a” bleiben bei dieser Drehung 
liegen, b’ und b” gehen in zwei andere Punkte 6,’ und 6,” des reellen 
Zahlenkreises tiber, und zwar geht b,’b,” durch den Schnittpunkt von b’b” 
mit a’a”, da ja dieser Punkt bei der Drehung liegen bleibt. Die Linge 
der Seite a’b,’ ist natiirlich gleich der von b’a’. Der Reflexion an b 
entspricht in gleicher Weise eine Drehung der Kugel von der Amplitude x 
mit b,’b,” als Achse, a’ und a” gehen dabei iiber in a,’ und a,”. n Re- 
flexionen an a und b entsprechen also hintereinander amgioten Drehungen 
von der opt gg a um die Achsen 


”, ” , ” , ” Le 
aa " b,’ b,” 5 a,’ a,”’; 3 b,’ bs; pe An-2On~-33 bis bn-135 An-14n-13 b,, b,”. 

Dabei geht a,’ und a,” aus a,_, und a;_, durch eine Drebung um 
die Achse b,’b,” Gaede nnd b,. bzw. b,, ” aus b,_1 bzw. b/_, durch eine 


Drehung um die Achse a, 1a 1. Bei "jeder Drehung bleibt der Scheitel 
des die Seitenlinge messenden Winkels liegen und jeder Winkel hat die 


GréBe - x. Die Liinge des zwischen b’ und b,’ liegenden Bogens ist 


also = a-2n=—2ma, d. h. der Bogen b’b,’ durchliiuft von b’ ausgehend 


den Kreis der reellen Zahlen gerade m mal und endigt wieder in 0’. 

Unter Festhaltung des am Anfang des Paragraphen ausgesprochenen 
Fortsetzungsprinzips muB also 7 im Innern des Intervalles zwischen 1, =¢, 
und t, = t, + 2n(t,—t#,) genau m mal unendlich werden und aufber in 1, 
und in t;, noch in m— 1 Stellen im Innern dieses Intervalles verschwinden. 
Um dieses zu erreichen, miissen wir in der ieaiiatte 

a’ a —al*-**|¢— p|?- 28) 2 ¢/?-? 

(37) ae + Ye 5 (a — b) = “(Aa + B)y=0 
den Parameter B so bestimmen kénnen, daf im Intervalle (¢,, 1, ') eine 
Lisung existiert, die im Innern des Intervalles stetig ist, eine stetige 
erste Ableitung besitzt und auBer in tr, und t, noch in m— 1 Punkten 
im Innern des Intervalles verschwindet. 

Dieses ist aber ein ganz gewdhnliches Oszillationstheorem, welches 
nur insofern von den sonst gebrauchten Oszillationstheoremen abweicht, als 

‘ 16* 
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im Innern und auf dem Rande des Intervalles singulire Stellen liegen, 
die von demselben Charakter sind, wie die im vorigen Paragraphen be- 
handelten. Dabei soll aber jetzt die gewiinschte Lisung, sowie ihre nach ¢ 
genommene erste Ableitung tiber die im Innern gelegenen singuliren 
Stellen hinweg stetig fortgesetzt werden. Man zeigt nun, genau wie im 
letzten Paragraphen, dab man den Parameter B immer so bestimmen kann, 
daB den gewiinschten Oszillationsbedingungen*) geniigt wird; wir kénnen 
iiberdies dieses Resultat selbst, ohne neue Oszillationsbetrachtungen, aus 
dem vorigen Paragraphen iibernehmen. Es bleibt also nur mehr zu be- 
weisen, daB auch der Parameter B durch diese Oszillationsbedingungen 
eindeutig bestimmt ist. Um zu zeigen, daB es nicht zwei Parameter, B, 
und B, (es sei dabei B, > B,) geben kann, fiir welche je eine Lésung 
Y; (x) baw. ¥3 (x) der Differentialgleichung existiert, die fir r= +, und 
t= rt, verschwindet und im Innern des Intervalles m— 1 Nullstellen hat, 
machen wir folgende Hilfsbetrachtung. 

Es sei t, ein Punkt des Intervalles, « und v je eine Liésung mit 
stetiger erster Ableitung von (37) fir B= B, baw. B= B,; ferner sei 
u(t,) = 0 und v(t,) =O. Wir kénnen ferner es immer so einrichten, dab 
u(r) und w(t) fiir die Werte von t, die >t, und in geniigender Nihe 
von t, sind, positiv ausfallen. Wir zeigen dann, daB die auf +, folgende 
Nullstelle tr, von u(r) weiter entfernt ist, als die niichste Nullstelle +, 
von v(t). Denn nehmen wir zuniichst an, es liege zwischen t, und 1, 
keine Nullstelle von u(r) und v(t). Nun ist nach (34) 


7. 


A 2-2e 2-28 2-2 
x2 —a'| —b Pis— Y 
(38) f eee (B, — B) ule) 0(¢) de 
dv duyt=% du 
bs [w dt =" it = (- e: dt t=1, 
Es ist aber der Ausdruck unter dem Integralzeichen zwischen t, und 1, 
durchaus negativ, also hat das ganze Integral einen negativen Wert, ferner 


" 


ist (3)... negativ, da ja u(t,)=0 und u(r) vorher positiv war, es muB 
also v(t,) negativ sein, also v(t) zwischen t=1, und r= +t, eine Null- 
stelle besitzen, da wir annehmen, daB v(r) fiir r > 1, zuniachst positiv 
sein soll. 

Diesen Hilfssatz verbinden wir mit einem zweiten Hilfssatz, den wir 
schon friiher bentitzten und der aussagt, daB zwischen zwei Nullstellen 
einer Liésung u, der Differentialgleichung (37) jede andere Lisung u, der- 


*) Unter Oszillationsbedingungen verstehen wir die Grenzbedingungen und die 
Zahl der Nullstellen. 
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selben Differentialgleichung mindestens eine Nullstelle besitzen mu8. Der 
Beweis dieses zweiten Hilfssatzes folgt unmittelbar aus der Gleichung 


u, (xf = My (t) — ty (t) * u, (rt) = const.; 


verschwindet nimlich u, fiir r= 1, und t =1;, so ist: 


ty (rs) (42% (7), = Ma (%) (Fe (2)),_ 


(74), umd (4). 


entgegengesetzte Zeichen haben, so haben auch u,(r,) und u,(t,) entgegen- 
gesetzte Zeichen. 

Nun folgt aus dem ersten Hilfssatze, daB die t= 1, zunichst liegende 
Nallstelle von Y;(r) weiter von t = 1, wegliegt, als die niichstliegende 
Nullstelle von Y5(r); wir nehmen nun an, diese Eigenschaft gelte bis zu 
den g*" Nullstellen, d. h. es liege die g* Nullstelle von Y;(r) weiter von 
t=, entfernt als die g” Nullstelle von Y;(r), dann liegt auch die 
(9 +1) Nullstelle von Y;(r) weiter von t = 1, entfernt als die (9 + 1)” 
Nullstelle von Y;(r). Denn Wahlen wir fiir tr, die 9 Nullstelle, fiir r, 
die (9 + 1)* Nullstelle von Y, 2(t), fir w Y3(r), dann existiert nach dem 
ersten Hilfssatze fiir B, eine Lésung v(r), die fiir r= 1, und t= 1, < 1, 
verschwindet. Nach dem zweiten Hilfssatze mu8 aber dann zwischen rt, und 
t, auch eine Nullstelle von Y;(r), also zum mindesten die (g +1)” Null- 
stelle von Y; (r) liegen. Daraus folgt aber unmittelbar, dab Y; (rt) und 
Y;(r) nicht gleichzeitig in r, und t,, verschwinden und im esi gleich 
viele Nullstellen besitzen kinnen. Also ist B durch die Oszillations- 
forderungen eindeutig festgelegt. 


Damit ist bewiesen, daB durch Vorgabe einer Seitenliinge in der 


und da 


Form ~x der Parameter B eindeutig bestimmt ist, sofern ~~ keine ganze 


Zahl ist. Es folgt aber hieraus in Verbindung mit den Siitzen des letzten 
Paragraphen, daB durch Vorgabe irgend einer reellen Seitenlinge ,, die 
gerade kein ganzes Vielfaches von a ist, der Parameter B eindeutig fest- 
gelegt ist. Denn es ergibt sich ja aus jenen Untersuchungen, daf mit 
der Seitenlinge ~ sich umgekehrt auch B stetig andert, sofern y kein 
ganzes Vielfaches von a ist, so da wir stets rationale Werte von w an- 
geben kénnen, die teils gréBer sind als y,, teils kleiner sind und zu be- 
liebig nahe benachbarten Werten von B gehéren. 

Man sieht iiberdies leicht ein, daB das Resultat dieses Paragraphen 
von der Annahme A>O unabhingig ist, da sich alle Untersuchungen 
nur auf das eine Intervall (b, a@) beziehen, und alle Siitze, die wir be- 
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niitzten, von den Higenschaften, die wir aus der speziellen Anfangslage 
der Geraden z = Ax + B gewannen, unabhiingig sind. Wir haben also 
ganz allgemein den 

Satz 14. Wenn wir fiir die in projektiver MaBbestimmung gemessene 
Liinge w der Seite a'b’ einen beliebigen reellen Wert vorschreiben, so ist da- 
durch der Parameter B eindeutig festgelegt. Ausgenommen ist dabei nur 
der Fall, in dem po =kx und k eine ganze Zahl ist; dann gibt es stets 
zwei und nur zwei Parameterwerte B. 


§ 6. 
Festlegung des Parameters B durch eine Kantenlinge, wenn A > 0. 


Nach Satz 3 ist die Kantenlinge auf der Achse b’b” wesentlich be- 
stimmt durch den Quotienten ae. Wir gehen wieder von der Anfangs- 


lage der Geraden z= Ax+ B fir B=—bA aus, bei der sowohl |, 
und /,, als auch », und », positiv sind. Aus Satz 13 folgt, daB wir B 
von dem gewahlten Anfangswerte aus so weit wachsen lassen kénnen, daB 
m, das erste Mal co wird; das geschehe fir B= ,; m, ist dabei 
noch positiv, ebenso J, und /,; fiir B=, ist also n,n, = 00, 1,1, >0. 
Lassen wir aber jetzt von B=, aus B wieder abnehmen, so nimmt n, 
und »,, also auch m,n, kontinuierlich ab, dagegen wachsen J, und J,, 
also auch 1,1,, bis 1, = oo wird, was natiirlich erst te B<—bdA ein- 
treten kann; es geschehe fir B= £,. Der Quotient = 44 pimmt also, 


wenn B von f, nach #, geht, alle Werte zwischen 0 oni co einmal und 
nur einmal an, da ja der Zihler kontinuierlich wiichst, der Nenner da- 
gegen bentinniertich abnimmt; die Seiten b’c’ und D’a’ haben dabei nach 
Satz 1 rein imaginire Werte. Wir haben also: 

Satz 15. Wenn A positiv ist, kann man den Parameter B auf eine 
und nur eine Weise so bestimmen, daB die Kantenliinge auf der Achse b'b” 
irgend einen zwischen 0 und oo gelegenen reellen Wert besitzt und die beiden 
Seiten b'c’ und b'a’ rein imagindre Liingen haben. 

Speziell kénnen wir daraus folgendes Theorem, das sogenannte Grund- 
theorem*) entnehmen: 

*) Nach der Ausdrucksweise von Herrn Klein in den Math. Annalen Bd. 64. 
Das Grundtheorem deckt sich in dem Falle, daB «, B, y, 8 reziproke Werte ganzer 


Zahlen sind, mit dem sogenannten Fundamentaltheoreme der automorphen Funktionen. 
(Vergl. Schlu8 des § 7.) Die Bestimmung des Parameters B fiir das prune: an sowie 


fiir die ersten Obertheoreme wurde fiir den Fall « = = = = _7= =i im An- 


schlu8 an die von Herrn Klein im Sommer 1907 gehaltenen Sentusisinditios von 
Herrn Rothe mit Hilfe der elliptischen Funktionen rechnerisch durchgefiihrt. (Monats- 
hefte fiir Mathematik und Physik, 19. Jahrgang, S. 258 ff.) 
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Satz 16. Wenn A, positiv ist, kann man den Parameter B auf eine 
und nur eine Weise so testinne, daB das Viereck einen Orthogonalkreis 
besitat, den die Seiten b'a’ und b'c’ nicht schneiden. 

Denn aus den Untersuchungen am Ende des § 1 folgt unmittelbar, 
daB das Viereck dann und nur dann einen Orthogonalkreis besitzt, wenn 


BD os 1, also die Kantenlinge auf b'b” den Wert 0 hat. Da nun /, 


aad I, positiv sind, so liegt der Schnittpunkt der 
Achse aa” und 0’ ” auBerhalb der Kugel, woraus 
folgt, daB der Orthogonalkreis reell ist. Es sei nun 
in Figur 7 0,0, die Schnittlinie dieses Orthogonal- 
kreises mit ‘dem Meridian der reellen Zahlen, dann 
lehrt ein Blick auf die Figur in Verbindung mit 
Satz 1, daB die Forderung, die Seite b’a’, soll den Ortho- : 
gonalkreis nicht schneiden, identisch ist mit der For- 
derung, daB b’a’ eine rein imaginire Seitenlinge be- 
sitzen soll. Uber das Verhalten der Seiten d’a’ und 
db’ in bezug auf den Orthogonalkreis werden erst 
die folgenden Paragraphen Aufschlu8 geben. 

Wir lassen jetzt B von #6, an weiter abnehmen, », und », bleiben 
nach wie vor positiv, 7, ist zunichst noch positiv, J, dagegen negativ, 
il, 
Mm, My 
Betrag nimmt zunichst im allgemeinen ab, wobei aber Schwankungen 
nicht ausgeschlossen sind. Es sind dann zwei Fille zu unterscheiden 
wie wir schon friiher bemerkt haben. Entweder wird niimlich bei fort- 
waihrendem Abnehmen von B zuerst /, 0 und erst spiiter 1,00, oder 
diese beiden Ereignisse treten in umgekehrter Reihenfolge ein. Im 








Fig. 7. 


ist also fiir die Werte B< #, zuniichst negativ und sein absoluter 


ersten Falle wird, wenn B von #, an abnimmt, Sh zuniichst alle Werte 
ny 


zwischen — co und 0 mindestens einmal annehmen, dann aber alle Werte 
zwischen 0 und + co einmal und nur einmal, bis 1, = + co geworden 
ist. Es durchliiuft dabei die Kantenliinge auf b’b” zuniichst alle Werte 
zwischen Cxzi-+ co und Cxzi—oo von der Form Czi+D, wobei D 
irgend eine reelle GréBe ist, jeden solchen Wert mindestens einmal an- 
nehmend; dann aber durchliuft sie alle reellen Werte zwischen — co und 
+ co, jeden Wert einmal und nur einmal annehmend. Solange dabei 
1, <0, ist die Liinge der Seite b’a’ rein reell, aber < a, wenn J, > 0, ist 
die Seitenlinge von der Form 2+ wi, wobei w eine reelle GriBe ist. 
Ganz anders aber ist das Verhalten der Kantenlinge im zweiten Falle, 
in dem 1, zuerst co wird. Jetzt durchliuft die Kantenlinge nicht mehr 
alle Werte zwischen Czi+ oo und Czi— oo, sondern sie kehrt nach 
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Czi+oco muriick, wenn /,=—oco wird. Von da an durchwandert at 
1 


alle Werte zwischen co und 0, aber wir kénnen nicht mehr direkt schlieBen, 
daB der Bruch dabei monoton abnimmt, da ja Zahler und Nenner gleich- 
zeitig abnehmen. Aber jedenfalls nimmt dabei die Kantenlainge jeden 
reellen Wert zum mindesten einmal an. Dabei ist die Liinge von a’b’ reell 
und kleiner als z, solange J, positiv ist, dagegen von der Form 2+ wi, 
wenn /, und /, negativ sind. Nachdem wir so den einfachsten Fall véllig 
diskutiert haben, kénnen wir gleich anschlieBend an Satz 1 im allgemeinsten 
Fall das Resultat aussprechen, wobei uns jedoch aus naheliegenden Griinden*) 
nur die Fiille interessieren, in denen die Kantenliinge reell ist, die Seiten 
a’b’ und be also komplexe bzw. rein imaginire Liingen besitzen. Man 
hat dann: 

Satz 17. Wenn die Linge von a'b’ die Form kx + wi hat, wobei k 
eine beliebige vorgegebene ganze Zahl, w eine noch unbekannte, reelle Gripe 
ist, so kann man den Parameter B stets so bestimmen, da die Kantenlinge 
b’b” einen beliebig vorgeschriebenen reellen Wert zwischen — oo und + co 
annimmt. Ist spesiell k eine solche ganze Zahl, daB die Werte l, und l,, 
zu denen Seiten von der Linge kx +- wi gehiren (wobei w irgend eine reelle 
Grife ist), positiv sind, so ist der Parameter B durch Vorgabe von k und 
der Kantenliinge eindeutig bestimmt. 

In den anderen Fallen, in denen J, und /, beide negativ sind, kénnen 
wir tiber die eindeutige Bestimmtheit des Parameters B nichts Sicheres 
aussagen. Es ist dabei noch hervorzuheben, dab, wenn /, und /, bei irgend 
einem Werte von w positiv bzw. negativ sind, sie bei festgehaltenem k fir 
jedes reelle » positiv bzw. negativ sind. 

Der Beweis des Satzes 17 ist nun folgender: Soll die Liinge von a’l’ 
die Form ka + wi besitzen, so muB die Achse a’a” die Achse b’b” auBer- 
halb der Kugel schneiden, also miissen J, und J, gleichzeitig positiv oder 
negativ sein. J, und J, kénnen aber, wenn wir von dem in Satz 15 er- 
ledigten Fall absehen, nur dadurch bei abnehmendem B beide positive 
Werte annehmen, daB die eine von den beiden GréBen schon positiv ist, 
die andere durch 0 hindurchgehend positiv wird, was fir B= B, ein- 
treten mége. Dann wachsen aber J, und /, mit abnehmendem B, bis fiir 
B = B, diejenige GréBe, die am Anfang schon positiv war, co wird. 
m, und », nehmen aber mit abnehmendem B ab und sind gewiB, da 
B<— bA, positiv; also wichst Ab von 0 bis oo, jeden Wert einmal 


12 


*) Man sieht ja aus dem eben behandelten Fall, daBS man nicht immer reelle B 
za einer Kantenliinge von der Form Czi-+ D bestimmen kann, wenn D eine be- 
liebig vorgegebene Konstante ist. 
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und nur einmal annehmend, wenn B von B, bis B, abnimmt. Anderer- 
seits kénnen /, und /, nur dadurch beide bei abnehmendem B negative 
Werte annehmen, da die eine der beiden GréBen schon negativ ist, die 
andere durch oo hindurchgehend negativ wird, was fir B= B, eintreten 
mége. Dann nehmen die GréSen |/,| und |/,| mit weiter abnehmenden B 


ab, bis fir B= B, die eine verschwindet. Ah nimmt also von + co 
1 


bis O ab, wenn B von B, bis B, sinkt, und zwar nimmt at jeden 


zwischen co und 0 liegenden Wert mindestens einmal an; daB aber jeder 
solehe Wert wirklich nur einmal angenommen wird, diirfen wir nicht 
schlieBen, da ja Zahler und Nenner gleichzeitig abnehmen. 

Damit sind alle Aussagen des Satzes 17 bewiesen. Als Spezialfall 
von Satz 17 haben wir: 

Satz 18. Wenn A positiv ist, kann man den Parameter B stets so 
bestimmen, daB das Viereck einen (reellen) Orthogonalkreis besitzt, den die 
Seite a’b’ genau k mal schneidet. 

Damit ist die Existenz der sogenannten ,,Obertheoreme“*) bewiesen. 
Uber die eindeutige Festlegung von B durch diese Bedingung gilt dasselbe 
wie bei Satz 17. 

Es tritt jetzt die Aufgabe an uns heran, das Verhalten der beiden 
nicht durch b gehenden Seiten zu untersuchen; dieses wird uns dann er- 
lauben, die Siitze 17 und 18 noch weiter zu vertiefen. 


g 7. 
Nihere Ausfiihrungen fiir den Fall, daB die Winkelsumme im Vier- 
ecke kleiner ist als 2%. (Fall I des § 3.) 


Wir haben jetzt das Material beisammen, um in dem in § 3 mit I 
bezeicaneten Falle die Untersuchung iiber die Abhiingigkeit der Mab- 
zahlen des Viereckes vom Parameter B zum AbschluB zu bringen. 

Wir benititzen dazu den 1. Teil des Satzes 7, dessen Beweis sich am 
Schlusse des § 4 findet. Es sind namlich hier A,, A,, A,, A, positiv, 
folglich kann jetzt durch eine jede Ecke des Vierecks héchstens eine 
Seite gehen, deren Linge einen von 0 verschiedenen reellen Wert besitzt. 
Nun kann man nach Satz 18 bei positivem A, die GréBe B, immer so 
bestimmen, da8 das Viereck einen Orthogonalkreis besitzt, den die Seite a’b’ 
k mal schneidet. Dann hat die Linge von a’b’ die Form ka + wi, wo » 
irgend eine reelle GréBe ist. Ist daher die ganze Zahl k>1, so kann 
weder die Seite b’c’ noch a’d’ nach dem 1. Tei] des Satzes 7 den Ortho- 





*) Vergl. Klein, Math. Annalen, Bd. 64, Seite 185. 
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gonalkreis schneiden. Der von den Vierecksseiten gebildete Linienzug 
geht aber von b’ aus und endet in demselben Punkte; nun schneidet b’a’ 
den Orthogonalkreis k mal, und zwar miissen wir uns tibereinanderliegende 
Punkte der Seite b’a’ in verschiedenen Blattern einer Riemannschen Flache 
3 liegend denken. Es soll aber der Linienzug, der 
von ad’, dc’, cb’ gebildet wird, von a’ nach b’ 
zuriickfiihren, wobei a‘d’ und c’b’ den Orthogonal- 
kreis nicht schneiden. Dieses ist nur méglich, 

* hh > wenn ¢'d den Orthogonalkreis k mal schneidet. 

; Ist aber k =O und schneidet auch b’c’ den 
Orthogonalkreis nicht (Satz 16), so kénnen auch 
die beiden anderen Seiten den Orthogonalkreis 
nicht schneiden. Denn c’d und d’a’ kénnen den 
Orthogonalkreis nicht alle beide schneiden, wenn 
aber cd’ allein den Orthogonalkreis schneidet, 
so wiirde d’ auf der anderen Seite des Orthogonalkreises oder gar in 
einem anderen Blatte wie a’, b’, c¢ liegen, was doch unméglich ist, da 
da’ den Orthogonalkreis nicht schneiden kann. Wir haben also: 

Satz 19. Ist a+ B+y+0'—8"<2, so schneidet beim Grund- 
theorem keine Vierecksseite den Orthogonalkreis, bei den Obertheoremen gibt es 
immer zwei gegeniiberliegende Seiten, die den Orthogonalkreis nicht schneiden ; 
die beiden anderen Seiten schneiden den Orthogonalkreis gleich oft. 

Wir kénnen den eben gewonnenen Satz noch etwas verallgemeinern. 
Wir verstehen unter v,, ¥,, v, u. s. f. im folgenden beliebige reelle GréBen. 
Es sei dann bei der Existenz eines Orthogonalkreises die Lange von b’a’ 
gleich ka + ¥,1, wobei k Null oder eine ganze Zahl ist; dann ist die 
Lange von cd von der Form ka + y,i. Lassen wir jetzt B, weiter ab- 
nehmen, so wird die Linge von b’a’ zuniichst die Form ka erhalten, 
dann auf (k +1) wachsen und bei abermaligem Auftreten eines Ortho- 
gonalkreises von der Form (k + 1)2+ %,% sein. Nun verhilt sich nach 
§ 3 das Wachsen und Sinken der Seite cd’ bei Verinderungen von B, 
genau wie das Wachsen und Sinken der Seite b’a’, d.h. die Linge der 
Seite cd’ wird bei abnehmendem B, zuniichst die Form ka annehmen, 
dann auf (k +1) wachsen und bei abermaliger Existenz eines Ortho- 
gonalkreises die Form (k + 1)a + y,¢ besitzen. Es folgt also: 

Satz 20. Ist «+ 6+y+06'— 8’ < 2, so ist der Unterschied zwischen 
den reellen Teilen der Léingen gegeniiberliegender Seiten nie > x. 

Die gleichzeitige Betrachtung zweier gegeniiberliegender Seiten fiihrt 
nun weiter zu: 

Satz 21. Es sei a+B+y+06'—06"< 2, ferner k eine ungerade 
Zahl. Wenn dann fiir die Seite a’b’, also auch fiir die Seite cd’ vor- 
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geschrieben ist, daB sie sich in der Form kx + wi darstellen lift, so hat 
mindestens eine der beiden Achsen b'b” oder a’a” die Eigenschaft, dap 
durch Vorgabe irgend einer reellen Léinge fiir die auf ihr liegende Kante B 
eindeutig bestimmt ist. 

Beweis. Wenn k eine solche ganze Zahl ist, daB die Werte J, und /,, 
bei denen die Seitenlinge von a’b’ die Form ka + wi besitzt, positiv sind, 
so folgt schon aus Satz 17, daB der Parameter B durch Vorgabe irgend 
einer reellen Kantenliinge auf b’b” eindeutig bestimmt ist. Wir haben 
also nur den Fall zu betrachten, daB J, und J, negativ sind. Wir gehen 
dann von einem Werte B aus, fiir den das Viereck einen Orthogonalkreis 
besitzt und a’b’ eine Linge von der Form ka + wi hat. Die Existenz eines 
solechen B ist durch Satz 18 gewihrleistet. Nun ist k ungerade, also 
schneidet b’a’ den Orthogonalkreis in einer ungeraden Anzahl von Punkten; 
da ferner 1, und /, beide negativ sind, so folgt, dab . 
l,>1,, dh. daB a” niher an b’ liegen mu alsa ~~? 
(Fig. 9). Wir erteilen jetzt, was erlaubt ist, dem 
singuliren Punkte a dieselbe Rolle, die friher b 
spielte, d. h. wir nehmen an, daB 7 in a’ den Wert 0, 
in a” den Wert oo hat. Friher wihlten wir nun 
fiir die positiven Werte aller reellen 4 denjenigen 
der beiden zwischen 0 und oo liegenden Kreisbogen, 
durch den die von 6’ ausgehende Seite b’a’ zuniichst o 
ging. Dementsprechend miissen wir jetzt als Triger eat 
der positiven Werte der reellen 7 denjenigen der beiden zwischen 
a’ und a” liegenden Kreisbogen wihlen, durch den die von a’ aus- 
gehende Seite a’b’ zuniichst geht, um die fiir b abgeleiteten Resultate 
unmittelbar iibertragen zu kénnen. Diesem entsprechend miissen wir also 
bei der neuen Wertverteilung 7 in b’ und b” positive reelle Werte m, 
und m, zuweisen; da nun m, und m, in bezug auf die Achse a’a” die- 
selbe Rolle spielen wie J, und J, in bezug auf b’b”, so ,* 
folgt, nach Satz 17, daB durch Vorgabe der Kanten- 
linge auf a’a” jetzt B eindeutig bestimmt ist. 

Sind tibrigens, wie wir zuerst annahmen, /, und /, 
positiv, so sind, bei analoger Bezeichnung wie oben, 
m, und m, negativ, wenn k wiederum ungerade ist. 
Denn geben wir wieder 4 in a’ den Wert 0, in a” 
den Wert co, so liegen diesmal konsequenterweise 
die positiven 4 auf demjenigen Bogen zwischen a’ 
und a”, der 6’ und b” nicht enthilt. Es haben also 
bei ungeradem & von den vier Kanten zum mindesten zwei und zwar 
zwei gegentiberliegende Kanten die Eigenschaft, daB durch Vorgabe einer 














3 
Fig. 10. 
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reellen Kantenlinge auf ihnen neben der Forderung fiir die Form einer 
Seitenliinge der Parameter B eindeutig bestimmt ist. 

Schreiben wir nun speziell die Kantenlinge 0 bei ungeradem k vor, 
so ist dadurch B eindeutig bestimmt, da ja doch sicher eine, ja sogar 
zwei Achsen existieren, die unter den angegebenen Bedingungen nur fiir 
einen Wert B die Kantenliinge 0 haben kénnen. Es folgt also: 

Satz 22: Wenn k eine ungerade Zahl ist, so ist durch die Forderung, 
daB das Viereck einen Orthogonalkreis besitat, den eine Seite k mal schneidet, 
der Parameter B eindeutig bestimmt. 

Es liegt jetzt die Frage nahe, ob man nicht 
bei geradem & einen analogen Schlu8 machen kann. 
Dies ist jedoch zu verneinen, wie ein Blick auf 
Fig.11 lehrt. Denn wenn wiederum y in a@ den 
Wert 0, in a” den Wert oo haben soll, so miissen 
wir jetzt konsequenterweise dem Bogen zwischen aa”, 
der b’ und b” nicht enthilt, die positiven reellen Werte 7 
zuordnen, da ja die Seite a’b’, von a’ ausgehend, Punkte 
dieses Bogens zuniichst enthilt. Es sind also nach 
diesen Festsetzungen auch m, und m, negativ. 

Wir haben nun diese Untersuchungen noch auf die Fille Il und III 
von § 3 auszudehnen, wobei sich jedoch nur beziiglich der Grundtheoreme 
Unterschiede ergeben werden, fiir die Obertheoreme ergeben sich in allen 
drei Fallen dieselben Verhiiltnisse. Ehe wir aber darauf eingehen, wollen 
wir die bisherigen in einzelnen Satzen zerstreuten Resultate in einen Satz 
zusammenfassen. 

Hauptsatz. Fiir Kreisvierecke, bei denen jeder Winkel >0 
und <a, die Winkelsumme < 2a ist, und fiir die damit ver- 
kniipfte Differentialgleichung (3) gelien folgende Sdtze: 

1) Schreibt man der Differentialgleichung neben den Winkeln 
des Kreisvierecks und den singuléren Punkten noch fiir eine 
Vierecksseite eine bestimmte reelle Linge vor, so ist dadurch 
der Parameter B eindeutig bestimmt. 

2) Schreibt man dagegen neben den Winkeln und den singu- 
laren Punkten fiir irgend eine Kante des Vierecks eine bestimmte 
reelle Lange vor, verlangt man ferner, daB sich eine Seitenlange 
in der Form kx + wi darstellen lift, wo k eine gegebene ganze 
Zahl ist, so gibt es dazu stets mindestens einen Parameterwert B. 

3) Ist das in 2) vorkommende k ungerade oder 0, so gibt es 
zum mindesten zwei Kanten, welche die Eigenschaft haben, dap B 
auch eindeutig festgelegt ist, wenn man fiir eine von ihnen eine 
reelle Lange vorschreibt. 
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Zum Schlusse dieser Untersuchungen soll nochmals hervorgehoben 
werden, daB mit den obigen Betrachtungen ein neuer Beweis des Funda- 
mentaltheorems der automorphen Funktionen (vergl. Klein, Math. Annalen 
Band 20) — natiirlich vorliufig nur fiir den Fall von vier reellen singu- 
laren Punkten — wirklich durchgefiihrt ist, indem gezeigt ist, dab man 
nach Vorgabe von vier reell angenommenen singuliren Stellen und der 
dazu gehérigen Exponentendifferenzen als reziproke ganze Zahlen den noch 
zur Verfiigung stehenden akzessorischen Parameter eindeutig so bestimmen 
kann, daB das dazu gehérige Viereck einen Orthogonalkreis besitzt, der 
von keiner Vierecksseite geschnitten wird. 


§ 8. 
Das Oszillationstheorem bei negativem A. 
Wir gehen wieder auf die Differentialgleichung 


|e — al?~9* | 2—b/*?- 97 | 2—e|?-* 
(a — a) (x — b) (a2 — Cc) 





dty y 
(23) a + (Ax+ B)y=0 


zuriick, in der jetzt A negativ sein soll. 
Setzen wir zunichst B—— Aa, dann zeigt 


man, wie bei Satz 8, daB /, und |, positiv y 
sind, und daB Y,’(x) und Y,’(x) im Intervalle 
b<a<a nicht verschwinden. Die Seite b'a’ - 3 2 








besitzt also eine rein imaginiire Linge. Wir 
sagen nun im folgenden, wenn, wie hier, der 
Koeffizient von y in (23) im ganzen Intervalle 
durchaus negativ ist, daB das Intervall durchaus Fig. 12. 


nichtoszillatorisch ist. Wir lassen jetzt B bis 
— Ab abnehmen. Dann ist der Koeffizient von y in (23) durchaus positiv 
im Intervalle (b, a); ist also y fiir irgend eine Stelle des Intervalles positiv, 


so ist hier os negativ. Betrachten wir nun speziell Y,; fiir dieses ist 
(< ¥’) > 0, Y,?(b) =1; es ist also 5 Y,’ (x) gewiB so lange negativ, 
als Y,’(x) positiv ist, da ja . Y,’ (x) mit wachsendem x fortwihrend ab- 


nimmt. Es ist also entweder fir z=a lim (i, Y,’ (2) <0, oder 
e=0 


Y,’ (~) hat zwischen 6 und a schon eine Nullstelle; in beiden Fallen hat 
die Seite b’a’ eine Liinge mit einem von 0 verschiedenen reellen- Teil. Ist 
B<—bA, so folgt a fortiori, daB die Liinge von b’a’ einen von 0 ver- 
schiedenen reellen Teil besitzt. Im Intervalle (c, b) herrschen wieder die 
entgegengesetzten Verhiltnisse. Fir B=—cA ist die Linge von b’c’ 
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rein imaginar, fir B>— 6A besitzt die Linge von b’c einen von 0 ver- 
schiedenen reellen Teil. Damit ist der zweite Teil des Satzes 7 bewiesen. 

Wir setzen jetzt unter Festhaltung des in § 2 festgelegten Fort- 
setzungsprinzips: 
_ FY @ 


1 ¥.°(@)’ 


n@)=—r,, 4@)=—r,, 1b)—s, 70") =—s. 


Es sei jetzt B=—cA. Dann ist das Intervall (c,) durchaus nichtoszil- 
latorisch und die Seitenliinge von c’b’ nach obigem rein imaginir. Ebenso 
ist das Intervall (c, co) jetzt durchaus nichtoszillatorisch; da jedoch in d 
bei unserer Anordnung andere Verhiiltnisse herrschen wie bei den anderen 
singuliren Punkten, so kénnen wir hier nur schlieBen, daB die Seite cd, 
die von 0 ausgeht, nicht durch co geht. In der Tat wachsen Y; und Yj 
mit abnehmendem z, es kann also Yj(x) im Intervalle ¢>x>W— oo nicht 
verschwinden. Von den Exponenten im Unendlichen ist aber 0’ > 0, 
6”°<0. Da nun aber weder Y;(x) noch Y;(x) der zam Exponenten 0’ 
gehérigen Fundamentallésung, die fiir «= co verschwindet, proportional 
werden kann, so wird also auch 7 nicht co fiir z= oo. Diese Schliisse 
gelten, was den Bereich (c, d) anbetrifft, a fortiori, wenn B>W— dA ist. 
Wir entnehmen daraus: 


Satz 23. Solange die Liinge von b'c’ einen von 0 verschiedenen reellen 
Teil besitzt, kann die von ¢ ausgehende Seite cd’ nicht durch c” hindurch- 
gehen; solange die Liinge von b'a’ einen von 0 verschiedenen reellen Teil 
besitzt, kann die Seite a’ d’, die von a’ ausgeht, nicht durch a” hindurchgehen. 

Den 2. Teil des Satzes beweist man genau so wie den 1. Teil, indem 
man von B= — Aa ausgeht.*) 


ya - 
ood vy 
b di d 
i b 
. 


c 
Pig. 13. Pig. 14. Pig. 15. 














Es sei nun wieder B = — Ac, dann haben 6’ und b” die in Fig. 13 
angegebene Lage, von Seite cd’ wissen wir zunichst nach Satz 7 nur, 
daB der reelle Teil ihrer Linge von 0 verschieden ist, wobei wir noch 
annehmen, daB auch A,<0. Lassen wir nun B wachsen, so bleibt der 


*) Da d im Unendlichen ist, haben wir hier B = By. 
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reelle Teil der Linge von cd aus demselben Grunde solange von 0 ver- 
schieden, bis b” durch ¢” hindurchgegangen ist. Ist aber ” durch ¢” 
hindurchgegangen, besitztalso c’b’ eine Linge mit von 0 verschiedenem 
reellen Teil, so muS nach Satz 23 d’ auf dem rechts liegenden Bogen 
zwischen ¢ und ¢” liegen, wihrend d” auf dem links liegenden Bogen 
zwischen ¢” und ¢ (Fig. 14) oder auf dem rechts liegenden Bogen 
zwischen d’ und ¢ liegt (Fig. 15). Wir denken uns dabei natiirlich wieder 
die Seite cd’ um ¢’c” in den die Seite cb’ enthaltenden Kreis gedreht. Im 
1. Falle kénnen wir B zuniichst noch so klein annehmen, daf d” zwischen 
b” und ¢’ liegt. Lassen wir nun B weiter wachsen, so kénnen zwei Még- 
lichkeiten eintreten. 

1) b” und d@” mégen sich auf dem linken Kreisbogen treffen. Es sei 
nun noch A,< 0, also A,<0, A,<0, A,<0. Vertauschen wir dann 
in Satz 23 (1. Teil) b mit d, so folgt, daB b’ so lange nicht durch ce” hin- 
durchgehen kann, als der reelle Teil der Liinge von cd’ von 0 verschieden 
ist, d.h. solange nicht auch d” zwischen ¢” und d’ liegt. Es ist also 
8, >0, solange nicht d” durch c” hindurchgegangen ist. Ferner ist zu- 
nichst s, <0, r, >0. Nun hat man weitere Unterfille zu unterscheiden. 

la) 6” komme nach c’, bevor d” nach ¢” gelangt. Dann durchliuft 
8,8, alle Werte zwischen — co und 0, r,r, ist aber inzwischen entweder 
durchaus negativ gewesen oder es ist durch 0 hindurchgehend negativ 
geworden. Unter diesen Annahmen gibt es also dazwischen gewiB einen 
Wert B, fiir den r,r, = 5,8, ist. 

1b) d” komme nach ¢”, bevor b” nach c’ gelangt. s,s, hat einen 
negativen Wert, der von — oo an im allgemeinen zunimmt, r,r, durch- 
liuft dagegen die negativen Werte von 0 bis — oo, also muB es wieder 
dazwischen mindestens ein B geben, fiir welches 7,7, = 5,5. 

Wenn sich dagegen 6” und d” nicht auf dem links liegenden Halb- 
kreis treffen, so mu8 d” noch zwischen d@’ und ¢ liegen, wenn b” durch ¢ 
hindurchgeht. Wir haben also: 

2) b” geht durch c’ hindurch, wihrend d” zwischen ¢ und d’ liegt. 
Dann ist, da wie bei 1) 7, und s, >0O sind, jetzt r,r, >0 und s,s, > 0 
und bei wachsendem B wiichst s,s, von 0 aus bestiindig, wihrend 7,7, 
bestindig abnimmt, bis es 0 wird. Also gibt es diesmal ein und nur 
ein B, fiir welches r,r, = 8, 89. 

In den beiden Fallen (1a und 1b) schneiden sich, wenn 17,7, = 8,8, 
die drei Achsen c’c”’, b’b’, d'd” in einem im Innern der Kugel gelegenen 
Punkte, den wir in den Mittelpunkt der Kugel durch eine geeignete Trans- 
formation (5) bringen kénnen. Dann ist das Viereck a’b’c'd’ ein sphd- 
risches Viereck im Sinne der Elementargeometrie. Im Falle 2) 
haben wir dagegen wieder, wenn 1,7, = 5,5,, ein Viereck mit reellem Ortho- 
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gonalkreis. Wir wollen die so gewonnenen Resultate auf dew Fall I 
und III des § 3 anwenden. 


§ 9. 
Nihere Ausftihrungen iiber den Fall II des § 3. 
Wir nehmen jetzt an, es sei: 
A >6@ .4,<0 A4<6& 4&4 <6. 

Dann folgt aus Satz 16, daB man den Parameter B, auf eine und nur 
eine Weise so bestimmen kann, daf das Kreisbogenviereck einen reellen 
Orthogonalkreis besitzt, den die Seiten a’d’ und a’b’ nicht schneiden, so 
daB also die Lingen von a’d’ und a’b’ rein imaginiire Werte besitzen. 
Daher ergibt sich aus dem zweiten Teile des Satzes 7, daB sowohl b'c’ 
als auch ed’ den Orthogonalkreis schneiden miissen. Nun folgt aber aus 
Satz 23, daB unter diesen Umstiinden cd’ nicht durch c’ hindurehgehen 
kann; ebenso zeigt man, wenn man } mit d vertauscht, daB auch c'b’ 
sich nicht durch c” hindurchziehen kann. Das Viereck a’b’c'd’ hat also 
die in nebenstehender Fig. 16 gezeichnete Gestalt. 














d s é 
a o& ai 
Fig. 16. Fig. 17. 


Wir haben also gerade den im vorhergehenden Paragraphen mit 2) 
bezeichneten Fall. Lassen wir daher B, weiter wachsen, so folgt aus den 
dortigen Untersuchungen, daB erst dann wieder ein Obertheorem auftreten 
kann, wenn d@” durch c¢’ und ¢” hindurchgegangen ist, so daB also cd’ 
den nach Satz 18 reellen Orthogonalkreis nicht schneidet. Auch a’b’ 
schneidet den Orthogonalkreis nicht, dagegen schneidet a’d’ nach Satz 18 
den Orthogonalkreis gerade einmal. Also kann auch cb’ den Orthogonal- 
kreis nur einmal schneiden. Wir haben also die in Fig. 17 gezeichnete 
Sachlage, wobei wir ebenso wie in Fig. 16 4 so transformiert haben, daB 
der Orthogonalkreis sich als Durchmesser projiziert. Es herrschen aber 
jetzt genau dieselben Verhiiltnisse wie bei dem ersten Obertheoreme im 
Falle I, alles weitere sich an das erste Obertheorem AnschlieBende, be- 
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sonders beziiglich der weiteren Obertheoreme, kénnen wir daher unmittel- 
bar vom Falle I auf den Fall II tibertragen. 


§ 10. 
Nihere Ausfiihrungen itiber den Fall III des § 3. 


Es sei jetzt: 
4,<%, 4<9% A<6 4,<9. 

Lassen wir wieder B von dem Werte — Ac aus wachsen, so haben wir 
nur die in § 8 durchgefiihrte Diskussion zu wiederholen; der dort an- 
gegebene Fal! 2) ist aber jetzt unméglich. Denn es existiert ja in diesem 
Falle ein reeller Orthogonalkreis, den die Seiten c’d’ und c’b’ schneiden. 
Nun muB aber nach dem zweiten Teile von Satz 7 entweder d’a’ oder 
a’b’ eine Seitenlinge mit von 0 verschiedenem reellen Teile besitzen, d. h. 
es muS entweder a’b’ oder a’d’ den reellen Orthogonalkreis schneiden, 
vorausgesetzt, daB dieser existiert. Unter der Annahme, daB alle Winkel 
des Kreisbogenvierecks kleiner sind als 2, ist es aber unméglich, daf 
drei Seiten den Orthogonalkreis schneiden. Es ist daher nur einer der 
beiden Fille 1a) oder 1b) des § 8 méglich, d. h. man kann jetzt B immer 
so bestimmen, daB das Viereck a'b'c'd’ ein sphiirisches Viereck im Sinne 
der Elementargeometrie wird. 

Das so gewonnene Resultat ist fiir die Theorie der Minimalflichen 
von Bedeutung. 

Es ist naimlich damit folgender Satz bewiesen: 

Satz 24. Geniigen a, B, y und d’— 0” den fiir den Fall III charakte- 
ristischen Bedingungen, so kann man nach Vorgabe von vier reellen Punkten 
a, b, ec, d ein einfach zusammenhingendes Minimalflichenstiick, welches von 
vier geraden Linien begrenzt wird, die die Winkel (1 —«)a, (1 — £)a, 
(1 — y)a, (1 — 6’ + 6”)x miteinander einschlieBen, derart angeben, dap es 
sich auf die von der Achse des Reellen begrenzte Halbebene abbilden lift, 
so daB den Ecken des riumlichen Vierseits die Punkte a, b, c, d entsprechen. 

Die Obertheoreme ergeben sich auf dieselbe Weise wie in den 
Fallen I und IL. 


Erlangen, Februar 1908. 
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Anwendung der Theorie der Integralgleichungen auf einige 
Randwertaufgaben der Funktionentheorie.*) 


Von 


Cuartes Haseman in Bloomington, U. 8. A. 


In der folgenden Arbeit werden wir die Theorie der Integralgleichungen 
auf die Lésung einiger Randwertaufgaben in der Funktionentheorie an- 
wenden, welche von Riemann in seiner Inauguraldissertation (Abschnitt 19) 
aufgestellt wurden, namlich, die Bestimmung in einem gegebenen Gebiete 
regulirer analytischer Funktionen komplexen Argumentes, wenn zwischen 
den Randwerten ihrer Real- und Imaginiirteile gewisse Relationen vor- 
geschrieben sind. 

Herr Hilbert**) hat diese Aufgabe gelést, im Falle, da eine Funktion 
gesucht ist und die Relation, die linear ist, stetig differenzierbare Koeffi- 
zienten enthilt. Dieses Problem werden wir im § 1 verallgemeinern, 
indem wir den gegebenen Koeffizienten gewisse Unstetigkeiten gestatten. 

Im § 2 werden wir zwei wie oben definierte komplexe Funktionen 
suchen, wenn zwischen ihren Real- und Imaginirteilen zwei lineare Rela- 
tionen gegeben sind. 

Endlich wenden wir uns im § 3 zur Aufgabe, eine innerhalb bezw. auBer- 
halb eines gegebenen Gebietes regulire analytische Funktion zu bestimmen, 
wenn zwischen ihren Randwerten am Punkte s bezw. 6 =o(s) eine 
lineare Relation gegeben ist. Herr Hilbert***) hat dieses Problem 
gelést, falls o = s ist. 


*) Ein Auszug aus meiner Inauguraldissertation, Gittingen 1907. Siehe meine 
Dissertation betreffs numerischer Rechnungen. 

**) Herrn Hilberts dritte Mitteilung iiber Integralgleichungen, Gétt. Nachr. 1905; 
auch in einem auf dem internationalen KongreB in Heidelberg (1904) von Herrn Hilbert 
gehaltenen Vortrage. Im ersten Bericht wird die Aufgabe durch zweimalige Anwendung 
der gewdhnlichen Randwertaufgaben aus der Theorie des logarithmischen Potentials, 
im zweiten durch die Theorie der Integralgleichungen gelist. 

*) Hilberts dritte Mitteilung iiber Integralgleichungen, Gott. Nachr. 1905. 

















Integralgleichungen und Funktionentheorie. 


g 1. 


Es sei zunichst eine innerhalb eines gegebenen Gebietes K regulire 
analytische komplexe Funktion 
f (2) = u(zy) + iv(ay) 
zu bestimmen, deren Real- und Imaginiirteile u(s) resp. v(s) auf der ge- 
schlossenen Randkurve C der Bedingung 


(1) a(s) u(s) + B(s) 0(s) + e(s) = 0 
geniigen, wo a(s), b(s), e(s) gegebene reelle Funktionen der Bogenliinge s sind. 

Wir setzen folgendes voraus: die Randkurve C sei analytisch und 
auf einen Einheitskreis abbildbar; a(s) und b(s) mégen einzelne Un- 
stetigkeitsstellen auf dem Rande haben, iiberall sonst aber sollen sie stetig 
nach der Bogenliinge s der Kurve C differenzierbare Funktionen sein; sie 
diirfen keine gemeinsamen Nullstellen haben; a(s), b(s), c(s) seien perio- 
dische Funktionen mit der Periode 1, der Gesamtlinge der Grenzkurve. 
e(s) darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit des Problems iiberall auf 
dem Rande stetig differenzierbar sein. Die gesuchte komplexe Funktion 
f(z) wird, wie wir im Laufe der Erérterung sehen werden, gewisse Un- 
stetigkeiten auf dem Rande besitzen. 

Im Falle, daB a(s), b(s) tiberall auf dem Rande stetig differen- 
zierbar sind, hat Herr Hilbert*) eine obigen Bedingungen gentigende 
Funktion gefunden. Innerhalb des Gebietes verhilt sie sich wie eine 
ganze Funktion, auf dem Rande aber besitzt sie, wenn m negativ aus- 
fallt, in dem Punkte, wo arctg a einen Sprung hat, einen Pol 2n* Ord- 
nung; 2ian sei die Anderung, die log (a(s) + ib(s)) beim positiven Um- 
lauf lings der Kurve C erfahrt. 

Um den Fall zu behandeln, wo a(s), b(s) Unstetigkeiten besitzen, 
suchen wir zunichst eine innerhalb unserer Grenzkurve C reguliire ana- 
lytische Funktion 

9 (2) = u, (zy) + iv, (ey) 


g(s) = u,(s) + tv, (8) 
derart zu bestimmen, daB unsere gesuchte Funktion 
f (2) = u(wy) + iv(zy) 
durch die Relation 
(2) f*(2) =f (2) 9) 


gegeben ist, wo die Randwerte u*(s) und v*(s) der in dem betrachteten 
Gebiete K analytischen Funktion 


mit dem Randwerte 


*) Hilberts dritte Mitteilung tiber Integralgleichungen, Gétt. Nachr. 1905. 
17* 
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f*(2) = u* (xy) + iv*(xy) 
die folgende Randbedingung 
(3) a*(s) u*(s) + b*(s) v¥(s) + c*(s) = 0 
befriedigen, worin a*(s), b*(s), c*¥(s) so bestimmt werden sollen, da8 sie 
iiberall stetig differenzierbare Funktionen der Bogenliinge s — die ersten 
beiden a*(s) und b*(s) ohne gemeinsame Nullstelle — bedeuten. 

Um die Funktion g(z) aufzustellen, setzen wir die Werte u*(s), v*(s) 
aus der Relation (2) in die Randbedingung (3) ein. Hieraus ergibt sich 


a* (uu, —vv,) + b* (uv, + vu,) +c =0 





oder 
u(a*u, + b*v,) + o(b*¥u, —a*v,) + # =0, 

ndem wir der Kiirze halber das Argument s weglassen. Vergleichen wir 
diese Gleichung mit der urspriinglichen (1), so sehen wir, daB 

a=a*u, + b*¥v,, b=—bFu,—a*v,, c= 
oder 
(4) (a — ib) = (a* —ib*) (u,—iv,), c= 
gesetzt werden kann. Wollen wir nun a*(s) und b*(s) derart bestimmen, 
daB sie die oben erwiahnten Beschriinkungen erfiillen, so miissen wir die 
Funktion g(z) so wiihlen, daB sie auf dem Rande dieselben Unstetigkeiten 
hat wie die Funktion a(s) —ib(s), d.h. daB oe = d*(s) iiberall auf 
dem Rande stetig differenzierbar ist, wobei ' 

d(s) = a(s)—ib(s), d*(s) = a*(s) — ib*(s) 
zur Abkiirzung gesetzt sind. Wir sehen leicht ein, daB g(s) nirgends 
Null werden kann. 

Wir kénnen die Funktion g(z) unter den gegebenen Voraussetzungen 
so bestimmen, daf sie sich innerhalb des betrachteten Bereiches reguliir 
analytisch verhilt; sie wird aber, falls d(s) Pole in den einzelnen Punkten 
besitzt, Pole von derselben Ordnung wie d(s); falls d(s) nur endliche 
Spriinge bei den betrachteten Unstetigkeitsstellen besitzt, wesentlich 
singulire Stellen haben. 

Nachdem wir g(s) so bestimmt haben, lésen wir (4) nach a*(s) und 
b*(s) auf. Dann bestimmen wir die Funktion f*(z) aus. der Relation (3) 
nach der oben erwihnten Hilbertschen Methode. Die gesuchte Funktion 
f(z) folgt ohne weiteres aus der Relation (2). Unter den am Anfang des 
Paragraphen gegebenen Beschriinkungen kénnen wir daher folgendes 
Resultat angeben: hat der komplexe Ausdruck d(s) = a(s)—ib(s) Pole 
oder nur endliche Spriinge in einer endlichen Anzahl von Randpunkten des 
betrachteten Gebietes, so kinnen wir eine komplexe Funktion ; 


f (2) = u(zy) + iv(zy) 
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aufstellen, die iiberall in dem gegebenen Bereiche regulir und analytisch ist 
und sich auf dem Rande folgendermaBen verhdlt: in den Punkten, wo 
d(s) Pole besitzt, hat sie regulire Nullstellen; in den Punkten, wo d(s) 
endliche Spriinge besitet, hat sie wesentlich singulire Stellen; wenn. die 
Anderung 2ixn des log (a*(s) + ih*(s)) bei eimem positiven Umlauf lings 
der Randkurve C negativ ausfillt, hat sie in dem Punkte, in welchem 


arctg ae den Sprung 2xn hat, einen Pol 2n* Ordnung. 

Als spezielles Beispiel unserer allgemeinen Theorie betrachten wir 
folgendes Problem: es sei eine innerhalb eines umschlossenen Gebietes K 
regulire analytische Funktion 

f(2) = (zy) + iv (xy) 


verlangt, wenn der Realteil u(s) auf einigen Teilen der Grenze C und 
der Imaginirteil v(s) auf allen anderen Teilen der Grenze gegeben sind. 
Es sei C z. B. in 2k Teile 


s=0 bis s—s,, s=s, bis 8, ---, = 8,,_, bis 5, 
geteilt. Wir wollen f(2) bestimmen, wenn u(s) und v(s) abwechselnd 
auf C vorgeschrieben sind, d. h. wenn die folgenden Bedingungen 
statt haben: 
fir 0 <s<s, sei u(s) —¢,(s), 
fiir s,<s<s, sei v(s) = «,(s), 


fir 3,,_,<S<5,_, sei w(s)—<¢,,_,(8), 
fiir s,,.,<S<58, sei v(8)=c,,(s). 


Um diese Aufgabe zu lésen, braucht man nur unsere obige Theorie 
anzuwenden, indem a(s) und b(s) die folgenden Funktionen bedeuten: 


fir 0 <s<s,: a(s)=—— et) b(s) = 0, 





@ (8)? 
fir s,<s<s8: a(s)=0, bs) -- £, 
fir syy2<8< hua: @()=— =e 09) =0, 
2k-1\"/? 
fir 8, ,<s<s,: a(s)=9, bs) = — £8, 


Die Funktionen ¢,(s), ¢,(8), --+ ¢,,(8) kénnen nicht willkirlich sein, 
sie miissen vielmehr so gewahlt werden, daB a(s) und b(s) die am An- 
fang dieses Paragraphen genannten Beschrinkungen befriedigen. Die 
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Unstetigkeiten der Funktion f(z) auf dem Rande sind durch die vor- 
stehende allgemeine Theorie gegeben. 

Als weiteres Beispiel kann man die Funktion f(z) bestimmen, wenn 
zwischen den Real- und Imaginiirteilen gewisse lineare Relationen stiick- 
weise auf dem Rande gegeben sind. Wir lésen diese Aufgabe ahnlich 
wie die vorige, indem wir a(s) und b(s) gewisse Werte auf den betrachteten 
Stiicken des Randes geben. 


§ 2. 

Als zweites Problem betrachten wir folgendes: Es seien zwei in dem 

von der Kurve C begrenaten Bereiche regulire analytische Funktionen 
f(2) = u(y) + iv(zy) und f*(2) = w* (ay) + iv* (ey) 
zu bestimmen, welche die Randwerte 
f(s) =u(s)+év(s) resp. f*(s) = u*(s) + iv*(s) 

haben, deren Real- und Imaginiirteile die Bedingungen 
ay) * (s) u(s) + B (8) v(s) + @* (s) u*(s) + B* (8) o*(8) + y (8) = 0 

e,(s) u(s) + B,(s) o(s) + «,*(s) w*(s) + B,*(s) v*(s) + 7,(8) = 
erfiillen, wobei die Koeffizienten eindeutige, zweimal stetig differenzierbare 
Funktionen der Bogenliinge s sind. 


Wir setzen vor allen Dingen voraus, daB die einzelnen Koeffizienten 
je eines der Funktionenquadrupel 


a, B, a, B*; w,, B,, «,*, B,*; a, B, a, By; a*, p*, a,*, B,* 


keine gemeinsamen Nullstellen haben; ferner sollen die Determinanten 


«(s) B,(s) — «,(s) B(s), «*(s) B,*(s) — a,*(s) B*(s) 
von Null verschieden ausfallen; die Grenzkurve C sei wieder analytisch. 
In seiner dritten Mitteilung tiber Integralgleichungen hat Herr 
Hilbert folgende Relationen zwischen den Randwerten u(s) resp. v(s) 
der Real- und Imaginirteile einer innerhalb eines Gebietes reguliren 
analytischen komplexen Funktion f(z) = u(xy) + iv(zy) aufgestellt: — 


i L 


oa aie Te **) »(6) dé +4 - Jue de, 


(2) 
»(s) = [246% ue) a0-+ 4 fate 


Hierin ist 1 die Gesamtlinge der Grenzkurve und G(o,s) der Randwert 
der Greenschen Funktion, die so konstruiert ist, daB 
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0G(s, 1 
CG) _. * {cotg + (s—a) + A(s,8)| 





ist, wo A(o,s) eine stetig differenzierbare Funktion in 6, s bedeutet. 
Fiir das erste Integral in jeder der Gleichungen (2) sei der Cauchysche 
Hauptwert zu nehmen. 

Wir kénnen iiber die additiven Konstanten in u(s) resp. v(s) derart 
verfiigen, daB (2) die Form 


I 


u(s) = — [25 FO 8) wg) de, 


(3) 
v(s) = f*% ®) u(o) de 
0 





annimmt, d. h. daB 


i U 
fu(o)do—0 und fv(e)do—0 
0 0 
ausfallen. 
Mit Hilfe der Relation (3) eliminieren wir jetzt v(s), u*(s) und 


v*(s) aus den Gleichungen (1). Die resultierende Gleichung fir u/(s) 
lautet: 


(aa,*), u(s) — (@*B,), J u(o) Coles) de 





i 
(<B..), a6 
+ A"), u(6) (*B,*), mee) 28) dé 


(4) 





i 
(6B,"), 2G, 8) . 28. 6) 
+ (a* B,*), [vs 9) rE, - 06 de dé 





"B'te G( 
— BMS RS,”  Ce® do — (ay), = 0, 


wo zur Abkiirzung 
(aa,*), = a(s) «,*(s) — a, (8) o*(8); 
(o*B,),—= o*(s) B,(s) — a (8) B(S), 


gesetzt wird. Durch Einsetzen des Wertes von ores) 9 ; 


n (4) folgt 
folgendes: 
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i 


(a «,*), u(s) — = F I fe (6) cotg = ~(s—o)do 


+R ff Aes oe 0—0 oe Feo) ant 


(5) 


(a* A *)e « B, *\o as 
> Jus) a* 8 *)o cotg * ; (8 — 9) do 


+(e (e, 8) u(e) de + d(s) =0 
0 


wobei d(s) und B”(g, s) stetig differenzierbare Funktionen ihrer Ar- 
gumente bedeuten. 


Wir kénnen weiter 


(6 B,*)o 6B," )s (p B, *),, a cid _ 
(e* Bo — Be tT (a*B,*).0 8 TF — 9% 


(« B,*)o @ B,*)s (@ B, *)s,0 ~ 
(a* B,*)o (a* B,*)s + (a* B, 0 tg 1 * (s 6) 


(B B,*)s, « 


setzen, wo (a* Bs. 0 und oe wt “* wiederum differenzierbar in s und 6 


sind. Aus der zweiten der Gleichungen (3) folgt 


f (e) 25+ dom f ful 2%: e) 26%. 8) de de, 
oder 


i) [fu cotg + (s — 9) cotg + (9 — 0) dodo 


——u(s) + (A) f fu(e){ A (ee) cotg + (2-0) +A (@,8)e0tg * (e—0)} de de. 


Vermige dieser Formel geht (5) unmittelbar in 


(6) P(s) = a(s)u(s) +2 oa (0) {cotg = (s — 6) + B(s, s) \do+ d(s) =0 


tiber, wo B(o,s) auch stetig differenzierbar in 6, s ist und 
a(s) = (wa,*), — (6f,*), und b(s) = (@A,*), — («*,), 
gesetzt sind. 


Unsere Aufgabe reduziert sich daher auf die folgende: zu finden 
ist eine innerhalb eines gewissen Gebietes regulire analytische Funktion 
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komplexen Argumentes f(z) = u(xy) + iv(ay), wenn der Randwert u(s) 
ihres Realteils der Integralgleichung (6) gentigt. Um eine solche Funktion 
herzustellen, miissen wir zuniichst aus der eben erhaltenen Gleichung eine 
Integralgleichung mit stetigem Kern konstruieren. 

Zu diesem Zwecke finden wir den Wert des Ausdruckes 


dGe, 
foe 9 do. 

Indem wir a(g) und b(g) durch 

a(s) + a(9,s) tg + (s—e) resp. b(s) + b(@, 8) tg + (s— 9) 
ersetzen, folgt leicht fiir den obigen Ausdruck 

i 
oa fu { a(s) cotg + (s—o6)+ C(s,0)| do — b(s) u(s) + ¢(s) =0 
0 


Durch Elimination von cotg + (s —6) zwischen dieser Gleichung und 
(6) erhalten wir 


@) 1) Pe) — 06) fP@) 22? de =I) + HOHE 


+20 faio (0 a(s) B(o, s) — C(4, 9)| do + a(s) d(s) —B(s) e(s) =0 


Der Randwert w(s) des Realteiles der gesuchten Funktion f(z) muB 
daher die Integralgleichung 


(8) “O+ ae +h, u (0) {a(s) B(o,s) — C(6,s)} de 


a) d(s) — b(s) e() si 
a*(s) + b%(6) 
befriedigen. Diese Integralgleichung hat wirklich einen stetigen Kern 
a(s) B(o,s) — C(6,s), wie wir verlangten. 
Es bleibt tibrig zu untersuchen, ob und wann es eine Funktion gibt, 
die diese Integralgleichung erfiillt. Die Gleichung besitzt die Fredholmsche 
Form 





9 (8) = 9 (8) +f K(6, 8) (0) do, 


und es hat entweder die homogene oder die inhomogene Gleichung eine 
Liésung, je nachdem 1 eixi Eigenwert fir den Kern K(6,s) ist oder nicht. 

Sind y(s) und y,(s) in den Gleichungen (1) beide identisch Null, so 
kénnen wir tiber die zu v(s) und v*(s) additiven Konstanten so verfiigen, 
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daB an Stelle des letzten Gliedes von (8) entweder Null oder eine be- 
kannte Funktion von s tritt, weil sowohl d(s) wie ¢(s) den Faktor p(s) 
oder y, (s) enthalten. Das sagt aber aus, daB (8) entweder eine homogene 
oder eine inhomogene Integralgleichung ist, je nachdem 


t 


fo@de md fv*(6) do 


gleich Null oder verschieden von Null vorausgesetzt sind. Daher wird in 
diesem Falle die Integralgleichung (8) immer eine Lisung u(s) besiizen. 
Ist dann auf diese Art u(s) gefunden, so erhalten wir v(s) aus der Re- 
lation (3) und u*(s), v*(s) aus den Gleichungen (1). Dann brauchen wir 
nur analytische komplexe Funktionen f(z), f*(z) zu bilden, welche diese 
gefundenen stetigen differenzierbaren Randwerte besitzen, womit unsere 
Aufgabe gelést ist. 

Um einen weiteren Fall zu betrachten, nehmen wir an, daB es keine 
innerhalb unseres Gebietes regulire analytische Funktion 


F (2) = U(ay) + «V (zy) 
F(s) — U(s) + iV (s) 

gibt, deren Real- und Imaginiirteile die Randbedingung 
(9) a(s) U(s) + b(s)V(s) =0 
erfiillen. Unter diesen Umstinden kann auch die Relation 

a(s) U’(s) — b(s) V’(s) =0 
nicht bestehen, wo U’(s) und V’(s) Randwerte einer analytischen Funktion 

F’ (2) = U' (ay) + iV’ (zy) 
FG geben wiirde, die der Re- 


lation (9) geniigt. Daher muB der Zahler des letzten Gliedes von (8), 
a(s) d(s) — b(s) e(s), verschieden von Null ausfallen, weil d(s) und c(s) 
die Randwerte des Realteiles resp. Imaginirteiles einer innerhalb der 
Grenzkurve C reguliiren analytischen Funktion sind, wie wir aus ihren 
Definitionen leicht sehen. 

Daher hat in diesem Falle die inhomogene Integralgleichung (8) eine 
Lésung; denn hitte die homogene Gleichung eine Lésung, so wiirde 


mit dem Randwerte 


sind, weil es sonst eine Funktion F(z) = 





Ge 


(10) a(s) P*(s) — b(6) f P*(e) 229) ag —0 
lésbar sein, wobei 
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P*(8)= a(s) u(s) + 4° fu(o) {cotg * (s—e) + B(o, s)} do 


gesetzt ist, weil, wenn wir ine Wert von P*(s) in (10) einsetzen, 
die homogene Integralgleichung (8) herauskommt. Das fiihrt aber zu 
einem Widerspruch gegen die Annahme, da 


i 
P*(s) und ff P*(o) 20 ee de 
0 


die Randwerte des Real- resp. Imaginirteiles einer analytischen Funktion 
sind und daher eine Relation wie (9) erfiillen wiirden. 

Die Lésung u(s) der inhomogenen Integralgleichung wird die linke 
Seite von (7) zu Null machen und dies ist nur méglich, wenn P(s) selbst 
gleich Null ist, denn wir kénnten sonst 


P(s) und [ro %Qe%ae 


als Randwerte des Real- resp. Imaginiirteiles einer analytischen Funktion 
betrachten, die die Relation (9) befriedigen. Daher geniigt unser ge- 
fundener Wert u(s) der Gleichung (6), wie wir verlangten. Der dazu 
gehérige Imaginirteil v(s) ergibt sich aus der Relation (3), wihrend u*(s) 
und v*(s) aus den Gleichungen (1) folgen; mithin bleibt nur tibrig, die 
Funktionen f(z), f*(2) aufzustellen. 

Gibt es aber eine solche Funktion F(z), deren Real- und Imaginir- 
teile die Randbedingung (9) erfiillen, so kénnen wir fiir v(s) eine ganz 
ahnliche Integralgleichung wie friiher bilden, welche die folgende Form 


annimmt: 
, v , 
(8) (8) + TH+ TO, o(6) (#0) Ble,) — G6, 8)) de 
ewaw—v @)e@) 9 
a’*(s) + 0'*(8) ? 
wo wiederum B,(¢,s), C,(6,s) stetig in 6, s sind und 
a’(s) = — (a* B,), + (@B,*),, b(8) = — (@a,*), + (88,*), 
gesetzt ist. Wenn es dann keine Funktion F(z) der oben erwihnten Art 
gibt, deren Real- und Imaginiirteile die Randbedingung 


(9) a'(s) U(s) + b'(s) V(s) =0 


erfiillen, so kann die homogene Gleichung (8’) keine Liésung haben, wie 
wir durch ein ahnliches Verfahren wie oben sehen, weshalb die inhomo- 
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gene Gleichung lésbar sein muB. In diesem Falle ist also unsere Aufgabe 
lésbar. 

Gibt es aber endlich eine derartige Funktion F(z), die die beiden 
Bedingungen (9) und (9”) erfiillt, so wird unser Problem im allgemeinen 
keine Lisung besitzen, wie wir sogleich zeigen werden. 

Um dieses durchzufiihren, werden wir zunichst eine innerhalb des 
betrachteten Gebietes regulire analytische Funktion g(z) = u, (xy) + iv, (xy) 
mit den Randwerten g(s) = u,(s) + iv,(s) suchen, sodaB f(z) = g(z) F(z) 
ist. Wir werden zeigen, dab es im allgemeinen keine solche Funktion 
g(2) gibt. Substituieren wir nimlich die Werte von uw und v aus der 
letzten Formel in die Gleichungen, die aus (1) durch sukzessive Elimi- 
nation von u*(s) und v*(s) folgen, so kommt folgendes heraus: 


(aa,*)[Uu, — Vv,] — (a*,)[Uv, + Vu] — (@*B,*) o* — (a*y,) = 0, 
(ap,*) (Un, — Vo] + (86,*)[Ue, + Vu] + (@*B,*) w* — (6*y,) = 0 

oder 

m, [(aa,*) U—(a*B,)V] — 0, [(a*B,) U + (aa,*)V] — (0*8,*) o* —(a*y,) = 0, 

m, [(«A,*) U + (BB,*)V] +0, [(88,*) U—(aB,*) V] + (a*8,*) u* —(B*7,) =0, 

wo das Argument s weggelassen ist. Aus (9) und (9’) aber erhalten wir 


(aa,*) U — (a*B,) V = (68,*) U— («B,*)V=D, 
(a*B,) U + (aa,*) V = («B,*) U + (68,*)V=E, 


wo natiirlich D, E bekannte Funktionen von s sind. Vermige dieser 
Gleichungen lassen sich die obigen Gleichungen so schreiben: 

Du, — Ev, — (a*p,*) o* — (a*y,) = 0, 

Eu, + Do, + (a*B,*) u* — (B*y,) = 0, 
oder 
(11) f* (8) = p(s) 9(8) + 968); 
wo zur Abkiirzung 

E 2 all . (aty, 
PO) —— agit tg Td I0)— ae ~ ne) 

gesetzt ist. 

Bevor wir diesen Fall weiter untersuchen, betrachten wir einen 
speziellen Fall, der sich in dieselbe Form wie (11) bringen laBt, nimlich den 
Fall, wo a(s)=0 und b(s)=0, dh. (aa,*)=(6B,*) und (a*£,)=(«B,*) 
sind. In diesem Falle reduzieren sich die Gleichungen (1) auf die Form 

nu + §v — (a*B,*) o* — (a*y,) = 0, 


— fu + nv + (a*B,*) u* + (Bty,) = 0, 
oder 


(12) f* (8) = p, (s) f(s) + 9 (8), 
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wo 


p(s)—E+in, E=— GAO __ hd fem") . GF,*) 





A) PA? BF) OB") 

Wir miissen also noch zusehen, ob und wann es zwei innerhalb des 
Gebietes reguliire analytische Funktionen, etwa f(z) = u(xy) + iv(zy), 
g (2) = u, (xy) + iv, (wy) gibt, deren Randwerte eine solche Relation 
(13) f(s) = (8) 9(s) + d(s) 
erfiillen, wobei c(s) und d(s) zweimal stetig differenzierbar in s sind. 

Wir sehen leicht ein, daB Funktionen wie f(z), g(2) die Randbedingung 
f(z) = e(s)g(s) nicht erfiillen kénnen, auBer wenn c(s) selbst der Rand- 
wert einer innerhalb des Gebietes reguliren analytischen Funktion ist, in 
welchem Falle es eine unendliche Anzahl von Funktionenpaaren gibt, die 
der gegebenen Relation geniigen. Wenn in (13) c(s) der Randwert einer 
solchen Funktion ist, so muB d(s) auch eine solche Funktion sein, sonst 
kénnten f(z) und g(z) die Bedingung (13) nicht erfiillen. Sind daher ¢(s) 
und d(s) beide Randwerte von solchen analytischen Funktionen, so wiirde 
es wieder eine unendlich grofSe Anzahl von Funktionenpaaren f(z), (2) 
geben, welche die gegebene Randbedingung erfiillen. Sind c(s) und d(s) 
keine solchen Funktionen, so kénnen wir schreiben c(s) = g,(s) [¢’(s) + 9,(s)], 
d(s) =f, (8) [@’(s) + f2(8)], wo 9, (8), 92(8), f,(8), f2(8) Randwerte von inner- 
halb des betrachteten Gebietes reguliren analytischen Funktionen sind, 
jedoch ¢’(s) und d’(s) weder einen Faktor noch ein Glied enthalten, welches 
ein solcher Randwert ist. Daher laBt sich (13) so darstellen: 


f(s) —f,() 4. ®) — 92 (8) 9 @) 9 (8) aa 9; (8) : e'(s) 9(s) ibe d’(s). 





f,() A) 
Wir sehen ohne weiteres ein, dab es nur im Falle, wo ¢(s) +d (s)=0 
ist, eine Lésung unseres Problems geben kann, und zwar hat dann die 
Lésung folgende Form: 
99) = 25, 19) -hOKO) +920 40: 

Wir erhalten somit folgendes Resultat: in den Fiillen, wo entweder 
a(s) = (ae,*) — (BB,*) und b(s) = (aB,*) — (a*B,) identisch im s ver- 
schwinden, oder wo es eine innerhalb des gegebenen Gebietes regulire ana- 
lytische Funktion F(2) = U(xy) + iV (xy) gibt, die die beiden Randbedin- 
gungen (9), (9°) erfiillt, d. h. wo die beiden homogenen Integralgleichungen (8); 
(8’) lésbar sind, haben wir im allgemeinen keine Lisung unseres Problemes; 
in allen andern Fiillen haben wir unser Problem vollstiindig gelist. 

Durch ein Verfahren, das dem vorigen ganz ahnlich ist, kénnen wir 
folgende Aufgabe lésen:*) zu bestimmen sind zwei komplexe Funktionen 


*) Siehe meine Inauguraldissertation. 
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f,(2) = u,(xy) + iv,(zy) und f,(2) = u,(xy) + iv,(xy), die sich innerhalb 
bzw. auBerhalb des von der Kurve C begrenzten Gebietes wie regulire ana- 
lytische Funktionen verhalten und deren Real- und Imaginirteile auf dem 
Rande u,(s), v,(s) resp. u,(s), v,(s) die Bedingungen 

«(s) u,(s) + B(S) v,(s) + a*(s) u,(s) + B*(8) v,(s) + r(s) = 9, 

«, (8) u,(8) + B,(s) v,(8) + a,*(s) u,(s) + B,*(s)v,(s) + »,(s)=0 


erfiillen, wo die Koeffizienten den einschriinkenden Voraussetzungen des 
vorigen Problems unterworfen sind. 

Die Lésung dieses Problems driickt sich folgendermaBen aus: es gibt 
im allgemeinen keine Lisung in den Fiillen, wo (aa,*)+ (BB,*) und 
(a@B,*) + (a*B,) identisch gleich Null sind, und wo eine innerhalb des be- 
trachteten Gebietes regulire analytische Funktion F(2) = U(xy) + iV(axy) 
existiert, welche die beiden Randbedingungen (9) und (9) erfiillt. In allen 
andern Fiillen ist die Aufgabe lisbar. 


C. Haseman. 





g 3. 


Endlich suchen wir eine auBerhalb bzw. innerhalb eines von der 
Kurve C umschlossenen Gebietes regulire analytische Funktion 
f.(2) =u,(ay) + iv,(2y) baw. f,(2)=wj(xy) + iv,(zy), 
welche den Randwert 
(6) =u,(0) + iv,(0) resp. f,(8) =u,(s) + i,(s) 
an dem Punkte 6 = o(s) resp. s des Randes besitzt, wihrend die Relation 
(1) fa(4) = ¢(8) f,(8) 
bestehen soll, wo in c(s)=a(s) + ib(s) die Ausdriicke a(s) und b(s) 
zweimal stetig differenzierbare Funktionen der Bogenliinge s — ohne ge- 
meinsame Nullstelle — sind, und wo 6 als eine eindeutige, umkehrbare, 
zweimal stetig differenzierbare Funktion von s vorausgesetzt ist. 


Um diese Aufgabe zu behandeln, gebrauchen wir folgende Resultate, 
die Herr Hilbert*) gefunden hat: 


I. Die Bedingungen 
i 
w,(s) = M, w,(s) + const. = i fro o6 na) dr + const. 
(2) 


i 
w,(6) = — M,w(e) + const. =i f w,(r’) eee) dr’ + const. 
0 


*) Hilberts dritte Mitteilung iiber Integralgleichungen, Gétt. Nachr. 1905. 
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sind notwendig und hinreichend, um zu zeigen, dap w,(s) und w,(6) Randwerte 
einer innerhalb resp. auferhalb der Randkurve C reguléren analytischen 
komplexen Funktion w,(2) resp. w,(2) an den Punkten s resp. 6 sind. G,(r, 8) 
und G,(r,s) seien die Randwerte der innerhalb resp. auBerhalb des be- 
trachteten Bereiches liegenden Greenschen Funktionen. 


Il. Die Ausdriicke 


(3) w,(s)+ M,w,(s) und w,(6) — M,w,(o) 
sind Randwerte an den Punkten s resp. 6 von Funktionen, die sich inner- 
halb resp. auBerhalb des betrachteten Gebietes regulir und analytisch verhalten, 
wenn w,(s) und w,(6) irgend welche stetigen, komplexen Funktionen sind. 
Wenden wir den Operator M, auf beide Seiten der Relation 
f.(¢) = (8) f,(8) 


an, so erhalten wir 


M. f,(6) = ~i/% 26 | eotg = (a(8) — 6) +4, (60), 6(8)) e(+) f(r) dr, 
oder mit Riicksicht auf 


e(r) se = ¢(s) oo) + e(r, 8) tg = (6(s) — on), 
M, f,(6) = ¢(8) M; f(s) 





+ fi r) [© cotg = (6(8) — a(n) — cotg * (8 —r)} ar 


+ fe, 8) f;(r) dr, 
oder endlich ° ' 
(4) M, f.(8) = (8) Myf) + JEC, 9) G0 ar, 
wo E(r,s) natiirlich den Ausdruck 
“© cotg + (6(8) — 6(r)) — cotg + (s — r) 
enthalt. Dieser Ausdruck wird aber bei r= s den endlichen Wert 


éa © 





1 @[log 

i wee, ae 
besitzen. Daher sehen wir, daB E(r,s) eine stetige Funktion von r,s ist 
und als Kern einer Fredholmschen Integralgleichung benutzt werden kann. 
Wir betrachten weiter die Relation 
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(1’) w,(6) = e(s) w,(s) 

und untersuchen, ob und wann w,(6) und w,(s) so bestimmt werden 
kénnen, daB sie die Randwerte einer auBerhalb resp. innerhalb C reguliren 
analytischen Funktion darstellen. Zu diesem Zwecke bilden wir mit Hilfe 
von (4) den Ausdruck 


wq(6) + M,w,(s) + ¢(s) w,(s) — c(s) M,w,(s) 





= 2w,(e) + J2x¢, 8) w,(r) dr + 2y, 
0 


wo y eine beliebige Konstante, und K(r,s) in r,s stetig ist. Die Inte- 
gralgleichung 


w,(6) + [Ke 8) w(r)dr+y=0 
o 


die die Fredholmsche Form hat, besitzt immer eine Lésung w,(o), weil y 
beliebig ist und daher die Gleichung entweder als eine homogene oder 
eine inhomogene Integralgleichung betrachtet werden kann. 
Diese Lésung w,(¢) gibt nun 
w,(6) + M,w,(6) + e(s) w,(s) — e(s) M,w,(s) = const. 


und es lassen sich zwei Fille unterscheiden: 


(a) w,(6) + M,w,(6) = const.; w,(s) — M,w,(s) = const. 
oder 
(b) @,(6) + M,w,() + é(s) [@,(s) — M,@,(s)] = const., 


wo in der letzten Gleichung die jedesmal konjugierte Funktion zu 
nehmen ist. 

Im Falle (a) kommen wir vermége des Satzes 1 zu dem Resultate, 
daB w,(¢) und w,(s) — die letzte Funktion folgt aus (1’) — die ge- 
suchten Funktionen f,(¢) resp. f,(s) darstellen kénnen. 

Im Falle (b) haben wir vermége des Satzes Il zwei Funktionen 
9.(9) = — H,(6) + M,@,(6) und g,(s)=@,(s) + M,@,(s), welche die 
Randwerte solcher Funktionen sind, wie wir suchen, und welche der Re- 
lation (1°) geniigen, in der wir c(s) durch @(s) ersetzen. 

Daher erhalten wir dieselben Resultate, die Herr Hilbert fiir den 
Fall o(s)=s gefunden hat, niimlich: es gibt entweder zwei reguldre ana- 
lytische Funktionen, die der Relation (1) geniigen, oder zwei Funktionen’ 
derselben Art, die der Relation (1') geniigen, indem wir c(s) durch @(s) 
ersetzen. 
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Singulare Integralgleichungen.*) 
Von 


H. Weyt in Gottingen. 


I. Teil- 


Theorie der Integralgleichungen mit beschranktem Kern. 


Von Herrn Hilbert ist als erstem zur Behandlung der Theorie der 
Integralgleichung**) 


f(s) = 9(8) 4, K(,t) (6 a 


in welcher f(s) und der ,,Kern* K(s, 7?) gegebene Funktionen sind, die 
Methode der unendlichvielen Variablen mit groBem Erfolg angewandt worden. 
Diese Methode ist aber, wie im folgenden gezeigt werden soll, keines- 
wegs auf die von Hilbert in der fiinften Mitteilung vorzugsweise unter- 
suchten stetigen Kerne beschrinkt, sondern fiihrt auch in gewissen all- 
gemeineren Fallen zu interessanten Ergebnissen. Es muB dazu zuniichst 
an einige Tatsachen aus der Theorie der Bilinearformen mit unendlich- 
vielen Variablen kurz erinnert werden. 

Es sei jedem Paar natiirlicher Zahlen p,q eine reelle Zahl a,, zu- 
geordnet. Existiert alsdann eine Zahl M, so daB fiir alle Wertsysteme 
Ly, Uy -~-3 Yr» Vey ---» die den Bedingungen 


(1) (2, ”) = 2,7 +4,°+---<1, Yy,y)<1 
geniigen, und fiir alle » der ,,Abschnitt“ 
[A (x, Y)\, ->'4,, Ly Y, 
p=1,2,..,2 
q=1,2,..,” 





*) Die vorliegende Arbeit ist eine teils verkiirzte, teils durch Zusiitze vermehrte 
Umarbeitung meiner Inauguraldissertation ,,Singulire Integralgleichungen, mit be- 
sonderer Beriicksichtigung des Fourierschen Integraltheorems* (Géttingen 1908). 

**) D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen, 4. und 5. Mitteilung, Gott. Nachr. 1906. 
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dem absoluten Betrag nach unterhalb M bleibt, so existiert der Limes*) 


LAG, y= Ay) 
und stellt demnach eine im Gebiet (1) erkliirte Funktion der unendlich- 
vielen Variablen 2,, 2, ..-; ;,Y,--- dar. Diese Funktion wird die 


mittels der Koeffizienten a,, gebildete beschrdnkte Bilinearform 


Alay) ->'4 pa p Y, 


genannt. Sind (Pp, 9) 
A(z, y) - >a PY Ly Yq) B(a, y) — > hve Ly Y, 

(Ps 9) (p, 9) 
irgend zwei beschriinkte Bilinearformen, so konvergiert fiir jedes p, q die 
Reihe 

Coq = Mp1 Oy. + Oye dg, +- °° 
absolut, und die mit diesen Koeffizienten ¢,, gebildete Bilinearform, die 
durch das Symbol AB(z, y) bezeichnet und die Faltung der Formen A 
und B genannt werde, ist gleichfalls beschriinkt.**) Es laBt sich zeigen, 
daB fiir alle gemaB den Ungleichungen (1) in Betracht kommenden Werte 
der Variablen 2,, 7, ..-.3 Y¥;, Yg, --- die Gleichung besteht***): 


AB, 9) — S)(ag% + May +-) Oth + bath +} 
Da offenbar nach Definition, falls unter E(x, y) die Form ° 
(x, y) = 2% + 4% +-°° 
AE(a, y) = EA(a, y) = A(z, y) 


ist, folgt daraus insbesondere, daB der Wert einer beschrainkten Bilinear- 
form durch reihen- oder kolonnenweise Summation berechnet werden kann: 


Ale, =) (2 Pq ,%)— 2 (2 « G4 TY y,)- 


Der Beweis der angefiihrten Tatsachen stiitzt sich vor allem auf eine 
fundamentale Ungleichung, welche im wesentlichen besagt, daB aus den 
Ungleichungen (1) 


folgt. 
Ist 


verstanden wird, 


abs. E(x, y) <1 


A(z, n= 24 pg Xp Y 


*) Hilbert, 4. Mitt., pag. 178. 


**) Le., pag. 179. 
*) Vergl. meine Dissertation, pag. 7 f. 
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eine beschrinkte Bilinearform, so soll unter A’ (x, y) die mit den Koef- 
fizienten 


Gog = Tp 


gebildete Bilinearform verstanden werden. Herr 0. Toeplitz hat gezeigt*), 
daB die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine be- 
schrinkte Form B(x, y) von der Art existiere, daB 

AB(a,y) = (2, y) 
wird, darin besteht, daB die Funktion AA’(#, 2), welche negativer Werte 
nicht fahig ist, fiir alle Werte der Variablen 2,, 2,,..., deren Quadrat- 
summe (x,2) = 1 ist, oberhalb einer von 0 verschiedenen positiven Zahl liegt. 


Wir beabsichtigen jetzt, die Theorie der Integralgleichung 
(2) f(s) = 9 (8) —4f K(s,1) (Hat (20) 
0 


zu entwickeln, wenn fiir den Kern K(s, ¢) die folgenden Annahmen ge- 
macht werden: 

1) K(s, ¢) ist fir s>0, ¢>0 im allgemeinen definiert und stetig; 
es gibt nimlich im jedem endlichen Gebiet der s, t-Ebene héchstens eine 
endliche Anzahl monotoner stetiger Kurvenstiicke, die sich in endlich- 
vielen Punkten schneiden, und eine endliche Anzahl isolierter Punkte, 
lings deren und in denen K(s, ¢) nicht definiert oder doch nicht stetig 
ist. Dabei ist noch angenommen, daB die Abszissen ev. vorkommender 
zur t-Achse paralleler singulirer Geradenstiicke sich im Endlichen nirgends 
hiufen. 


2) Die durch 


J (Ke, o)'dt= (ko), ks) D0 


erklirte Funktion k(s) existiert und ist stetig auBer fiir endlich- oder 
unendlichviele, jedenfalls aber isolierte singuliire Stellen s =s, (i= 1, 2,...). 
Unter die s,; haben wir uns insbesondere die Abszissen der unter 1) er- 
wihnten, zur ¢t-Achse parallelen singuliren Geradenstiicke aufgenommen 
zu denken. 

3) Ist dann s,>0 irgend ein Wert, der von allen s,(i=1,2,...) ver- 
schieden ist, so trifft die Gerade s = s, die singuliren Kurven und Punkte 
nur in isoliert liegenden Punkten t= 1,. Bezeichnet E(w) die Gesamt- 
heit der Punkte ¢>0, welche einer der folgenden Ungleichungen geniigen 

t—al< >, tae, (=1,2,--) 


*) Gétt. Nachr. 1907, Sitzung vom 23. Februar. 
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so ist wegen der Stetigkeit von k(s) fiir s = s, 


L {(Ke,)*at=0, 
srs 
und daraus erschlieBen wir die Limesgleichung 
L f{ (KG, t)—K@, 6)*dt=0, 
s=% 0 


welche mit Hilfe der sog. Schwarzschen Ungleichung 
° 2 -s . 
(/71s) 9(8) as) < f(fo)tas- {igi as 
0 0 0 


ergibt, daB fiir jede stetige, im Intervall 0 --- oo quadratisch integrierbare 
Funktion v(¢) das Integral 


fK6, t) v(t) dt 
eine fiir s + 8, stetige Funktion von s ist. Nehmen wir etwa an, dab 
fe @dt=—1 
ist, so wird z } 
J (6, t) v(8) dt | < k(s). 
Bezeichnet daher u(s) aa stetige Funktion von der Art, daB das Integral 
fi u(s)|\ds 
9 


existiert, so konvergiert a fortiori 


f [KG, t) u(s) v(t) dt ds. 


Die dritte Annahme, die wir in betreff des Kernes K(s, ) machen wollen, 
ist dann die, daB dieses sweifache Integral fiir alle stetigen Funktionen u(s), 
v(s), fiir welche 


J ‘k(s) u(s) ds 
0 
existiert und 


Jf (we)Pas = { (v@)*ds =] 
é n) 
ist, absolut unterhalb einer festen positiven Zahl M gelegen ist. 
Ein Kern, der den drei soeben ausgesprochenen Voraussetzungen ge- 
niigt, heiBe ein beschrdnkter Kern. 
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Um die Integralgleichung (2) mit der Theorie der unendlichvielen Va- 
riablen in Zusammenhang zu bringen, bedienen wir uns nach dem Vorgange 
von Herrn Hilbert eines vollstindigen Systems orthogonaler Funktionen.*) 

Unter einem solchen System fiir das Intervall O0< 2<1 versteht 
man eine Reihe stetiger Funktionen 9,(x), p,(%), p,(x), ..., welche 

I. die Orthogonalitétsrelationen 


; 0 (p+q) 
“) (2) da = 
Jon(@) 9(2) d= 1 og 
(p,q=1, 2, 3,...) 
und 
Il. die Vollsténdigkeitsrelation 


Ju (x) v(x) dx . LJ “ (x) p, (2) ax fo(e) p,(2) dz| 


fiir jedes Paar stetiger Funktionen u(x), v(x) befriedigen. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir das Zutreffen der Vollstindigkeitsrelation 
ist (unter Voraussetzung von I) die, daB sich zu jeder stetigen Funktion 
u(a) und jeder positiven Zahl « eine endliche Anzahl von Konstanten 
Cy, Cg, +++, ¢, angeben laBt derart, dab 


1 
J (u (a) — €, 9, (2) — +++ — Cn Py (@) Pda <é 
0 


wird. Ist allgemeiner u(#) eine Funktion, die stetig ist auBer fiir endlich- 
viele oder abzihlbar-unendlichviele Werte der Unabhingigen z, die sich 
nur au der Stelle = 0 hiufen, existiert aber noch das Integral 


1 
J (u@yda, 
0 


so laéBt sich eine im ganzen Intervall stetige Funktion u*(z) angeben, 
fiir welche 





1 
f (w(a) — u* (x) Pda<e 
0 


ausfallt.**) Hieraus ist zu schlieBen, daB die Vollstindigkeitsrelation II 
auch noch fiir je zwei Funktionen w(x), v(x) gelten wird, welche von der 
eben von u(x) vorausgesetzten allgemeineren Beschaffenheit sind. Fiihren 
wir an Stelle von x durch die Substitution 


(4) 7 = (#20) 


_") Hilbert, 5. Mitt., pag. 442. 
*) Vergl. meine Diss., pag. 14 f. 
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die Variable ¢ ein und setzen 
1 1 
t+1  % (543) = $,(¢), 


so erhalten wir auBer den Beziehungen 
I. 0, (t),()dt =4,, 
0 


[d,, bedeutet, wie im folgenden stets, 0, falls p+q, 1, falls p—q ist] 
die Vollstindigkeitsrelation 


II*. Juco v(t)dt = 4 [ fu ©, (t) at fo (t)®, (2) at}, 


giltig fiir irgend zwei im allgemeinen stetige Funktionen u(t), v(é), die 
quadratisch integrierbar sind. Dabei wird unter einer ,,im allgemeinen 
stetigen® Funktion eine solche verstanden, die fiir alle Werte von ¢ mit 
Ausnahme gewisser isoliert liegender Stellen stetig ist. 

Wir behandeln jetzt die umgekehrte Frage, wann aus der Konvergenz 


der Summe 
a ( fu (x) (2) dx) 


(p) 9 


fiir eine gewisse, nicht tiberall stetige Funktion u(x) die Existenz des Integrals 
1 
A {(u(a))*da erschlossen werden kann. Zu diesem Zweck gehen wir aus 


von unendlichvielen, im Intervall 0<a#<1 stetigen Funktionen P,(z), 
P,(x), ..., die gestatten, durch Bildung endlicher Linearkombinationen 
¢, P,(@) + & P(x) +--+ +0¢,,P,,(2) 

mittels konstanter Koeffizienten c¢,,¢,,---,¢, jede stetige Funktion*) 
gleichmiBig anzunihern (z. B. P,(z) =~"), und verstehen unter 9(z) 
irgend eine stetige Funktion im Intervall 0---1, die héchstens fir s=—0 
verschwindet, fiir « > 0 hingegen positiv ist, und deren Maximum mit P 
bezeichnet werde. Wir bestimmen dann die Koeffizienten 7,,, 72,, 729; 
Ys1> Ys2> 333 «~~ Sukzessive so, daB die Funktionen 


9; (x) = e(2) - 7, P, (2), 
93(%) = 9(2) (Ye, Py(%) + 722 P(x), 
Ps(%) = 0(X) (7g) Py (2) + 52 Pa(@) + 753 Ps(@)), 


*) oder doch jede stetige Funktion, die in der Umgebung des Punktes 2 = 0 
identisch Null ist. 
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die Orthogonalititsrelationen I erfiillen.*) Ist nun u(«) eine. fir >0 


1 
stetige Funktion von der Art, daB | o(”)|\u(x)|dz und mithin die Integrale 


1 
fi u(x) p,(x)dx existieren, und konvergiert ferner 
n) 


( fu(a) g,(2) az)’ + (f° (2) y(x) da) +--+ — HP, 


t) 


so, behaupte ich, ist u(x) im Intervall 0 << 2 <1 quadratisch integrierbar. 
Seien «, 8 zwei positive Zahlen, so dab e+4<1. Wir setzen 





u®(z) = 0 (O<%<a), 
—u(e+d)-“(e<r<s+ 9), 
= u (x) (¢+d<a<}), 


bestimmen darauf zu der positiven GréBe § die Zahl m und die Koeffi- 
zienten ¢,,..., ¢, 80, daB 
u* (ax) 


SO _ 6, P(t) — +++ — tq Pa(@)| <b 


oder 

u* (x) — Z(x)| <Se(x) SéP 
wird; hierin ist Z(x) eine endliche Linearkombination der (x) P,(2), 
also auch der g,(z): 


Z(x) eel 5 | @, (2) $e +> Ym Pm(2)- 
Daraus folgt 


[u(a)Z(a)de = J u(x) 9, (x) da+--- + Ym J u(@) P,,(") dz 


(9) ——— 
<HVyi+---+7=H V. / (Zw)*ae. 
Es gelten ferner die Ungleichungen 
(u*(a))? — (Z(a))? < €P (2 Mie) + €P), 
M(e) = Max. |u(x)| 
eS251 


wo 
gesetzt ist, und 
1 1 1 
| fu(a) w*(@) da — fu(w)Z(a) da!) <§ fe(a)|u(a)|dz. 
0 0 


*) Vergl. z. B. Hilbert, 5. Mitt., pag. 444. 
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Fiihrt man sie in (5) ein und laBt dann € gegen 0 konvergieren, ohne « 
und @ zu dndern, so erhilt man 


1 ee 
(6) fu(a) u* (a) dx < uV. {(w'@)de. 
0 0 
Endlich ist 


1 


| fu(a)w*(2) dx — f(ua) de < 28(M@), 


1 1 
| Jory dx — f(u(@)'dz| < 26(Me). 


Beriicksichtigt man dies, so kann in (6) der Grenziibergang Ld = 0 voll- 
zogen werden, welcher 


: —— 
f (u(a)?* da < H V {(u(a))? da 


1 
ergibt. Diese letzte Relation zeigt die Konvergenz des Integrals J (u(x)? da, 


1 0 
und zwar muB, da H® auf keinen Fall gréBer als — { (u(x))*dx sein kann, 
0 


1 
J (u(a))? da = H? 
0 
werden. Damit ist zugleich die Vollstindigkeit des Orthogonalsystems 
Y,(«) bewiesen. 

Wir kehren nunmehr zu dem Intervall 0---oo zuriick, und es sei 
k(t)>0O irgend eine Funktion, die fiir alle Werte ¢>0 definiert und 
stetig ist. Es ist dann leicht, eine stetige Funktion 
=F 
(¢-+ 1)? 
za konstruieren von der Art, dab das Integral 


O< k(t) < 


fe RO at 


0 


konvergiert. Wir schreiben 


e(2) = —-k* (——1) fir O0<z<l, 
e(0) = 0; 
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alsdann ist g(x) fir « >0 positiv und stetig, auch fir s=0. Mit Hilfe 
dieser Funktion g(x) konstruieren wir, wie oben geschildert, das voll- 
stindige Orthogonalsystem g,(x) und setzen darauf, indem wir die Sub- 
stitution (4) ausiiben, 

®, (t) = 2-9, (2). 


Ist dann U(t) eine ,,im allgemeinen“ stetige Funktion, zu der sich eine 
Zahl A so angeben laBt, dab ‘ 


| U@| < Ak® 
1 
wird, so existiert offenbar f o(x)|u(x)|da, wenn u(x) durch 
” Ut) —2-u(2) 


definiert wird, und es ist demnach ,(¢)(p = 1, 2,...) ein vollstiindiges 
Orthogonalsystem von der Art, daB fiir jede Funktion U(#) der soeben 
geschilderten Beschaffenheit aus der Konvergenz der Reihe 


>> (fo ©,(t) dt) 


(p) 
auf die des Integrals | f ( U(t))?dt geschlossen werden kann. AuBerdem 
0 
existiert fiir jedes p das Integral 


f#O19,0 dt. 


Ein solches Funktionensystem ,(¢) nennen wir, wenn es auf einen kurzen 
Ausdruck ankommt, zu der Funktion k(t) passend. Ein zu k(t) passendes 
Orthogonalsystem laéBt sich auch immer dann finden, wenn k(t) nicht 
iiberall, sondern nur ,,im allgemeinen“ stetig ist. 


Wir haben nunmehr die Vorbereitungen beendet, um die Theorie der 
Integralgleichungen mit beschrinktem Kern aufnehmen zu kénnen. Wir 
bedienen uns der friiher benutzten Bezeichnungen, verstehen vor allem 
unter k(s) die durch 


fa (s, HP? dt = (kis))*, k(s)>0 


0 
definierte Funktion. Wegen der Voraussetzungen, die wir tiber diese ge- 
macht haben, existiert ein vollstiindiges System orthogonaler Funktionen 


,(t), ,(¢),--. 


fiir das Intervall 0...00o, welches zu k(t) paBt. Wir zeigten oben, dab 
die Funktionen 
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K,(s) - [K, t) ©, (t)dt 


auber fir s = s, stetig sind. Wenden wir die Vollstaindigkeitsrelation an, 
so kommt 


2 
J (Kis, 8)? dt = (k(s))* = (K,(s))* + (Ky(s)® + 
0 . 
Es ist also 
K,()|<Ks) (@=1,2,..), 


und darum existiert fiir jedes Paar ganzer positiver Zahlen p, q 
& 
J %,(s) K,(s)ds =c,, 


Sind 2,,..., 3 Y¥1y-- +) Y, irgend 2n Zablen, die den Ungleichungen 
G+---+€51, +---+841 
geniigen, und setzen wir 
u(s) = 2,9,(s)+---+ 2,%,(s), 
v(t) =y,%(t) +---+y,%, (4), 


so ist 


f (wads <1, J (v@)tas 1, 
0 


Jf x, t) u()o(t)dtds— Dey. tyy LY. 


oa a 


Aus der betreffs des Kernes K(s,¢) gemachten dritten Voraussetzung 
folgt demnach jetzt, daB die mit den Koeffizienten c,, gebildete Bilinear- 
form C(z,y) beschriinkt ist. 

Bedeuten ferner «,, a,,... irgendwelche reelle Zablen mit konver- 
genter Quadratsumme, so konvergiert die Reihe 


K, (8) + a, K,(s) + --- = 9(s) 


und stellt eine fiir s+ s, stetige Funktion dar, da der Rest der Reihe vom 
n“" Term ab kleiner als 


Ve 7 a Res v° ++ k(8) 
ausfallt. Es ist darum auch 





foe 0,6)ds— Diet| SV Eat - fre as, 
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folglich 


f 98) %p(6) ds — yy + Gynt + +5 
0 


mithin konvergiert die Reihe 


di 9(8) ®,(8) ds) = 0’ C(«, «), 
und da ibs 


\g(s)\ <Vai + oF +--- - h(s), 
das Orthogonalsystem ®,(s) aber als ein zu der Funktion k(s) passendes 
gewihlt ist, konvergiert schlieBlich auch fi (g(s))*ds. Insbesondere ist 
demnach fiir jede stetige Funktion u/(s), fr die das Integral J (u(s))*ds 
konvergiert , J K(s, t) u(t) dt gleichfalls quadratisch tataapitiaen, und hier- 


aus ist ‘aie: zu schlieBen, dab, wenn K’(s, ¢) einen zweiten beschrinkten 
Kern bedeutet, der aus K’, K durch Zusammensetewng entstehende Kern 


K’ K(s, t) - (K(,") K(t,r)dr 


wiederum beschrinkt ist. 

Um den Satz iiber die Auflésung der inhomogenen Integralgleichung, 
den wir zu beweisen gedenken, méglichst einfach aussprechen zu kénnen, 
benutzen wir die folgende Bezeichnung. Wir sagen, die homogene Inte- 
gralgleichung 


v(s) +.f K(t, 8) p(t)dt =0 
0 


mit dem transponierten Kern K(t, s) gestatte eine niiherungsweise Auflésung, 
wenn eine Reihe stetiger Funktionen 9,(s), g,(s),... angegeben werden 
kann, so da gleichmaBig fir alle stetigen Funktionen v(s), deren quadra- 
tisches Integral unterhalb 1 liegt, 


& 2 
JS (8) o(s)ds +f K(t, 8) p(t) v(s) as at 
0 00 
mit wachsendem » gegen 0 konvergiert, ohne daS in demselben Sinne 


J ‘@a(8) v(s)ds gegen 0 strebte. 
0 


Satz: Fiir jede im allgemeinen stetige, quadratisch integrierbare Funktion 
f(s) besitet die Integralgleichung mit dem beschriinkten Kern K(s, t) 
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f(s) = 9(s) + JK6, t)p(t)at 


sicher dann eine Lisung g(s) von der gleichen Beschaffenheit, wenn die 
homogene transponierte Integralgleichung niherungsweise nicht auflésbar ist. 
Beweis: Setzen wir 


(z,y) + C(x, y) = A(z, y), 
so gibt es eine positive Zahl m derart, daB identisch in den Variablen x, 
(7) AA’ (x, x) >m - (x, 2) 
wird. Denn andernfalls giibe es zu jeder positiven Zahl ¢ endlichviele 
Werte x‘, x, ---, 2, so daB, wenn man noch aa = i. =—---=0 
setzte, 
(2, 2%) = 1, AA’ (x, ) Se 
und folglich identisch in y 
A'(x,y)| SVe-(y, 9) 
ausfiele. Bildeten wir dann die Funktion 
p,(8) = al? (s) +--- +205), 
so wiirde sich fiir alle stetigen Funktionen v(s), deren quadratisches 
Integral 1 nicht tibersteigt, die Ungleichung 
J en o(s)ds +f [ K(t,s)@,()v(s)dsdt < Ve 
0 00 


ergeben — im “Gegensatz zu unserer Voraussetzung. Nach dem Satze 
von Herrn Toeplitz existiert daher eine beschriinkte Bilinearform B(z, y), 
so dab 

AB(x, y) = (2, y) 
wird. Setzen wir in B(x, y) speziell 


z,—K,(3), ¥= J f(8)®,(s)ds —«,, 


so geht eine Funktion hervor, die sich wegen des Satzes von der reihen- 
und kolonnenweisen Summation in der Form 


(8) = B, K,(s) + B, K,(s) +--- 


schreiben lé8t und welche danach im allgemeinen stetig und zudem im 
Intervall 0... co quadratisch integrierbar ist. Man findet 


J (8), (s)ds = 2 ¢,, B, 
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und folglich 


f K(s, t) y(t) at = 2 ¢,, K,(8) B, 


= C(K(s), B) = CB(K(s), «). 
Daher wird 


¥(s) +, [Ke, t) w(t) dt = B(Kis),«) + CB(K(), «) 


= AB(K(s), «) = (K(s), «) - {'Ke, t) f(t) dt. 
5 
Fiihren wir die Funktion ' 
(8) = f(s) — ¥(8) 
ein, so gilt nach der letzten Gleichung 


v(s) — f K(s, t) pat, 


und damit erweist sich g(s) als Lésung der inhomogenen Gleichung. 


Diese Funktion ist in der Tat von der im Satze behaupteten Beschaffen- 
heit.*) 


Fiihren wir in die oben behandelte Integralgleichung einen Para- 
meter 4 ein, indem wir schreiben 


(8) f(s) = (8) —4.f K(s, t) p(t) dt, 


so erhebt sich die Frage, fiir welche Werte von 4 der Fall eintritt, daB 
die zugehérige homogene, transponierte Integralgleichung eine naherungs- 





*) Vergl. hierzu Hilbert, 5. Mitt., pag. 447 f. — Indem man die von E. Schmidt 
(Rendiconti di Palermo 1908, XXV, pag. 74) bewiesenen Sitze iiber Auflisbarkeit 
linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten heranzieht, erkennt man, 
daB die betreffs des Kerns K(s,t) gemachte dritte Annahme fiir die Giiltigkeit des oben 
bewiesenen Satzes giinzlich entbehrt werden kann. Denn unter Beibehaltung der im 
Text benutzten Bezeichnungen gewinnen wir aus 


|K,@) K,O +---+ 4,8 £0) < k@k@ 


durch Multiplikation mit |, (s) (0) und Integration nach s und ¢ die fiir alle 
Indices p, n giiltige Ungleichung 


> (fx ©, (8) ds), < (fr |®, (s)| ds)’, 
4 


und mithin konvergiert fiir jedes p die Quadratsumme 
chteate:. 
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weise Lisung zulift — diese Werte 4 bilden das Spektrum des Kerns 
K(s, t) —, und weiter, ob sich Genaueres tiber das Verhalten der homogenen 
Gleichung fiir solche 4-Werte ausmachen JaBt. Um darauf Antwort zu geben, 
machen wir noch die Annahme, dah der beschriinkte Kern K(s,t) sym- 
metrisch sei, d. h. daB fiir alle Werte s,¢, fiir die K(s,¢) definiert ist, 
K(t, s) = K(s,t) ausfallt. Alsdann gilt auch fiir die Koeffizienten der 
zugehérigen Bilinearform c,,, die wir von jetzt ab mit k,, bezeichnen 
wollen, die Symmetriebedingung ky, = k,,, wie ich in meiner Dissertation 
ausfiihrlich gezeigt habe.*) Sind (8), v(s) irgend zwei im allgemeinen 
stetige Funktionen, die im Intervall 0... co quadratisch integrierbar sind, 


so ist, wie wir wissen, [K (s, t)v(t)dt gleichfalls quadratisch integrierbar, 
0 


und es wird daher, wenn wir 


J u(s) ®,(s)ds = z,, J v(s) ®,(s)ds = y, 
0 


0 


Sf K(s, t)u(e)o(f)atds — Dy AJ DK): ©,(s)ds) 
Spee ry = K(z, y)- 


Wandeln wir entsprechend das zweifache Integral, in anderer Reihen- 
folge der Integration genommen, um und benutzen den Satz von der 
reihen- und kolonnenweisen Summation, so erkennen wir: 

Fiir einen beschriinkten symmetrischen Kern existieren im Sinne der 
sukzessiven Integration die doppelten Integrale 


setzen, 


[{Ke, t)u(s)v(t)dtds - {{Ke, t) v(s) u(t) dtds, 


falls u(s), v(s) irgendwelche im allgemeinen stetige Funktionen bezeichnen, 
fiir die 


f(u@)ds<i, f (w@)*ds<1 
0 0 


ist, und bleiben ihrem absoluten Betrage nach unterhalb einer festen, von der 
Wahl der Funktionen u(s), v(s) unabhdngigen Grenze M. 
Zu jeder symmetrischen beschrinkten Bilinearform 


K(z,y) = oF Pq ZY 





*) Diss., pag. 35 ff. 
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gehért eine beschriinkte quadratische Form der unendlichvielen Variablen 
Dy, Ty--- 


K(2) = K(x, 2)=L gilt 
a ee 
und umgekehrt erhilt man aus K c(2) die Bilinearform zuriick, indem man 
e+y z—y 
K(=>")-x(>") 


bildet (,,Polarisution“), wobei unter K (=+¥) der Wert der Form K(&) 
fiir die Argumentwerte &, = Set ve verstanden wird. 


Um die Theorie der Integralgleichung (8) fiir Werte 4, die dem 
Spektrum angehéren, behandeln zu kénnen, miissen wir uns mit einigen, 
die Theorie der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form 
betreffenden Resultaten bekannt machen. 

Das System der linearen Formen 


(9) Hip = Op, T, + Opg hy + °° (p = 1, 2,---) 
definiert eine orthogonale Substitution, falls fiir alle p, q 


" 
> pr? Op = 8,0; 


r=1,2,- 


0 Uf ed 
Dy %e0 r= Ogg 


rzi,2, 


gilt. Sind dann umgekehrt x, irgendwelche Zahlen, deren Quadratsumme 
< 1 ist, so geniigen die aus 
Wy = O14, + Oy,2_ + - 
berechneten Zahlen x, den Gleichungen (9). Ferner folgt aus der Defi- 
nition, daB 
22+ 47+ ale ry? + swe 
ist, zunichst identisch in 2,, %,...%,, falls z,,,—2%,4,—= ++: = 0 gesetat 
wird, dann aber auch, wie leicht zu sehen, fiir alle Werte 2,, 2,..., 
die dem Bereich (xz, 7) <1 angehéren, (auf welchen die unendlichvielen 
Variablen stets beschrinkt bleiben sollen,) oder noch allgemeiner 
(2, ¥) = (2, y), 

falls die y, durch dieselbe Transformation (9) aus den y, hervorgehen. 

Ist u(x) eine stetige Funktion im Intervall O0< 2<1, f(a) eine stetige 
Funktion von beschriinkter Schwankung, und teilen wir das Intervall 0... 1 
durch die Punkte z = 0, 2,,-+-,%,_1, %,=1 irgendwie in » Teilinter- 
valle, bezeichnen ferner mit A,f die Differenz der Funktion f(x) im 
(+ 1)™ Intervall, 
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Af = f+.) —F(@); 
mit e die Lange des gréBten unter jenen Teilintervallen, so existiert der 


Limes 
E | Duar), 


é=0,1,---,2—1 


den wir als Verallgemeinerung des gewdéhnlichen Integralbegriffs mit 
1 
J u(x) df(x) bezeichnen werden. 


. Verstehen wir weiter mit Herrn Hellinger*) unter f(z), f,(a) stetige 
Funktionen und unter g(x) eine stetige, monoton wachsende**) Funktion 
im Intervall 0...1, die von der Beschaffenheit sind, dab es zwei stetige, 
monoton wachsende Funktionen h(x), h,(x) gibt, welche fiir jedes Teil- 
intervall von 0...1 die Ungleichungen 


(Af')?<Ag-Ah 
(Af,)*?s 4g - Oh, 


befriedigen [unter Af usw. die Differenz der Funktion f(x) fiir jenes Inter- 
vall verstanden |, so existiert in demselben Sinne wie oben der Grenzwert ***) 
1 


Of-Of _ (ata. 
2 > Aig J dg 
0 


#=0,1,---n—1 


Die Ubertragung der beiden auseinandergesetzten Integralbegriffe auf ein 
unendliches Intervall geschieht wie bei dem gewdhnlichen Integral. 

Nun sei o(u) eine fiir alle reellen uw definierte stetige, monoton 
wachsende Funktion, die in der Umgebung der Stelle « = 0 konstant ist, 
0,(#), @2(u),... stetige Funktionen, die (in allen Intervallen, in denen 
sich g(u) nicht indert, gleichfalls konstant bleiben und) den Bedingungen 


+ 


dep (u)dey(u) 
(10) ctr — Ons 


(0) = @,(0) = 9,(0) =--- = 0: 
alsdann sagen wir mit Herrn Hellinger, die Funktionen 9, (), 9,(u),... 


geniigen, ferner 








*) Hellinger, Orthogonalinvarianten quadratischer Formen usw., Inaugural- 
dissertation (Géttingen 1907), pag. 26 ff. 


**) Durch diesen Ausdruck soll ein streckenweises Konstantbleiben von g(x) 
nicht ausgeschlossen werden. 


A.f- A, 
if Ah soll alsdann 0 





**) Ist A,g=0, so gilt auch A,f=—A;f, = 0; unter 


verstanden werden. 4, 
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definierten ein differentielles Orthogonalsystem mit der Basis e(u). Dasselbe 
heiBt vollstindig, wenn fiir irgend zwei stetige Funktionen f(w), g(u), fiir die 


o +@ 
(df(w)* (dg (w))* 
de(u) ’ de (u) 


existieren, die Vollstindigkeitsrelation 


+0 
fie-3 SL fst J dg safer) 


gilt. Insbesondere ist dann fiir habe Funktionen u(u), v(u), fiir welche 
die Integrale 





J (ww)*de(u), J (vw))*de(u) 


konvergieren, 


+0 +2 +e 

Suwoude(u) = >) fu(u)denu) fou)de,(u) 

—2 (p) —7 a) 
also beispielsweise - 

(e,(@))? + (e:())? +--- =| e(w)|- 

Wegen (10) ist identisch in z,,...2,, falls man 7,,,—=2%,,,=°:-=0 
setzt, 
om +A (d Diep) #)) 
(11) (#, #) -f dew 


Herr Hellinger hat aber gezeigt*), dab, wenn 2,, 2,,... irgendwelche 
Werte mit konvergenter Quadratsumme sind, > 9, (u)x, eine stetige 


Funktion von u von beschriinkter Schwankung wird, und dab auch fir solche 
Werte der Variablen x die Gleichung (11) erfiillt bleibt, und wiederum 
allgemeiner 


(11) (z, ») = f pare ¥, 
falls vs 

| X(x) = Do(u)t  Yu)= P 0% (#)¥, 
gesetzt wird. ” » 


Da e(u) in der Umgebung von » =0 konstant bleibt, kénnen wir 
biden 


*) L ec. pag. 56f. und pag. 27. 
Mathematische Annalen. LXVI. 
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d 
[Pen de, (u) BS ge fine 
de(u) Ze@ 


Diese Integrale, die wir ktirzer durch iE “ bezeichnen, verwenden 





wir in der folgenden Weise zur Badung einer, wie man leicht sieht, be- 
schrinkten quadratischen Form K,(x) der unendlichvielen Variablen z, , 7, ...: 


de, de, 
m= > J 
Die auf solche Art aus dem vollstindigen differentiellen Orthogonalsystem 
@,(#) mit der Basis g(u) gewonnene Form miége eine Elementarform ge- 
nannt werden. 

Der durch die Entwicklungen von Hilbert und Hellinger bewiesene 
Satz tiber die orthogonale Transformation ist nun dieser*). Ist K (x) 
irgend eine beschrankte quadratische Form, so gibt es eine orthogonale 
Transformation, welche an Stelle der Variablen z, die Variablen 2,, x;; 
x), ), «®,... substituiert: 


x. an LU Lr a = ed 
P pqhq> P » “pq%qs 


(9) (9) 


2 = S18) a4 (h = 1,2,3,...) 


(9) 
[p = 1,2,...] 
und durch die K(x) in die folgende Form gebracht wird: 
K@)- DF + DK). 
(p) 


Dabei sind 4,, 4,,... gewisse von 0 verschiedene Zahlen, die sogenannten 
Eigenwerte, welche das Punktspektrum der quadratischen Form ausmachen, 
jede der Formen K“)(2”) aber eine Elementarform der Variablen 2}: 


do” do” 
K® (a) = > fae () ah, 


Diejenigen Werte uw, in deren Umgebung irgend eine der Basisfunktionen 
eo (mu) nicht konstant ist, bilden das Streckenspektrum von K(x). Dem oben 


*) Hilbert, 4. Mitt., pag. 198; Hellinger, Diss., pag. 60 
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defirierten Spektrum gehéren dann das Streckenspektrum, das Punkt- 
spektrum und die Hiufungspunkte des Punktspektrums an. 


Wir kehren zu dem Kern K(s,¢) zuriick und nehmen zunichst der 
Einfachheit halber an, daB die aus ihm berechnete quadratische Form 
K() von solcher Art ist, daB sie durch eine orthogonale Transformation 
der Variabeln x, in die Variablen 2,, & in eine Elementarform K* (&) 
der &, umgewandelt wird: 

Ly = My, X, + Mye%, ++--, 
Ep bt, that, +-°', 
d d 
(12) K(x) —K*(¢ => femnane @, (#) ey) 5 


OF u de(u) 


Die 9,(u) definieren ein vollstindiges differentielles Orthogonalsystem mit 
der Basis g(u), die m,, und /,, gentigen den Bedingungen 


(13) > mM, — 2 but preor “2 My pro +2 hal rp’rq 
(r) 
> m,,l,, = 9. 


“) 
Indem wir die friiheren Bezeichnungen wieder aufnehmen, setzen wir 
k,(s) = (,(K(s)) = m,,K,(s) + Mm,» K,(s) +: 
k,(s) = &,(K(s)) = 1,, K,(s) + 1, K,(s) +---. 
Diese Funktionen sind im allgemeinen stetig, und es ist 
(14) > ko) +2) (K,(s))? ~/* (K, (9). 
(Pp) P) P 


Die k,(s), kp(s) definierenden unendlichen Reihen diirfen nach Multiplika- 
tion mit ,(s) gliedweise integriert werden: so ergibt sich 


[K(8)o,(8)ds = mks + Myghyy + > 
0 


[i q(8)%,(8)d8 = Iyakys + yaks + 
0 


Hieraus gewinnen wir mittels der Beziehungen (12) und (13) (unter Zu- 
hilfenahme des Satzes von der kolonnen- und reihenweisen Summation 
quadratischer Formen) die Gleichungen: 

19* 








| 
| 
| 
| 
| 


a — 
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x 


f K,(s) ,(s)ds = 0, 


. de, de, 
Jrie() ds “af ne : 


a 


Da nach friiheren Auseinandersetzungen die Integrale fi (k,(s))*ds, Sidsisyra 
existieren, folgt aus diesen wows 


(15) ki (s) = 


f (i )*ds — ("a jit 


Wir fiihren ferner die Funktionen 


a i 
A(s; 4) =k, (s) fude,(u) + ky(s) fude,(u) +---, 
0 0 
B(s; 4) = k,(s) (4) + Ae(8) @2(4) + --- 
ein. Diese beiden Funktionen sind fiir jedes wetagems (s, 4), falls s+ s, ist, 
stetige Funktionen; es existieren die Integrale Ji (A(s; 4))* ds, , fi (Bis; 4))* ds. 


Als Funktionen von 4 sind A und B nach én ilitenundien Resultaten 
von beschrinkter Schwankung, und es existiert auBerdem 


+e 
d,_B(s; u))? 
Ji dew) =>, 
. (p) 


-f@ 


Die letzte Summe stimmt aber wegen (14) und (15) mit 
PACT), = KK(s,s) 
(Pp 

iiberein, und es gilt infolgedessen etwas allgemeiner 


“a,,B(s; w) d,,B (ts w) 
ik en = KK(s, 0). 





(16) 


Die Funktionen A(s; 2) und B(s; 4) stehen in einem einfachen Zusammen- 
hang miteinander. Es ist nimlich 
a i 


J udeg(u) = ho, (4) — Jenwiau, 
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und folglich, da die Reihe 

(8) (mw) + hy(s) o9(u) + --- = BCs; w) 
fiir einen Wert s +s, gleichmaBig im Intervall 0 < w < 4 konvergiert, 


i 

A(s; 4) = 2B(s; 4) — [B(s; u) dp. 

0 
Diese Gleichung, die sich auch in der Form 
a 
(17) A(s; 4) = fud,B(s; u) 
0 

schreiben laBt, hat zur Folge, daB sich fiir irgend eine stetige Funktion 

+0 
f(u), fiir welche / an existiert, 


+00 
feaaee — farciner w) af (u) 
de (u) , ude (u) 


fe B(s; u))? ~ fine u)? 
d de (u) : ude (u) 


ergibt. (16) verwandelt sich demnach in 


+@ 
"dA (8; u) dA (t; w) 
Jf sn aAG# KES). 


und auch 








—2*” 


Die Fourierkoeffizieuten der Funktion A(s;4) nach der Variabeln s 
diirfen durch gliedweise Integration berechnet werden; es ergibt sich so 


fd d 
[re 4) ©, (8) ds “22, nae): ba) oI. 


Durch Summationsvertauschung und wegen der Vollsttaighnlt der 9, (u) 
tindet man 


(18) J[A(s; 4) ®,(s) ds =D heel): 
0 (9 


Wir schlieBen hieraus noch 


(19) SAG; a) ds = (e@) + (end)? + = = Je], 
0 


weiter aber 
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fi K(s, t) A(t; a) dt 22 1, »@,(4) K,(s) 
2 2K O -2 0, (4) k, (s) = B(s; 2). 


(9) 
Benutzen wir (17), so ergibt sich 


(20) A,A(s; 4) — fu- a, [ K(s, t) A(t; w) dt = 0. 
(4) ° 

Enthilt das Intervall, auf welches sich das Differenzsymbol A, bezieht, 
und das auch selbst kurz mit A, bezeichnet werde, Teile des Strecken- 
spektrums von K(x), so ist, wie (19) zeigt, A,A(s;4) nicht identisch 
in s gleich Null. Den Inhalt der Gleichung (20) diirfen wir also dahin 
aussprechen, daB sich fiir einen Wert 4, der dem Streckenspektrum an- 
gehért, das ,in s nicht identisch verschwindende Differential d,A(s; 4) als 
eine Lisung der homogenen Gleichung ergibt. Dieselbe hat hingegen fiir 
keinen Wert von 4 eine eigentliche Lisung, d.h. es gibt keine im all- 
gemeinen stetige, quadratisch integrierbare Funktion g(s), fiir welche 


y (s) — 1/K(s, t)p(t)dt =0 
0 


wird. Denn dies wiirde eine Lésung 2,, 2,,... mit konvergenter Quadrat- 
summe der unendlich vielen linearen Gleichungen 


ry — Dy knnt =) 
q 


(p = 1, 2,...) 


zur Folge haben, und eine solche existiert nach Hilbert*) nur fiir Werte 1, 
die dem Punktspektrum der quadratischen Form K(x) angehéren. Ein 
Punktspektrum ist aber in unserm Fall tiberhaupt nicht vorhanden. 

Bezeichnet jetzt g(s) eine beliebige im allgemeinen stetige, quadra- 
tisch integrierbare Funktion, so hat 


f(s) = [K(s, oat 


den gleichen Charakter, und es ist nach dem allgemeinen Satz auf 8. 286: 


[A(s; a) f(s) as = ['B(s; 2)9(s) ds. 


*) Hilbert, 4. Mitt., pag. 199. 
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Ja) ®,(s)ds = a,, 


bid, +1 9a +---—a 
Da entsprechend der Formel (18) 


31, foo A) dem f“Ee, 


2 


B(s; 4) ©, (s)ds = 0 


0 


wird, folgt 
{B(s;2)9(s) ds “2%, [B(s; 2) ,(s)as 


PPLE 2% 4,2) Joe 4) ,(s) ds} 
+2{2m Pa 4 2M» Jove 4) ®,(s) ds} => fine. 


(p) 96 
Setzen wir nun in der Beziehung (11) 


: 7, —= 4, ¥, = k,(s), 

so wird 
X (4) = 4,0, (4) + Q, (A) + -- ) 
Y (a) = B(s; 4), 

mithin 
AX (a) —fu-d, [A(s; u)f(s) ds. 

(A) 0 
Da aber 


ak, (8) + ayky(s) + -+- = f(s) 
wird, geht (11’) tiber in 


+a 


+a @ 
d,,B (3 x) dX (u) 4B 6: w)  afACts wf at 
(21) f(s) = a —— 


+2 @ 
Ppa 0-4 JAG wre at 
ra de() 


-@ 
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Diese Integraldarstellung, welche eine Verallgemeinerung des gewihnlichen 
Fourierschen Integraltheorems ist, gilt demnach fiir jede Funktion f(s), die 


sich in der Form | K(s,t)g(t)dt mittels einer beliebigen, im allgemeinen 
0 


stetigen, quadratisch integrierbaren Funktion g(s) darstellen lapt. 
Wir erwihnen noch die folgende leicht zu beweisende Eigenschaft 
der Funktion A(s; 4). Fir irgend zwei stetige Funktionen f(y), g(u), 


+a +a 
fiir die ee , f — ; existieren, gilt, falls 


+0 +c 
{>  d,,A (8; #) ) j= a, ACs; H) ls 
J u de (u) # (8), r ude@) ~ ¥\* 
gesetzt wird, die ,,Orthogonalititsrelation“ 
oo +o 
, *df(u)-dg(u) 
(22) foo v(s)ds = J ae o 
0 —« 


Wir gehen jetzt auf die Frage ein, wieweit das Streckenspektrum 
und die Funktion A(s;4) durch den Kern K(s,¢) bestimmt sind. Es sei 
Hy irgend ein Wert, welcher dem Streckenspektrum nicht angehért; da 
das Streckenspektrum abgeschlossen ist, kénnen wir dann ein Intervall i 
der Variablen u 

|u— Mol Sh 


angeben, das gleichfalls einschlieBlich seiner Endpunkte auBerhalb des 
Streckenspektrums gelegen ist. Es liege ferner eine fiir alle s>0O und 
alle « des Intervalls i definierte Funktion A*(s;) vor, welche stetig in 


(s,m) ist, falls s+ s,, und von solcher Art, daf J (A* (8; u))*ds kon- 


vergiert und eine stetige Funktion von yw vorstellt. Endlich sei fiir jedes 
Teilintervall A, von i 


A,,A*(s; u) = fv-d,[K (s, t) A*(t; ») dt.*) 
(Sn) ® 





*) Dabei braucht nicht angenommen zu werden, dab B*(s; uw) in uw eine Funktion 
von beschrinkter Schwankung ist, falls man nur dem Integral 


fv . dB*(s; ») 
ta) 


die aus (28) hervorgehende Bedeutung beilegt. 
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Aus den Voraussetzungen folgt, dab 


Lf (A*(s; w) — A*(s; w))'ds = 0 
“=e O 


und daher auch 
B*(s;u) — [K(s, t)A*(t; u) dt 
0 
eine stetige Funktion von s und yw ist, falls s+s,. Es gilt dann also 
(23) AA*(s; 4) = A (uB*(s; w)) — BF (s; v) dv. 
(4) 


Bedeutet f(s) irgend eine im allgemeinen stetige, quadratisch integrier- 
bare Funktion, so ist leicht einzusehen, dab 


J (foreman) reas f (fore nrisas) ar 


wird, folglich 
(fae (8; #) f(s) as] = tC Be (8; #) f(s) as) — | av f oe (s; v) f(s) ds. 
° Mo Me 
Es gilt aber nach friiherem die Beziehung 
faare u) - 4,B(s; a) ds = fa,or uw) A,A(s; a) ds. 


Wir wollen dabei unter A, ein Intervall uu verstehen, das ganz in ¢ 
liegt, und ferner sei A, = (4,4); hierin denken wir uns 4 gleichfalls in 
einem Intervall i’: |4— 4,|<h’ veriinderlich, das von i vollstindig ge- 
trennt liegt. Indem wir dann 


Zz 


J 4,.B* (85m) - 4,B(s; 4) ds = V(A, w) 
0 


schreiben, Jiefern die beiden letzten Gleichungen 


4 “a 
(u—a)-Va,u) +f VA, waa =f V(A, w) dy. 


Mo 


Bezeichnet nu’ einen Wert, den wir gegen wu konvergieren lassen, 0 das 
Intervall wu’, bezw. das auf dieses Intervall sich beziehende Differenzsymbol, 
so kommt 


6V oV ’ 
(24) way a% 4 J oY aa — VU, 0") — Vayu), 
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wenn wir unter w* einen (von 4 abhingigen) Punkt des Intervalls yy’ 
verstehen. Es ist nun leicht einzusehen, dab zu einer beliebigen positiven 
GréBe « eine andere 6 so bestimmt werden kann, daB fiir alle 4 des 
Intervalls i’ und alle Werte u,, u, des Intervalls i, die die Ungleichung 
it, — ty|< 6 erfiillen, 
Va, Hy) ra Va, tty) <é 

wird. Wir wenden daher den folgenden Hilfssatz auf (24) an: 

Ist e(x) irgend eine stetige, durchaus positive Funktion im Intervall 
O0<2#<1, f(x), f,(@), -- eine Folge stetiger Funktionen, fiir welche 


&,(at) = e(x)fi(a) +f f(8) dé 
0 


mit wachsendem i gleichmaBig im Intervall 0---1 gegen 0 konvergiert, 
so konvergiert auch die Folge /,(z), f,(x), --- gleichmaBig gegen 0. 
So erschlieBen wir die Limesgleichung 


éV . Over 
L =Q, di. ov@,#) 
Ou 


5 ~ 


ase 


Da aber V(i, u,) = 0 ist, wird notwendig identisch in A, w fiir die in 
Betracht kommenden Bereiche 
V(2,u) — [,B°(s; w)-4,B(s; a) ds —0, 
n) 
mithin auch 
(25) [0,,B°(s; u)-O,A(s; 2) ds = 0. 
n) 


Wir haben noch den Beweis des angewendeten Hilfssatzes nachzuholen. 
Ist fiir eine stetige Funktion f(x) 


'e(a) F(z) + Jf(@) a8 <s 


und bedeutet A das Maximum von a = E(x) im Intervall O< <1, 
so gilt, wenn wir die Funktion ' 


Jf) aé = 9(2) 
0 
einfiihren, 
datz’ 
}E(z) g(x) +99 < eA. 
Nun ist 


zx xz 


femag , , se@as 
oo" Ewan+it)-£ (29), 
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also 


(fe 
lax e g(x) <eA-e**, 


\g(x)| <« (e**— 1). 
Weiter folgt dann 
f(@) 


‘Eey|<* eA*, \if(a)|<eA-e**, 





und damit ist jener Hilfssatz bewiesen. 
Da fiir A, B*(s; a) die Darstellung gilt 


A,B (s; u) =| K(s, )O,A°(t; wat, 
0 


diirfen wir diese Funktion in dem Integraltheorem (21) an Stelle von f(s) 
einfiihren, und weil fiir jedes Teilintervall von i 


4, A(s; #) = 0 
ist, erhalten wir aus dieser Integraldarstellung unter Beriicksichtigung 
von (25) 

4, B*(s; 4) = 90 
und folglich [s. Gleichung (23)] 

4,,A*(s; uw) = 0. 
Zufolge der letzten, fiir jedes Teilintervall von i giiltigen Gleichung ist 
demnach A*(s;) mit Bezug auf die Variable w eine Konstante. Damit 
ist gezeigt, daB fiir Werte 4, die dem Streckenspektrum nicht angehdren, 
der homogenen Integralgleichung in dem eriérterten Sinne durch ein nicht- 
verschwindendes Differential auf keine Weise geniigt werden kann, and auf 
solche Art zugleich eine charakteristische Eigenschaft des Strecken- 
spektrums gewonnen, die erkennen lift, daB dasselbe durch den Kern 
K(s, ¢) allein véllig bestimmt ist. 

Hatten wir in der obigen Deduktion angenommen, daB u, dem Strecken- 

spektrum angehért, so hiitte sich die folgende Darstellung der Funktion 
A*(s; 4) ergeben [bei welcher A*(s;0) — 0 angenommen ist] 


4 


dy, A(e; p) - dH) 
_— “of ——: 


in der H(u) eine gewisse stetige Funktion von beschrinkter Schwankung 


bezeichnet, fiir die ae in jedem endlichen Intervall integrierbar ist. 


Diese Gleichung besagt, daB bis auf einen von s unabhiingigen Faktor das 
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Differential d,A(s; 4) das einzige ist, welches der homogenen Integralgleichung 
fiir den Wert i des Streckenspektrums geniigt. 

Zur Bestimmung der Funktion A(s; 2) haben wir im vorstehenden 
ein System orthogonaler Funktionen ©,(s) von besonderer Art benutzt. 
Bezeichnet hingegen ©,'(s) (p= 1, 2,---) ein beliebiges vollstiindiges 
Orthogonalsystem fiir das Intervall 0--- oo, so erkennt man leicht, dab 
die quatsalicche Form K’ @) ) mit én Koeffizienten 


= ff K(s, )®, ‘(s) ©, (t) dst 


in K(x) orthogonal transformierbar ist; folglich ist eine orthogonale 
Transformation der Variablen x, in die Variablen z,’, £, angebbar — ihre 
Koeffizienten mégen mit m,,, bzw. l;, bezeichnet sein —, so dab 


de,:d 
K'(@)- > f wie 4 
(p49) — 
wird, und zwar stellt sich 


Ups Ky'(8) + lps Ky (8) + -*- = 1, Ky (8) + lye Kl) + --- 
heraus, wenn unter K,'(s) das Integral 


| K(s, t) (6) at 
0 


verstanden wird; d. h. die Funktionen /,(s) und mithin auch A(s; 2) sind 
von der Wahl des vollstiindigen Orthogonalsystems ,'(s) vollstindig un- 
abhiingig, und ein beliebiges solches, mag es nun zu der Funktion k(s) 
passen oder nicht, ist zu ihrer Berechnung geeignet. 

Besondere Hervorhebung verdient der Fall, daB das Streckenspektrum 
aus einer endlichen oder abzaihlbar unendlichen Anzahl von Intervallen 
besteht, die Funktion (4)| mit der Gesamtliinge der zwischen 0 und 2 
gelegenen Intervalle des Streckenspektrums identisch wird und schlieBlich 
A(s; 4) fiir jeden Wert von 4, der dem Innern des Streckenspektrums an- 
gehért, nach 4 stetig differenzierbar ist 

@A(s, 4) 
oa 
alsdann nenne ich den Kern K(s,¢) reguldr.*) Hat unter diesen Um- 
stinden die Funktion f(s), welche in die Form 


P(s; 2): 


’ [Ko, t) g(t)at 


*) Diesen Fall, der bisher in den Anwendungen allein auftritt, habe ich in 
meiner Dissertation ohne Heranziehung des Hellingerschen Integralbegriffs behandelt. 








Singulire Integralgleichungen. 301 


gebracht werden kann, auBerdem noch die Eigenschaft, daB das Integral 





{Ps 4) f(s) ds 


gleichmaBig in der Umgebung jedes im Innern des Spektrums gelegenen 
Wertes von 4 konvergiert, so verwandelt sich die Integraldarstellung (21) in 


f(s) = fP(s3u) f P(su)fOatda, 
(@) é 
4 
in welcher M das Streckenspektrum bezeichnet. Konvergiert auch noch 


f K(s, t) P(t; a) dt 


gleichmaBig in der Variablen 4, falls wir diese auf die Umgebung eines 
inneren Punktes des Streckenspektrums beschrianken, so ist offenbar P(s; 4) 
eine Eigenfunktion des Kerns K(s,¢) im gewéhnlichen Sinne. 

Die bisherigen Entwicklungen waren von der Voraussetzung beherrscht, 
daB die aus K(s,¢) entspringende quadratische Form in eine Elementar- 
form orthogonal transformierbar sei. In dem allgemeineren Falle eines 
beliebigen beschriinkten Kernes erhalten wir statt (21) eine Darstellung 
der Funktion f(s) von folgender Art * 


dA” (65 u)-dy [AM (C5 w) AO at 
0 


1) = ZO f1Ov, Oa + >, / : — 


Dabei bilden die g,(s), welche Eigenfunktionen des Kerns K(s,¢) sind 
(und zwar fiir diejenigen Eigenwerte, die das Punktspektrum ausmachen), 
ein System orthogonaler Funktionen fiir das Intervall 0 --- oo; A“(s; w) 
sind Funktionen von der Beschaffenheit des oben benutzten A(s;m), und 
es bestehen die Relationen 





/AO(s5 w) AMCs; w)ds = 0 (h+ i), 
0 


fn(s3 #) , (8) ds = 0 
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Il. Teil. 
Beispiele singularer Kerne. 
Ist K(s, ¢) ein beschrinkter Kern, fiir den das Doppelintegral 


J {(Ko, 6)? asat 

66 
existiert, so gilt ohne Abiinderungen die von Herrn Hilbert in seiner 
fiinften Mitteilung entwickelte Theorie der Integralgleichungen, Wenn 
wir daher im folgenden einige Beispiele fiir die oben dargestellte all- 
gemeinere Theorie besprechen wollen, kénnen wir uns auf solche Kerne 
beschriinken, fiir welche jenes Doppelintegral nicht konvergiert. 

Als ersten derartigen singuliren Kern nenne ich den folgenden 


(26) K(s,t)= ; cen (e-+-6)-¢ 6) ~() 


welcher sich mit elementaren Hilfsmitteln (insbesondere ohne Heranziehung 
der Theorie der unendlichvielen Variablen) behandeln la8t. Er steht in 
naher Beziehung zu den sog. Hermiteschen Polynomen, die man am ein- 
fachsten durch die Gleichungen 


I fits 
B)-(-1pe? £(e*") 
(p = 0, 1, 2, apis 
definiert, aus denen sich mit groBer Leichtigkeit die wesentlichen Eigen- 
schaften dieser Polynome ergeben. Es folgt naimlich aus ihnen 


d ms 1 2 : a 1 
4 ((— 1p 2? B(s)) = (— Ip en 9” B, (6) 
und daraus die Rekursionsformel 


d 
(27) B, 1 (8) = 8-B,(s) — Fe. 
Ferner wird 


(20 <{<+o), 


12d -7*) 
B,+1(8) = (— 1? (se ‘ 
_ s8,(s) — p$,_1(8), 


und aus der Kombination dieser Gleichung mit der vorigen schlieBen wir 
die einfache Beziehung 


(27’) Po) _ B,_1(8). 


1 1 
Da (— pe?" B (s) der p” Differentialquotient von e 2" ist, folgt 
durch mehrmalige Anwendung der partiellen Integration, daB 
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+ ip 


fe“? Bs) B, (8) ds = 


wird fiir jedes Polynom $8(s) von niedrigerem als p*™ Grade, insbesondere 
also 


yn 16 
Je * B, (8) B,(s) ds = 0 (p+ 4). 
Indem man nun noch das Integral 
; a 
| e ? (¥, (s))? ds 
berechnet, erkennt man, da die Funktionen 


s\2 
() - Bp(s) 
V/2x. yp! (p = 0, 1,2,---) 


ein System orthogonaler Funktionen fiir das Intervall — oo --- + co bilden. 
Wir berechnen unter Heranziehung des besonderen, oben definierten 
Kernes K(s, ¢) die Integrale (indem wir zuniichst noch s > 0 voraussetzen) 


{KG t) ©, () dt => [— i) fc) ©, (t)dt 


, (8) = 


2 +s/t\2 #\2 @ t\2 
i) fell ©, (1) ase) f, (3) ©, (¢) dt|, 
Fiir ein gerades p ist ®,(s) eine gerade, fiir ungerades p eine ungerade 
Funktion von s; darum wird 


[Ks t) ©,(nat—e ff) ®, (¢) dt [p = 0 (mod. 2)] 
= A) ¥ e (3) ©, (t) dt [p=1 (mod. 2)]. 


Es gilt aber, wenn wir die Definitionsgleichungen und oben aufgestellten 
Rekursionsformeln heranziehen, 


(5) (3) 
fed! o, ® at “S75 ee. xn 
3 . 2n.Vp! (p+1)V2x-yp! Vp+1 

fir p=0(2), 


oo 1 


fe ®,() dt pa eer 


(—1P-*  @-* _ 2*) a 
~ Vax. Vp! "ds? i? - wg 


Vp 
fir p=1 (2). 
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Wir erhalten damit die Gleichungen, welche fiir das Folgende die Grund- 
lage bilden, 


(28) r J K(s, t) ©, (#) dt = Wii , ,1(8) p=0 (2) 


a 7 o,_, (3) p=1 (2). 
+2 


Da ales (s, 8)? dt < 2 ist, folgt hieraus fiir alle p 


9) <VIPFD, |B, (0) <V8x el) Vere Ty, 
und mithin konvergiert die Reihe 


= . —m \P By, , (9) 
(29) x(8) “Vite 2 (3 +2) 2p!’ 
wenn m eine der Zahlen 0, 1, 2,--- bedeutet, gleichmiBig in jedem end- 
lichen Intervall der Variablen s, und dasselbe gilt, wie man leicht sieht, 
auch fiir die durch gliedweise Derivation aus (29) erhaltene Reihe, welche 
folglich die Ableitung z’(s) darstellt. Indem man von den Rekursions- 
formeln (27), (27°) Gebrauch macht, gewinnt man daraus die Gleichung 


, ms , 
«' (3) = — = 2(8); 
also wird, da x(0) = 1 ist, 
s\2 
x(s) = on) , 


8 


2 
Die aus (29) durch Multiplikation mit o (3) hervorgehende Entwicklung 


s\2 
von ¢ m+n(3) nach den Funktionen %,,(s) konvergiert gleichmapig im 
ganzen unendlichen Intervall — oo ---+ 00, und da man nach dem Weier- 
strafschen Satz iiber die naherungsweise Darstellung jeder stetigen Funk- 
tion (in einem endlichen Intervall) durch Polynome schlieBen kann, dab 
jede gerade, stetige, im Unendlichen verschwindende Funktion gleichmaBig 
im Intervall — co <s< +o durch Linearkombination der Funktionen 


s\2 
om*n(5) (m=O, 1, 2,---) angenihert werden kann, ergibt sich aus 
diesen Entwicklungen der Satz, daB zu jeder positiven Zahl « und jeder 
stetigen, im Unendlichen verschwindenden Funktion f(s) ein Polynom $8(s) 
derart existiert, dab : 
f(s) -—e (3) B(s)|< «(1 +|s/) 
wird.*) 


*) Die genauere Ausfiihrung s. in meiner Diss., pag. 58 ff. 
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Ist jetzt h(s) eine stetige Funktion, die auferhalb eines gewissen end- 
2 
lichen Intervalls verschwindet, und setzen wir e* h(s) = h*(6), indem 6 den 


Wert a bedeutet, so wihlen wir das Polynom $*(6) so, daB 


h* (6) — & (2) g(@)\< é (1 +|¢)) 
ausfallt, daher, wenn $f (s) = $* (5) gesetzt ist, 


h(s)—e GY B(s)|<e- or +|8\), 
+o - (3)? 
J@ —e 8! Bo)*ds < (Te)? 
wird. Da jede stetige, quadratisch integrierbare Funktion g(s) durch eine 
Funktion von der Natur h(s) so angenihert werden kann, daB 
+0 
So —hds<é 


wird, ist durch diese Ungleichung die Vollstiindigheit des Systems der 
Hermiteschen Orthogonalfunktionen ,(s) auf direktem Wege bewiesen. 
Wenden wir daher auf das Integral 


(30) re) — fK(, ) 9( at, 


in dem g(#) eine stetige, quadratisch integrierbare Funktion bedeutet, die 
Vollstiindigkeitsrelation an, so ergibt sich, falls wir 


+0 
Jat) (0) at =9, 
setzen, die absolut und eo fiir alle s ee Entwicklung 


9, (8) ®, (8) 9, (8) e (8) = 
f(s) Jo —— Vi +A V1 + 9s - V3 +n a ? 


die wir wegen der von der Reihenfolge der Glieder unabhingigen Kon- 
vergenz auch in die Form setzen kénnen 


£(8) = eyo (8) + €,%, (8) + 9, (8) +---. 
Integrieren wir diese Reihe nach Multiplikation mit ,(s) in dem be- 
liebigen endlichen Intervall a<s <b, so _ 


Sie, @)as— de J (s) ®, (0) as 


SVGsi +4424 V for (s))* ds. 


Mathematische Annalen. LXVI. 
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Hieraus ist zu schlieBen (indem man a gegen — co, b gegen + co kon- 
vergieren laBt) 


+00 


Sf (8) ds—0,|<VadutGi+ firg>p, 





mithin, da die rechte Seite mit wachsendem g gegen 0 konvergiert, 


C= fre ®,(s) ds. 


Um unsere Untersuchung zu Ende zu fihren, bleibt jetzt nur noch 
tibrig, zu entscheiden, wann sich eine Funktion f(s) in der Form (30) 
darstellen la8t. Setzen wir voraus, daB f(s) einmal stetig differenzierbar 
ist, und, unter f’(s) die Ableitung von f(s) verstanden, die beiden Integrale 

+ 00 +0 
J@f@yrds, f (f@)*ds 
existieren, so folgt daraus fiir beliebiges @ > 1 


@ 


@ (f®)\ as | f’ (8) \F(s) | 
JS as 2)\a <f “a aes +f las 
1 1 i 
S$ Sroy ds + yi V fereyas; 
1 1 


mithin konvergiert das Integral 


d (f@) 
J as (5) a, 
1 
d. h. fe nihert sich, wenn s gegen + co konvergiert, einer bestimmten 


Grenze, und es mu8 daher 
L f@W9 


s= to 8 


sein. Beachten wir dies, so erschlieSen wir nunmehr durch eine leichte 
Rechnung, daB die Funktion 


9(8) = 5 f(s) +f’ (—8) 


die Integralgleichung (30) befriedigt. Das Resultat dieser ganzen Unter- 
suchung ist also der Satz: 

Jede einmal stetig differenzierbare Funktion f(s), fiir welche sf(s) und 
f' (8) quadratisch integrierbar sind, ist in eine absolut und gleichmépig kon- 
vergente Reihe nach den Hermiteschen Orthogonalfunktionen ®,(s) 2u ent- 
wickeln: 
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F(8) = Oo (8) + ¢, D, (8) + Cy %,(8) +--+, 
deren Koeffizienten durch 
+e 
c, =f f(s) ®, (s) ds 
gegeben werden.*) ‘ 
Die Relationen (28) zeigen iibrigens noch, dab 


®, %, , (s) — 

%, (8) = ee ae 9, (8) = a (8) P 
®, (8) + , (8) __ 9 (8) — (8) 

Ps (8) y2 , sz (8) V3 ; , 


Kigenfunktionen des Kernes K(s,7¢) sind, die zu den Eigenwerten 


1 1 1 


1 
vi yi’ ys’ ya’ 
gehéren. Es gibt auch keine weiteren Eigenfunktionen; denn jede solche 
miiBte zu allen g,(s) orthogonal sein, was nicht méglich ist, da diese 
bereits ein vollstdndiges System orthogonaler Funktionen bilden. Ein 
Streckenspektrum ist bei dem hier behandelten Kern tiberhaupt nicht vor- 
handen. 


Zu interessanten Ergebnissen gelangt man, wenn man in dhnlicher 
Weise, wie soeben die Hermiteschen, die Laguerreschen Polynome 


o- 
P, (s) = & ©, (e-™9") (p = 0, 1, 2,...) 


untersucht. Fiir sie gewinnen wir leicht aus der Definitionsgleichung die 
Rekursionsformeln 


dP, . 
P,(s) = s “#1 _ 25») P,_,(9), 


*  dP»(s) d Pp —1(8) 
fe =p (HG — 2P,_1)- 


Auch erkennen wir, daB die Funktionen 
(31) A,(s) = V2 5 rl (p = 0,1, 2,...) 


ein Orthogonalsystem fiir das Intervall 0---oco bilden. Aus dem im 
voriges Abschnitt gewonnenen Resultat, dab jede stetige, auBerhalb eines 





*) Vgl. hierzu W. Myller-Lebedeff, Theorie der Integralgleichungen in An- 
wendung usw. (Inauguraldissertation, abgedr. in Math. Ann. Bd. 64.) 


20* 
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endlichen Intervalls verschwindende Funktion A(s) fiir alle s>0 durch 


lineare Kombination der dort benutzten e7 (5) bis auf einen Fehler 
2 


&-€ ® angenihert werden kann (indem man namlich h(—s) = h(s) setzt), 
wird erkennbar, daB die im (31) eingefiihrten Laguerreschen Orthogonal- 
funktionen A,(s) gleichfalls ein vollstindiges System bilden. Die zweite 
der aufgestellten Rekursionsformeln la8t sich, da P,(0) =p P,_,(Q) ist, 
in der Form schreiben 


. 


P,(s) — pP,_,(s) = — 2p- f P,_, (tat 
0 


oder 


(32) A, 41(8) — A,(8) = — 2e-" fenoat. 

hy 
Aus dieser Beziehung laBt sich durch Anwendung der Vollstaindigkeits- 
relation eine Bedingung ableiten, unter der eine stetige Funktion /(s) 
nach den Differenzen A,(s)—A,(s), A,(s)—A,(s),--- der Laguerreschen 
Orthogonalfunktionen entwickelbar ist. 


Mit derselben Leichtigkeit wie (32) erhailt man die analoge Formel 


A,(s) — A,_4(s) = 2e* f e-'A, (t)at; 


addieren wir sie zu (32), so folgt 


fe *~"A,(b)dt oo Pins : A, _1(8) + A, (8) - ; Ay+1(8), 


0 


i (p = 1, 2,...) 
feirin@at = A(s) — +A(s)- 
5 
Betrachten wir also den symmetrischen Kern 
K(s,t) =} e7!"-! (0<} <a) 


fiir den sich 


(k(s))? = f (Kis, 1)? dt = + 
n 
ergibt, und ordnen ihm die quadratische Form K(x) mit den Koeffizienten 


-iffe ~'#-* Ay_,(8)A,_1(¢) dsdt 
(ea=1, 2,..-) 


zu, so wird 
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k,, =90, falls p+q—1,9,9¢+1; 
1 k 1 


pp 9) a p:pti~ — |? 


mithin 
K(a) = Saft a+ parte 
1 


(33) A 
as tL, — ry UX, — 


Der Kern =e *-*\ ist demnach ein beschrinkter Kern. Die durch 


(33) erklirte quadratische Form liBt sich aber in folgender Gestalt 
schreiben *) 


(34) K(@)- > [ %2@t) ay 2,2, 
® ¥ 


falls wir unter y,(2) diese Funktionen verstehen: 


¥,(4) = Va = Vea sin 2pr; 
dabei bezeichnet r den zwischen 0 und = gelegenen Wert von are sin 3 


Vi 
(A>1). Die y,(4) bilden ein vollstiindiges Orthogonalsystem fiir das 
Intervall 1<4< co. Indem wir 


ei) =-0 (<0), @,(i) = 0. (<1), 
—1-1 (@>1), —f¥(u)du (421) 

1 
setzen, erkennen wir, daB K(x) eine Elementarform ist, deren Strecken- 
spektrum aus dem einzigen Intervall 1 < 2 < oo besteht und deren Basis- 


funktion das eben angegebene o(A) ist. 
Um nun diese Darstellung der quadratischen Form (33) fir den Kern 
1 


3 ¢~'*~*! nutzbar zu machen, miissen wir zuniichst die Funktion A(s; 4) 


unserer allgemeinen Theorie bestimmen. Dazu bemerken wir zuniichst, 
daB aus der Integralgleichung 


(35) f= 4 fe-tighhat 
die Differentialbeziehung 
9(8)= 18) — Ger 
folgh. Damit diese Funktion g(s) die Integralgleichung (35) lést, mub 





» Diese Darstellung ist in etwas anderer Form schon von Hilbert, 4. Mitt., 
pag. 208 gegeben worden. 
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f'(0) =f), bef) + f'(s)) =0 





sein.*) Nehmen wir provisorisch an, dab A(s; 4) nach A differenzierbar ist: 


@A(s834 
ee Pa) = > 1), 


und f K(s,t)P(t;4)dt gleichmaBig in 4 konvergiert, so ist P(s;4) Eigen- 
i) 


funktion des Kernes +e *-*! fir den Eigenwert 4, und folglich 


a?P a) 
iD + (4 —1)P(8;2) = 


OP(s; 2) : 
[Ge ~ P(s;4)|_ = 
Es muB dann also 
P(s;4) = a(a){Va—1- cos(sV¥4 — 1) + sin(sV4— 1)} 
sein, wobei a(A) eine gewisse Funktion von 4 ist. Diese bestimmen wir 
so, daB 
J P(s52) Ao(s) ds = wy (2) 
0 
wird. Da aber 


V3 (Vi= Tos (s¥2 — 1) + sin(sV4 — 1) }e~*ds = 22 = *, 


ist, ergibt sich 

a(a 

—- Vzi- iS i 
Wir setzen nunmehr 


P(s; 4)=— ahern — cos (sVa — 1) + —_, —— = sin (sWa — DI, 


EVE 
A(s;4)— fP(s;u)du (fir 24> 1). 


Es ist dann durch die vorigen Uberlegungen wahrscheinlich gemacht, daB 
(36) A(s; 2) = A(s; 2) 


wird. Wir miissen priifen, ob dieses zutrifft. 
Zunichst besteht sicherlich die Beziehung 


*) Der Akzent bedeutet hier Differentiation nach dem Argument s. 
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Pam sy feiiPG dae = @Z). 


Da ferner (durch einmalige partielle Integration) leicht zu erkennen ist, 
daB A(s; 4) fir sco Null wird mindestens wie -, also eine im Inter- 


vall O0<s< co quadratisch integrierbare Funktion ist, erhalten wir hieraus 
die Entwicklung 


(37) A(s; 4) = > (x, ). fastoree], 
in welcher puhi,--- , 


k,(s) = + fe'*-"iA,_, (tat, 
(38) 


0 
we 
, 


¥,(4) = f P(t; a)A,_, (at 


gesetzt wurde, und aus ihr die Fourierkoeffizienten von A(s; 2) 


o a 
JR(s5 4) A,_s(s) ds — DV hyy f wdy(n) de. 
0 (9) 1 
Andererseits ist aber wegen (38) 


oe A 
JAG A_s (ds = f¥,(u) de. 
0 1 
Fiir p= 1 wird 


2 2 wo 2 
few du — fuwau a * kere auf wv,(u)du 
1 1 9 1 : 1 
- 2 by f wo, 0) aes 
q 1 


a 
2 [hs J u(v,(u) — ¥,(w) du | —0. 
2 1 


Da nun %,(u) — ¥, (4) = 0, k,, = 0 fiir g> 2, hingegen k,,+ 0 ist, folgt 
hieraus 


mithin kommt 


. : ¥2(4) = ¥,(4). 
Dies zeigt wiederum, dab 


2 [Han J u(v,) — ¥,@)du| = 0 


sein muB, mithin 
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¥5(2) = ¥5(A) 
und so fort. Damit aber verwandelt sich (37) in die zu beweisende 
Gleichung 


A(s; 4) = > [K, (8) J wv p(u) dp| — A(s;4). 


(Pp) 


Nach diesen Rechnungen kénnen wir das folgende, dem Fourierschen 
analoge Integraltheorem aufstellen 


f(s) =+ Vi—1 cos (sVi—1) + sin sVi—1) 





Viyi-1 
(39) aa 
Lf 1) OE Dt OVD suas, 
‘ Vi-Vi—1 
0 


Es ist giiltig, falls fiir die als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzte 
Funktion f(s) die Integrale 


/g@yas, f¢'@)tas, \r'@las 


existieren, L f(s) = L f'(s)=0 und f’(0) =/(0) ist. Denn unter diesen 


Umstiinden konvergiert das innere Integral in (39) gleichmaBig in der 
Umgebung jeder Zahl 1> 1, wie sich durch zweimalige Anwendung der 
partiellen Integration ergibt. Die angefiihrten Bedingungen sind ins- 
besondere dann erfiillt, wenn f(s) fiir sco in normaler Weise von 


héherer als =" Ordnung verschwindet, d. h. wenn es eine positive Zahl « 
gibt, so daB 


sf), 88°F (8), 87°) 

fiir alle s>0 unterhalb einer endlichen Grenze bleiben. 
Von <e *~*! gelangen wir durch Substitution leicht zu andern ein- 

fachen singuliren Kernen. Setzen wir in dem Integral 


[ fer" Us) U@asat, 
00 
in welchem U(s) eine beliebige stetige Funktion mit der Eigenschaft 


4 f (U(s) ds = 1 bedeuten mége, 
o 


e~** = 6, e~* as 7, 
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so verwandelt es sich in das folgende 


1 fae, t)u(o)u(r)dodr, 


wenn G(o, r) durch 


G(6,t) = 
(40) 


definiert und 
u(¢) -Vi0U G > | Igo) 
gesetzt wird, so da also auch 
1 
(41) {(uopde=1 
c) 


ausfallt. Uber den Kern (40), der wohl als der einfachste aller singuliren 
bezeichnet werden darf, laBt sich demnach das Folgende aussagen: 
Fiir alle stetigen Funktionen, die (41) erfiillen, ist 


11 
0< [[G(o, r)u(o)u(r)dodr <4. 
00 
Die inhomogene Integralgleichung 
f(0) = 9(0) — 4 f G(o, x) p(x) ae 
0 


hat fiir alle 1<— eine Lésung —(¢), die stetig auBer fiir ¢ = 0, in der 
Umgebung dieser Stelle aber quadratisch integrierbar ist (falls f(¢) von 
der gleichen Beschaffenheit vorausgesetzt wird). Fiir Werte 4 > z hat 


die zugehérige homogene Integralgleichung Lésungen g,(6), welche, mit 
Vo multipliziert, an der Stelle o 0 endlich bleiben; es sind dies die 


Funktionen 
-Vi Vi-4 cos (/Yi—4 1 Igo| ) + } > sn ( Vi-fee ) 
VV 


Sie bilden die Grundfunktion eines Fouriertheorems: 








9,(6) 


f(e) = f 9,(0) J F(e)@,(t) dedi. 


4 
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Damit beherrschen wir also den Kern G(o, r) in der vollkommensten Weise. 
Durch eine leichte Modifikation erhalten wir tibrigens auch das ge- 
wihnliche Fouriersche Integraltheorem. Wir brauchen nimlich dazu statt 


des Kernes senlent nur die beiden folgenden 


K,,(s, t) = e~*Gojt (s>8) K_(s, t) = e~* Sint (s > #)*) 
=e~'Cojs (s< t) = e~'Sins (s< 2) 


_ gugrunde zu legen, welche durch Ubergang zu den quadratischen Formen 
mittels des Laguerreschen Orthogonalsystems A,(s) auf 


1 
K(2)= 4 a? + = = ty ig +s = 2%, — 


1 


K_(z)= i244 ats + t+ wana ty — = 


2 
fiihren. Diese lassen sich in eine der Darstellung (34) analoge Gestalt 
bringen und liefern dann das (in zwei Teile zerspaltene) Fouriersche Inte- 
graltheorem**) 


1 cos (s Vi— i) cos KC ace — —1) 
f(s) = if Wi fro “———~ dtdi, 
no-t f* > no | = nV D atda. 


Gleichzeitig erhilt man bei der Durchfiihrung dieser Rechnung die 
Gleichungen 


J sin (s cotg 9) A,(s)ds = V2 sin 9 -cos (2p + 1)g, 
(42) yi 


{cos (s cotg g) A,(s)ds = V2sing - sin(2p + 1)g. 


Nach einer von Herrn Hilbert gemachten Bemerkung kann man das 
Fouriertheorem noch von einem wesentlich anderen Gesichtspunkt auffassen, 
als bisher geschehen ist. Betrachten wir nimlich 


é—e’* 
— 

**) s. Dissertation pag. 65, 69. — Das Fouriersche und allgemeinere Integral- 
theoreme sind auch von Herrn E. Hilb (,,Integraldarstellungen willkiirlicher Funk- 
tionen“, Math. Ann. Bd. 66, pag. 1—66) auf einem mehr indirekten Wege mit groBem 
Erfolg untersucht worden. 


*) Cope — OE, Gin s = 
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V 20s (st) (0 — < oo) 


als Kern einer Integralgleichung, so zeigt das Fouriersche Integraltheorem, 
das wir jetzt in der Form schreiben 


(43) u(s) = = fon (st) fos (tr) u(r) dr at, 


daB dieser héchstens die beiden Eigenwerte + 1, —1 besitzen kann. Es 
fragt sich, welche Eigenfunktionen zu jedem von ihnen gehéren. Fine 
solche zu + 1 gehérige Funktion wird durch die bekannte Integral- 


beziehung 
2 -§ -< 
Vz cos(st)e *dt—e * 


geliefert. Um jedoch diese Frage systematisch zu entscheiden, beachte 
man zunichst die Formeln (42), welche besagen, daB die Funktionen 


V2 fcos(st)A,()at (p = 0, 1, 2,...) 


ebenso wie die A,(s) selber ein vollstindiges Orthogonalsystem bilden. 
Aus diesem Umstand folgt, wenn wir 


ui(s) = V2 fon (st) u(t) dt 


setzen, wie ich in meiner Dissertation gezeigt habe*), die ,,Orthogonali- 
titsrelation“ 


(44) J a (s)5(s)ds = J “u(s) v(s)ds 


fir irgend zwei stetige, absolut und quadratisch im Intervall 0--- oo inte- 
grierbare Funktionen u(s), v(s). Vgl. hierzu tibrigens Formel (22). 

Der Bereich derjenigen stetigen Funktionen u(s), fiir welche #(s) 
existiert und stetig ist, welche ferner dem Fouriertheorem (43) und den 
Limesgleichungen 


L SG — u(s)*'ds = 0, 
a=e9 


Lf (u() — u()*ds = 0 
a=a9 


*) 


) Diss., pag. 23 u. 31. 
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geniigen — dabei ist 


a, (s) = y2 [cos (st) u(t) dt, 
0 


u, (s) <2 f cos(oty a(t) 


gesetzt — midge mit Ul bezeichnet werden. Jede endliche Linearkombi- 
nation von Funktionen aus Ul gehért wiederum diesem Bereich an, und 
falls u(s) irgend eine Funktion aus Ul, ist auch &@(s) in U enthalten. 
Ferner gilt fiir irgend zwei Funktionen aus U die Orthogonalitiits- 
beziehung (44), und jede stetige, absolut und quadratisch integrable 
Funktion, welche im Endlichen von beschrinkter Schwankung ist, gehért 
dem Bereich U an. 

Schrinken wir nun den Begriff der Funktion giinzlich auf den soeben 
definierten Bereich Ul ein, verstehen insonderheit unter einer Eigen- 


funktion des Kernes V2 cos(st) eine in U enthaltene Funktion 9(s), 


welche der Relation 


H. Wert. 


g(s)—A Vf cosist) p(t)dt=0 
0 
geniigt, so zeigt sich*), daB der Kern y2 cos(st) sich in allen wesent- 


lichen Punkten verhiilt wie ein regulirer. Ihm kommen zwar die einzigen 
Eigenwerte + 1, — 1 zu, aber zu jedem von ihnen gehdren unendlichviele 
Eigenfunktionen. Jede in U enthaltene Funktion ist die Summe einer 
za + 1 und einer zu — 1 gehérigen Eigenfunktion. Die inhomogene 


Integralgleichung 
f(s) = 9 (8) — AVE Joe (st) p(t) at 


hat, falls 4+ + 1 ist, fiir jede zu U gehdrige Funktion f(s) eine Liésung 
g(s) von der namlichen Beschaffenheit. Fir einen Eigenwert 4 = + 1 
oder —1 ist sie jedoch nur dann (in demselben Sinne) lésbar, wenn 
f(s) zu den simtlichen zu 4 gehdrigen Eigenfunktionen orthogonal ist. 


Der Kern V2 cos(st) ist offenbar nicht ,beschriinkt“, wohl aber liegt 
der Integrallimes 


*) Diss., pag. 28 f. 
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ad 
Lf [cos st u(s) u(t) ds dt, 
tae” ° 
der fiir alle stetigen, quadratisch integrierbaren Funktionen u«(s) existiert, 


unterhalb der Grenze 


or wenn Suds <1 bleibt. 
0 


Die bisherigen, das Fouriersche Integraltheorem betreffenden Unter- 
suchungen lassen sich ohne Schwierigkeit auf die Besselschen Funktionen 
iibertragen. Wir werden uns dazu der folgenden Verallgemeinerung der 
Laguerreschen Polynome bedienen: 

28 
“ (a) oe » « 
(45) PO (8) = 5S e-tsrt*s), 
in denen s im Intervall 0--- oo variabel ist, « aber eine beliebige reelle 
Zahl >— = bedeutet und p die Reihe der ganzen nicht-negativen Zahlen 


0, 1, 2,... durchlaiuft. Aus dieser Definitionsgleichung gewinnt man die 
Rekursionsformel 


(46) 





dP (s) dP (8) te) 
EO mp (2 ” —2P (9)), 





ds 
und man beweist wie friiher, daB die Funktionen 
3 
(47 a e’s* Pp $)= (2) s 
, VF (p+1)-F(p +14 2e) sine tiey 


p=0,1,2,... 


fiir ein festes « ein vollstindiges Orthogonalsystem fiir 0 < s < oo bilden. 
Es ist offenbar 


(48 P 0 p+ 20) watt —2tgp+i+2a-1) dt 
) ~ ds? siti — J april 
Fiihren wir in diese Gleichung die Bezeichnungen (45), (47) ein, so .ver- 
wandelt sie sich unter der Vorausseteung «>0O, die wir jetet zuniichst 


machen wollen, in 


(49) — A (s) = Y2(pt 1 es- a fet al:-3) (t) dt. 


Es folgt hieraus in bekannter Weise durch Anwendung der Vollstandig- 
keitsrelation: Wenn g(s) eine stetige, im Intervall 0---0o quadratisch 
integrierbare Funktion bedeutet, fiir welche 
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fon->) (dt =0, 
d. h. , 


(50) fet Tg at=0 


ist, so 14Bt sich das Integral 


(51) f(s) =es-<f ti? g(t) at 


in eine gleichmaBig und absolut konvergente Reihe nach den A‘%(s) 
(p = 0, 1, 2,...) entwickeln. Aus (51) folgt 


(52) g(s) — 2 —9fO — FO 

Vs 
und diese Funktion ist umgekehrt eine Auflésung von (51), wenn 
1 L e*s*f(s) = 0 


ist. Damit (50) gilt, ist gemaB (51) dann notwendig und hinreichend, dab 
(53’) L s*f(s) =0 
s=0 


wird. Wenn demnach dice Funktion (52) fiir s > 0 existiert und stetig, im 
Interval 0---0o aber quadratisch integrierbar ist und (53), (53’) erfiillt 
sind, laiBt sich f(s) im der angegebenen Weise entwickeln. Diese Be- 
dingungen lassen sich noch in der verschiedensten Weise spezialisieren. 

Die Formel (48) liefert ein entsprechendes Ergebnis fiir «a= 0. Be- 
achtet man namlich, dab 


q?t} ‘ a? ‘ - 
aie —2sop) — _ 9 —__ (g—24 op 
q,PFi s?) 2 s?*+*) 


ist, so geht (48) fiir «a = 0 iiber in 


ce feiqlt 
AP (8) = V2(R41) & fA” Oat, 
und es ist demnach f(s) nach den A})(s) entwickelbar, wenn 
Le*f(s)\=0 und Vs (fis) —f) 


stetig und quadratisch integrierbar ist.*) 
Um ein analoges Resultat fiir «<0 zu erhalten, gehen wir von der 
Bemerkung aus, daf 


*) Vgl. W. Myller-Lebedeff, 1. c. 
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a (et getde, s) =$- # (e-™ gP+20) +of . 
ds? ds? ds p- 


ist. Indem wir die Definitionsgleichung (45) heranziehen, wird 


; “(6 2s op—1+2a+ 1) 


P(*5) (6) — PG) + pPl*t4) 
Pp , 
und daher, wenn wir (46) benutzen, 
ad P™ (s) 


1 
700 apples 
Integrieren wir diese Relation zwischen 0 und s, so folgt 
: 1 
P' (0) — PY (s) = 2p f pty) (t)dt, 
und wenn wir hierin die Bezeichnungen (47) einfiihren, 


_ AP) Fp+2e+1) ,@) a («+3) 
~ 7 +o Vigan -Ao’(s) =e “" e't Ap-1 °° (é) dt. 


1 
Nehmen wir nun an, daB a <0 ist, so ist et ° ® an der Stelle t= 0 
quadratisch integrierbar. AuBerdem ist dann 


p+2e +1) 


piece. 
aries) <P 
also konvergiert die Summe 
P (p+ 2a + 1) 
p=1,2,... pr( P +3) 
und mithin auch 
DP (p+ 2a +1) 
ge a pl(p+1) ’ 


wenn y, irgendwelche Zahlen mit konvergenter Quadratsumme sind. Eine 
mittels der stetigen, quadratisch integrierbaren Funktion g(s) in der Form 


(54) f(s) = ots fei ** g(t at 


darstellbare Funktion f(s) ist demnach wiederum in eine gleichmaBig und 
absolut konvergente, nach den Funktionen A((s), A{)(s), A¢)(s), ... 
fortschreitende Reihe entwickelbar. Aus (54) folgt 

on C—OfO+ ef 

(55) g(s) = ve 

und diese Funktion geniigt in der Tat der Gleichung (54), wenn noch 


L s-#f(s)=0 
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ist. Zur Entwickelbarkeit ist demnach die Existenz, Stetigkeit (fiir s > 0) 
und quadratische Integrierbarkeit der Funktion (55) und die Existenz des 
Limes L s~*f(s) hinreichend. Denn in diesem Fall kann man eine Kon- 
stante o wihlen, daB 

L s~“(f(s) — eA@(s)) =0 

s=0 
wird; dann aber ist nach unsern Uberlegungen f(s) — cAW(s), also 
auch f(s) selbst entwickelbar. Damit ist der Fall «<0 gleichfalls er- 
ledigt und so eine, wie mir scheint, sehr durchsichtige und auch in ihrem 
Resultat vollstindige Theorie der verallgemeinerten Laguerreschen Poly- 
nome gewonnen. Ubrigens kann man noch, indem man sich statt des 
gew6hnlichen des Hellingerschen Integralbegriffs bedient, die im Vor- 
stehenden auftretende Forderung der stetigen Differenzierbarkeit durch 
eine weniger einschneidende ersetzen. 

Wir wenden uns jetzt zu der Darlegung des Zusammenhanges, 
der zwischen den eben untersuchten Laguerreschen Polynomen und dem 
fiir die Besselschen Funktionen giiltigen Integraltheorem besteht. Be- 
zeichnet, wie tiblich, J,(a) die Besselsche Funktion mit dem reellen Index 
v >—1, so schreiben wir 


vai 


S(z)—e 2d, (ne®), 


Diese Funktion ist fir positive Argumentwerte reell und geniigt der Dif- 
ferentialgleichung 
da? ‘ 4 _ 1 _ 
W238.) _ (1 4 5") ¥z9,(2) = 0. 
Wie bekannt ist, gibt es ein von 3,(x) unabhiingiges, gleichfalls in dem 
eben benutzten Sinne reelles Integral dieser Gleichung, das bei unbegrenzt 


wachsendem x gegen 0 konvergiert wie oni wir bezeichnen es mit €, (2), 
x 


wobei wir es so normiert annehmen, dab 
15 (V2 €,(2)) -V23,(2) — “(Wz 3,(2))- Vx €,(z)=—1 


wird: durch diese Festsetzungen ist €,(#) véllig bestimmt. Wir behandeln 
nunmehr die Theorie des folgenden Kerns 


K,(3,) = €,(8)3,0Vst (828 
=3,(s) EQ Vst (s<d) 


1 
von dem wir mittels des Orthogonalsystems a+s) (s) zur quadratischen 


Form A,(z) tibergehen. Wir betrachten zunichst die Integralgleichung 
1. Art 


(56) O<}<~), 
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(57) f(s) = JK, (3, t) g(t) at. 
Aus ihr folgt ; 


g(s) = — FO 4 (14 re. 


4s* 


Damit diese Funktion aber wirklich der Gleichung (57) geniigt, muB 


auBerdem 

(68) L [V83,0) Fo — 100) z5(V83,(9))] = 0, 

(58’) L [Vs &, (9 —f(s)3 : (Vs E, (s |= =0 

sein. — Ferner vervollstiindigen wir die fir die Laguerreschen Funk- 


tionen aufgestellten Relationen durch die folgenden, aus der Definitions- 
gleichung leicht zu beweisenden Formeln 
(a) aP,- = wed 
P™ (8) = 8 e+ tte- 2s) P_, (8), 
P (8) = i a —1] P® (8) — (p—1) (p+ 2a—1) P™ ,(s), 


a? P™ (s) dP (s) 


s—?, + (1+ 20 — 29) 2 © + 2pP™ (s) =0 


Wir fiihren die Rechnung der Einfachheit halber nur fiir den Fall 
v =( durch und bestimmen also zunichst die Funktion 


. 2 
k, (8) = |K, (8, t) lz) (t) dt; 
0 
diese geniigt notwendig der Gleichung 


(59) a «x (1 — 4s) &, (8) =— al?) (s). 


Man iibersieht sofort, daB diese Differentialgleichung ein partikulires In- 
tegral von der Form 
e*V8 Qp+1() 
ple +1 
besitat, wo Q,,,(s) ein Polynom (p + 1) Grades ist, mithin 


(3) (3) (3) | plz) 
Q)+1(s) = a” Ppt’ (8) + a” Pp*’ (8) + af? Pri (s) +--+ + apts Po” (8) 
gesetzt werden darf. @Q,,,(s) geniigt der Gleichung 
(60) L(Qp+1) =8Qea1 t+ (1 — 28) Gai — gai” Ms 


-; (pl?) (s) —2(p +1) pli) (s) + p(p +1) pl?) (s)}. 
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Die aufgestellten Rekursionsformeln liefern 


(3) 


Lees") ~ - “Z--@p+ » 2). 


H. Wevyt. 


Wenden wir noch zweimal die Rekursionsformel (46) an, so kommt daher 
1 1 
L(Qps)—— eS? (2p+3) PL’) + {266?"(p-+1) — ef? @p-+1)) PL 


1 
+ {2p (al? (p+ 1) + aj”) — ab” (2p—1)} pl?) 


1 
ae 1 
= { p(al” (p+1 +a\”)+ al} —_- —* + L(as (p) ple a o+al"), pl), 
Vergleicht man auf beiden Seiten von el die Koeffizienten der Potenzen 
s?*?, s?, s?-', so erhilt man dadurch 


0 2 2p+3’ Y CESIIELE 


Diese GréBen erfiillen aber die picts 
p(o?(p +1) +”) + a” = 0; 
es muB infolgedessen 


1 p(p+1) 


am —-s “Qp+i 


(3) (3) 
L (a3” P)*s t°°'+ a), Po* ) = 0 
sein, eine Gleichung, die gewiB erfiillt ist, wenn 


(p) 
a” = -=—a), =0 


genommen wird. Ein partikuliires Integral von (59) liefert uns demnach 
der Ausdruck 


1 
1 Vp (p+), (3) (@p +2)" ale) 
(8) = — ssp pa Me-1(8) + 2 p+ ers (s) 


1 + 1) 2 (3 
1V@ED ETS gf (3) 
Diese Entwickelungen gelten freilich nur fir p+ 0; fir p= 0 bleibt 
gleichwohl das erhaltene Resultat in der Form giiltig: 


KS (s) = 2 Al? lo-- at Ds) 
Es ist aber notwendig 
ky(s) = K5(8) + Bp S0(8) V8 + 7p - Gols) V8. 


Da die Limesgleichungen (58), (58’) erfiillt sein miissen, wenn man k,(s) 
an Stelle von f(s) setzt, so ergibt sich fiir die Konstanten £,, y, 


B, _ 0, Vp _ 0. 











Singulire Integralyleichungen. 323 


Die dem Kern K,(s,¢) korrespondierende quadratische Form, deren 
Koeffizienten durch 


*Fracsoal bona 
J [¥ols, t) Ap='; (s) A)? (t) ds dt 
do 
gegeben werden, lautet demnach 


K, (x) = ils a? +5 15 ® a? +2 85 a! .° 


-V24, L, — ic Viuz—--]: 


Stellen wir die Rechnung allgemeiner fir ein beliebiges vy >— 1 an, so 
ergibt sich ‘ 


(2p +2»)*+ 2» Vp (p +2» +1) 
K, (2) = To Gp tie Ss ~ tp part of et oo 











Fir p= 1, v= — ; erscheint der Koeffizient ae ¢ te in der -un- 


er ist durch 
$ (2 +2)'+20 


| ae (2+2»)*—1— 


rre- 


° 0 
bestimmten Form = ; 


ols 


za ersetzen. 
Wir ziehen noch die in der folgenden Weise definierten (Legendre- 
schen) Polynome heran 


oe 
—aP- ~ 


en 0<2<)}). 


Aus ihnen leiten sich die Funktionen ab: 


(») 1 WEP wTH a—w ¥+1) 
PQ) = era VS pe my? (z)- 


mm (x) = * [orth (1 — g)PrP-*| 





Fiir ein festes » bilden y()(4), wf (A),... ein vollstindiges Orthogonal- 
system im Intervall 1<4< co. Wie die Rechnung lehrt, ist 





- ¥) /\ v) 2 
° K,(2) — [ws +9 (u) 2 +--+) du. 
1 


Bestimmen wir endlich die zu dem Kern K,(s,¢) nach der allgemeinen 
Theorie gehérige Funktion A,(s;2), so ergibt sich genau in der beim 
Kern e~'*-*! beschriebenen Weise 


MOD LV S-d,(sVa—1) (21). 


21* 
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Damit erscheint das Integraltheorem 


f(s) = +f ¥ J,(sVa— i) fr t) Vi J,(t¥a—1)dtda 
0 
bewiesen fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f(s), fiir welche 
d* f(s) 4y?—1) 
Par ~ (1+ +) ro] 


im Intervall 0---00, |s f(s) an der Stelle s=0 und |f"(s)| fir 
$= oo integrabel ist, f(s) und f(s) im Unendlichen verschwinden und 
ferner die erste der beiden Bedingungen (58) statthat. Diese Voraus- 
setzungen sind erfiillt, falls f(s) im Unendlichen in normaler Weise von 


héherer als sw Ordnung verschwindet und an der Stelle s=0 in der 


i 
Form 8 ®u(s) darstellbar ist, wo u(s) samt seinen beiden ersten Diffe- 
rentialquotienten endlich bleibt und w(0) = 0 ist. 


Elmshorn, April 1908. 
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Uber die Anwendung der Integralgleichungen in einer 
parabolischen Randwertaufgabe. 


Von 


Wera My.tuer-Leseperr in Bukarest. 


In meinem Artikel ,,Die Theorie der Integralgleichungen in An- 
wendung auf einige Reihenentwicklungen“, Math. Ann. Bd. 64, habe ich 
mich mit derjenigen Lésung der partiellen Gleichung vom parabolischen 
Typus 


si . P 
a Loads tet Leno 
beschiiftigt, welche durch vorgeschriebene Werte auf dem Stiick (0, 0) 
der Charakteristik ¢= + im Bereiche ¢>1, 2 >0 bestimmt wird.*) 
Nehmen wir einen Bereich ABCD in der Halbebene x > 0, welcher 
durch die Charakteristiken t= a, t=} und die Kurven AB und CD be- 
grenzt ist, deren Gleichungen xz = &,(t) resp. , 
«x = &(¢) sein mégen. Ich nehme mir vor, 
in den folgenden Zeilen eine im Innern von 
ABCD stetige Lisung der Gleichung (1) zu 
finden, die auf AB, CD, BC die vor- 
geschriebenen Werte /,(¢), f,(t), f(x) an- 











nimmt, o 
Die Funktionen /,, f,, f werden stetig, noe 
differenzierbar und in den Punkten B, C iiber- B Cc 


einstimmend vorausgesetzt. Die Funktionen 


E,(é), & (4), &'(O, §&'(6) werden gleichfalls fir a<t<b endlich und 
stetig vorausgesetzt, héchstens kénnen die Ableitungen in den End- 
punkten unendlich werden, so jedoch, daB 


(b—i(t—ay tO, b-t(t—a" BO (u< }) 
endlich bleiben. 


*) Siehe auch 8. Kepinski, Math. Ann. Bd. 61. 
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Bemerken wir zuniichst, daB dieses Problem nur eine Liésung hat, 
wenn es tiberhaupt eine hat. Man beweist das fiir irgendwelche nicht- 
geschlossene Randkurve c, die ihre beiden Enden auf einer Charakteri- 
stik AD hat und ganz unter derselben verliuft, indem man voraussetzt, 
daB dieses Problem zwei Lisungen hat, ihre Differenz  bildet, die auf c¢ 
verschwindet, und das Integral 


0= fue (u u,, - 6 — =u) dxdt 


(s) 


ows dt + rd yp wae — fruzacat 


7 D («) 


— yp fvtae — few 2dadt 


betrachtet. Bei «> 0 folgt daraus u = 0, w. z. b. w.*) 

Wir beginnen mit der einfacheren Aufgabe, wo die vorgeschriebenen 
Werte gleich f,(é) auf AB, f,(¢) auf CD und 0 auf BC sind, und wir 
benutzen die Methode, die E. Holmgren fiir die ahnliche Aufgabe bei der 
Gleichung der Wiirmeleitung gebraucht hat.**) 

Betrachten wir das Integral 


_2t+5(r) 
ueo= 2 1 ie J, (25 VEO) ae, 


jms" 


wo J, die nullte Besselsche Funktion und ®,(r) eine willkiirliche stetige 
Funktion ist. Ein dhnliches Integral, wo ®,, & durch 9%,, §& ersetzt 
werden, mége u, (x, ¢) heiben. 

u, (x,t) geniigt der Gleichung (1) und ist im Innern von ABCD 


a a a . 
a ; aa ’ i stetig. 
Auf AB ist u,(s,¢) stetig und nimmt die Werte 


2 + (©) EEC 
fe 1) tee & (21 EOE) dt 


samt den Ableitungen 


t— e° 
an. DaB dieses Integral existiert, wird klar, wenn wir den asymptoti- 
schen Wert von J, fiir sehr groBes Argument beriicksichtigen: die Funk- 


*) Besteht die Begrenzungskurve aus den Halbachsen 02, Ot, so ist aus dieser 
Formel leicht ersichtlich, daB man die Werte nur auf 0x vorzuschreiben braucht. 

**) Arkiv fér Matematik, Bd. 3; Comptes Rendus, 21. déc. 1907. Siehe auch 
E. E. Levi, Comptes Rendus, 27. janv. 1908. 
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tion unter dem Integralzeichen verhilt sich bei der Anna’herung von rt 


an ¢ wie 


B(O+ (2) 2VEaO5@ 
——_ Vt—t = 


t—¢ “22 VE a &@) 





_WE@-VE@)" 


1 1 1 a 


= —————-- - ¢ 
2Vx Vt—r Vi, 0) &, (r) 


Zugleich sehen wir, dab die Kurve x = &,(¢) keinen gemeinsamen Punkt 
mit der ¢-Achse haben darf, was vorauszusehen war, denn xz =) ist die 
feste singulire Linie der Gleichung (1). 
Die gesuchte Lisung miége die Form 
u (x, t) = (a, t) + uy (x, t) 


haben; die Bedingungen fiir die Randwerte fiihren dann zu dem folgenden 
System von Integralgleichungen fiir die Funktionen ,(r), ,(t): 


t 
§(t) +5 (#) — 
O18) t= 9; Vib) 
R= fee ner g(a VOR) as 
‘ () + 5.(#) 
+ feee : a Jy (25 YAS) de, 
t— 


~aRS38 
f(t) - fee i), er 2; V & (#) §, ( Yar 


t—r 


_ a + 52(#) 
ft 2(*) , t—t Jy( 21 VE) ay, 


i—e” t—rfr 


Wir transformieren dieses System nach dem Vorgange von V. Volterra*), 
indem wir es mit aj multiplizieren und von a@ bis z integrieren. 


Durch Umkehrung der Integrationsfolge finden wir 


F, (2) = fo, (x) H,,(t, 2) dt +, fo, (2) H,,(1, 2) dt, 


F,(2) =f, (1) Hy (+, 2) dt +f, (2) Hag(, 2) dr, 


*) Atti di Torino, t. 31, Note II. 
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(8) 
F,(2) = J Ve — 4 
54 + & (®) 


ies :  VEOR® 
Hy #)—= foe =e (as) an 


Wir differenzieren das neue System nach z, wobei die Formeln 


und 


1 V ay 
Hy(e2)= fi = = Gis(4, #) = 2VE; (2) 
‘uli — 
0 i+), 


5 + 5 @) WY 
Y 1 “y = 9; Vé, t) §;(r) 
Ou 9 — ae= eae (2i — ) 


in Betracht kommen, und wir gelangen schlieBlich zum System 


Fy) VEO 4 foe) Ba ae + foe) ae, 
= Vé, (©) . dad e ; os 
2) 


F, (2) = ¥e Ta + fe (t) oBy § dt + fe @,(s) 2a” ‘dt, 


wo die Kerne 
eH, — = Jy dt =( .* 124 
cz i= Vie—t cm 


bei den den Funktionen £,, &, auferlegten Bedingungen im Punkte z= rt 


entweder stetig sind oder héchstens wie ss * _ unendlich werden. Ein 


solches System wird in gewéhnlicher Weise durch sukzessive Approxima- 
tionen gelést und hat ein und nur ein System von stetigen Lésungen. 

Betrachten wir jetzt das allgemeine Problem, wo auch die auf BC 
vorgeschriebenen Werte von Null verschieden sind; sie mégen f(x) sein. 
Aus der gewébnlichen Greenschen Transformation des Integrals 


J f{vL(w) — uM(e)) deat, 


e 
(ABCD) 


wo u eine Liésung von (1) und ¢ eine Lésung der adjungierten Gleichung 
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M(v) = 55 — + Oo, 1 e400 


“2 On x Ot 


ist, folgt 


fiuvde = fier, — uv, + * uv) dt + < uvdz] 
AD 
(3) 1 1 1 
fon, — uv, + = uv) dt + —uvdz)+ | —-uvdz. 
Bo 
Gelingt es, eine Funktion 


v (a, a, t, b) = G(a, d, t,b) + 0, (2, 8) 


zu konstruieren, wo 
a+ 
. e - > o: Vai 
G (a, a, ,b) = 5" '-*J, (21 ¥*) 


und v,(z,¢) eine stetige Lésung von M(v) =0 ist, die folgende Be- 
dingungen 


v, (x, b) = 0, 
Y ( @,t)=—— G (& (O, 4, t, b), 
v, (E (6), t) = — @ (E, , A, t, b) 
erfiillt, so ist 
(4) frucde—u@d), — &0)<1< 0. 


AD 


Es verschwinden dann die Glieder mit w, in der rechten Seite der For- 
mel (3) und es ist 


u (A, = — fur dt — fue Jueaats [zucde, 


oder, wenn wir statt 4, b, x, ¢ die Bezeichnungen 2, ¢, & t einfihren, 


u(a,t) = fre) [gt lae ~ fiw GE] ae ae 


s= & (r) (t) 


§, (a) 


+ f(é) [v (E, 2, t, f)| dé. 


» 
$1 (@) t=a 


Somit ist die gesuchte Lésung u(a,¢) von (1) im Bereiche ABCD 
durch ihre Randwerte definiert. Es bleibt zu zeigen, daB die Funktion 
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v,(, 1) konstruiert werden kann. Diese Aufgabe aber laBt sich gerade 
ebenso behandeln, wie die spezielle am Anfang behandelte Aufgabe fiir 
die Gleichung (1). ° 

Es wird v,(z,¢) in der Form 


2+ a(*) 


6 
v, (2, t) - fo, (t); =e =e ACL veh) “ 
t 


2+ 5,(r) 


6 
+ fom Ge ‘1 J, (24 Ye) dt 
t 


dargestellt, und ,(r), ®,(c) durch ein dem (2) analoges System von 
Integralgleichungen definiert. 
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Uber die reellen Lésungen der Gleichung 


E. Srupy in Bonn. 


In einer Note iiber den ProzeB der analytischen Fortsetzung (Math. 
Ann. Bd. 63, 1906, S. 239—245) ist gezeigt worden, dab ein Paar u, v 
zusammengehdriger, nimlich durch die Gleichungen 


du dv du 

dnz Oy’ ey Oz 
verbundener reeller Lésungen der Laplaceschen Gléichung A,u = 0 mit 
einem zweiten Paar u*, v* einen analytischen Zusammenhang im Gebiete 
der komplexen Veriinderiichen xz, y nicht haben kann, wenn nicht ein 
solcher Zusammenhang schon bei reeller Veranderlichkeit von x, y vor- 
handen ist, wenn also nicht «+ iv und u*+iv* einer und derselben 
analytischen Funktion von 2+ iy angehéren. Die entsprechende Frage 
fiir eine einzelne Lisung u der Laplaceschen Gleichung ist dort in der 
Einleitung auch schon aufgeworfen, aber weiterhin nicht beantwortet 
worden — wie ich bekennen muB, deshalb, weil ich mir tiber die Natur 
der Antwort eine unrichtige Vorstellung gebildet hatte.*) Die verbliebene 
Liicke soll nunmehr ausgefiillt werden, was iibrigens sehr leicht von dem 
bereits betretenen Wege aus geschehen kann. 


Der reelle Bestandteil u = u(x, y) einer analytischen Funktion 
w= ut iv—f(e + iy) =f(2) 
hat dann und nur dann einen durch das imaginiire Gebiet vermittelten Zu- 
sammenhang mit (mindestens) einer anderen reellen Funktion u* der reellen 


Veriinderlichen x und y, wenn die Umkehrung der Funktion w = f(2) reell- 
periodisch ist. 


*) Auf S. 240 oben soll es statt ,,Funktionen* u,v, ,,Funktionenpaare* u, v 
heiBen. 
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Ist dann 2@ eine positive primitive Periode der Umkehrungsfunktion, 
so gehirt au dieser Periode eine zweite Funktion u*, die zu der gegebenen 
Funktion u in einer solchen Wechselbeziehung steht, daB jede die andere 
bis auf ganzzahlige Vielfache von 2@ bestimmt. 

Wie namlich der Annahme gemiB wu der reelle Bestandteil der 
Funktion f(z) ist, und tiberdies in dem bezeichneten Falle zugleich mit 
irgend einem Zweige u,(z) alle Funktionszweige der Form 

uy(z2) + 2k (k=0,4+1,+2,...) 

umfaBt, so ist u* der reelle Bestandteil der nach Voraussetzung von /(z) 
verschiedenen Funktion f(z) + @, und umfaBt zugleich mit irgend einem 
Zweige u,(z)+(2k+1)q@ alle tibrigen Zweige der Art. Sind mehrere 
(und dann immer unendlich viele, darunter auch beliebig kleine) positive 
primitive Perioden der Umkehrungsfunktion z(w) vorhanden, so gehért zu 
jeder von ihnen eine Funktion u*, und alle diese Funktionen haben den- 
selben Existenzbereich. 

Indem wir, wie iiblich, und wie soeben schon geschehen, x + iy = z 
und « + iv =w setzen, schreiben wir zunichst 


u=f {w+ Ol —F(fOH+7@), 
=a (w—@)=—S (fe) -F@). 


Erteilen wir sodann den bisher reellen Veriinderlichen x, y auch ima- 
gintire Werte, und fiihren wir unter dieser Voraussetzung die Zeichen ein 


a—iy=2, c+iy=2", 
so liefern die Formeln 


U= 3 (fe) +F@)), V=slfe)-7@)) 


dann analytische Fortsetzungen der beiden (als nicht konstant anzuneh- 
menden) Funktionen «, v in das vierdimensionale komplexe Gebiet, wenn 
die Funktionswerte f(z”) und f(z’) [deren zweiter konjugiert-komplex ist 
zu f (z’)] aus f(z) durch analytische Fortsetzung abgeleitet werden. Wir 
wollen nun zunichst diese Fortsetzung auf méglichst allgemeine Weise 
vornehmen, derart, daB die von z zu z und 2” fihrenden Wege keiner 
anderen Einschrinkung unterliegen, als der selbstverstiindlichen, im Exi- 
stenzbereich der Funktion f(z) zu bleiben, so daB also namentlich diese 
beiden Wege auch nicht aquivalent zu sein brauchen. Dann aber wollen 
wir diese Wege zum Ausgangspunkt zuriickkehren lassen, so daB schlieB- 
lich wieder 2 = 2’ = z =x + iy wird mit denselben reellen Werten von 
x und y wie zuvor. 
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Sind wir dann von einem bestimmten Zweige f,(2) der Funktion f(z) 
ausgegangen, so werden wir schlieBlich zu zwei méglicherweise von f,(2) 
und von einander verschiedenen Zweigen /,(z) und f,(2) gelangt sein, die 
beide auch durch Vermittelung von reellen Werten x”, y” und 2’, y der 
Verinderlichen x, y erreicht werden kénnen [2°= 2+ iy”, 2 = x + iy’). 
So entstehen dann simtliche zweidimensionalen Ausschnitte aus dem vier- 
dimensionalen Wertgebiet der komplexen Funktionen U, V, die dadurch 
charakterisiert sind, daB die unabhingigen Verinderlichen z, y reell sind 
und (mindestens in einem Teilgebiet) mit den Argumenten von /,(x + iy) 
zusammenfallen, namlich die immer noch der Laplaceschen Gleichung 
geniigenden, aber nicht mehr notwendig reellen Funktionszweige 


ut —F(hOT+AM), *=3(hO -A@)- 


Insbesondere aber werden durch diese Ausdriicke auch alle reellwertigen 
Funktionszweige (oder vielmehr, da es sich nur noch um zweidimensionale 
Gebiete handelt, Teilzweige) von U, V darstellbar sein, also — bei nun- 
mehr reeller analytischer Fortsetzung von wu, v und u*, v* — auch alle 
reellen Lésungen der Laplaceschen Gleichung, die aus den Lésungen 
u,v auf dem Umwege durch das vierdimensionale komplexe Gebiet von 
x,y durch den ProzeB der analytischen Fortsetzung hergeleitet werden 
kénnen. 

Verlangen wir nun, daB die Funktion u* reellwertig sein soll, so 
heiBt das, daB die Differenz f,(z) — f,(z) reell sein soll fiir ein zweifach 
ausgedehntes Wertgebiet. Dann aber ist sie, wegen des analytischen 
Charakters von f,(z) und f,(2), eine Konstante. Es wird also (mindestens) 
eine reelle und z. B. positive GréBe 2@ existieren derart, daB zugleich 
mit irgend einém Werte f,(z) der Funktion f(z) auch jede GréBe der 
Form f,(z) + 2k@ {k=0, +1,+2,...} einen Funktionswert zu dem- 
selben Argumente darstellt, wihrend bei Ersetzung von 2 durch irgend 
ein Submultiplum dieser GréBe das gleiche nicht gilt. Es folgt dann 


an = (h(e) +f,(Z)} +ko. 


Der erste Teil dieses Ausdruckes entsteht aus irgend einem Funktions- 
element 


tly = + (fol) + fol2)} 


durch analytische Fortsetzung auf reellem Wege, nimlich auf dem Wege 
oder auf den Wegen, die f,(¢) in f,(¢) tiberfiihren. Ebenso kann man 
auf reellem Wege, wie schon gesagt, den erhaltenen Wert von w um ein 
gerades Vielfaches von @ wachsen lassen, nicht aber um ein ungerades 
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Vielfaches von . Die Funktion u + @ hiangt also mit u auf imaginiarem, 
nicht aber auf reellem Wege analytisch zusammen, und sie ist die einzige 
der GréBe 2@ zugeordnete Funktion der Art, wenn man von einem will- 
kiirlich bleibenden ganzzahligen Vielfachen von 2@ selbst absieht. 
Hiermit ist der behauptete Lehrsatz bewiesen. 
Fiir v* ergibt sich entsprechend 


= 2 (4) —7() +: 


Wenn also die reelle Funktion u auf imagindrem Wege in die von ihr 
verschiedene reelle Funktion u + @ iibergeht, so geht die zugehirige reelle 
Funktion v nicht in eine zu u + @ gehirige reelle Funktion iiber. 

Verlangen wir, dab sowohl u* als auch v* reell sein soll, so folgt 
f.(2) =f,(2), und u*, v* kénnen aus u,, v, unter Durchlaufung nur reeller 
Werte von x, y durch simultane analytische Fortsetzung abgeleitet werden. 
Man erhilt den friiher schon begriindeten Lehrsatz. 


Als Beispiel betrachten wir die Funktion 


w= ; Igz. 


Setzen wir, unter 2, y reelle GréBen verstehend, x = r cosg, y=rsin 
{r >0},undz—2+iy=—reé?, so wird in diesem Falle u=g und 20 =2z 


[aber nicht u = arctg ” , da die Umkehrung tgwu dieser Funktion die 
Periode z hat). 
Deuten wir nun — unter der Annahme r >0 — die GréBen 


z, 9, arctg & 


als Koordinaten in einem reellen rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten- 
system, so erhalten wir alle (eigentlichen) reellen Punkte einer gemeinen 
Schraubenfliche von der Ganghéhe 22, wenn wir noch alle reellen Punkte 
der Achse s = 0, y= 0 hinzufiigen. Durch seine Achse aber wird dieser 
Schraubenflachenzug in zwei Gebiete zerlegt, die durch die Spiegelung an 
der Achse ineinander iibergehen. Die Punkte des einen Gebietes ent- 
sprechen dem Wertevorrat 
Z,Y, 4%, 
die des anderen dem Wertevorrat 


a, y, u*, 


wo u*=—u-+ a. Zwischen den Funktionen u, u* besteht ein analytischer 
Zusammenhang im reellen Gebiete nicht, da das allen Punkten der Trennungs- 
linie entsprechende Argumentenpaar «= 0, y = 0 fiir beide Funktionen 
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eine wesentlich singulare Stelle ist. Wohl aber besteht ein solcher Zu- 
sammenhang durch imaginiire Argumente hierdurch: schon bei festge- 
haltenem g. kann man ja die Stelle y= 0 umgehen und so von positiven 
za negativen reellen Werten von r gelangen, was mit einem Ubergang 
von dem einen Flachengebiet zum anderen gleichbedeutend ist. 

Ubrigens ist es eine Besonderheit dieses unseres Beispiels, da die 
Funktionen « und u* nur Punkte (verschiedener Gebiete) eines einzigen 
(analytisch) zusammenhingenden Filichenzuges liefern. Das die Regel 
bildende Verhalten zeigt der reelle Teil der Funktion 


i lge + ¥(e), 


worin ~(z) eine eindeutige Funktion mit passend gewahltem ringférmigem 
Existenzbereich bedeutet. — 


Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch die Tatsache erwihnen, daB 
die Lésungen der Laplaceschen Gleichung bei Deutung von 2, y, u als 
rechtwinkligen Koordinaten eine wohlcharakterisierte Familie sogenannter 
Translationsflichen bestimmen; dieses Beispiel scheint naimlich merk- 
wiirdigerweise in der Literatur tiber die genannte Fiichenfamilie nicht 
vorzukommen. Mit Bezug auf reelle Lésungen, auf die wir uns der Kiirze 
halber beschrinken wollen, gilt der folgende, tibrigens sehr elementare 
Lehrsatz: 


Ist u irgend eine reelle Lisung der Laplaceschen Gleichung 
atu Cru 
jut + 5ys 9» 


und deutet man x,y, « als Koordinaten in einem reellen rechtwinkligen 
Cartesischen Koordinatensystem, so ist der Ort der Punkte (x,y, u) ein 
reeller Zug einer Translationsfliche mit paarweise konjugiert-imagindren Er- 
zeugenden. 

Diese 2-00* Kurven werden aus der Fliiche durch zwei Biischel von 
parallelen Minimalebenen 

L—iy=é, c+iy=c 
ausgeschnitten. 

Umgekehrt gehirt jeder derartige Flichenzug bei bestimmter passender 
Koordinatenwahl zu einer (dann natiirlich ebenfalls villig bestimmten) Lisung 
der Laplaceschen Gleichung. 

Die allgemeinste Erzeugung eines vorgelegten Flichenzuges (x, y, u) 
als eines Ortes reeller Sehnenmitten zwischen konjugiert-komplexen Punkten 
von zwei konjugiert-imaginaéren Kurven in Minimalebenen wird in Evidenz. 
gesetzt durch die Formeln 
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1 1 1 Ps 
et {%+%,}, t= 5 {%+%,), y= g (%+ 4}, 


a, = f(x + iy) + ie, #, = f (x — iy) — ia, 
t= (x + iy) + ity, i,— (w—iy)—ig, 
L, = — i(x + iy) +ic,, ¥,= i(a — iy) — ity, 


in denen ¢,, ¢,, ¢, irgend drei reelle Konstante bedeuten. Die angedeutete 
Umkehrung ergibt sich hieraus ohne weiteres. 

Man kann als singuldr alle die analytischen Kurven bezeichnen, die 
sich der gewdhnlichen in Lehrbiichern abgehandelten Kurventheorie ent- 
ziehen, namlich, auBer den geraden Linien, die krummen Linien in Minimal- 
ebenen und die krummen Minimallinien. Die mit einem oder mehreren 
reellen Ziigen ausgestatteten ,reellen“ Flichen — Orter von co‘ paarweise 
konjugiert-komplexen Punkten —, die bei passender Wahl des Koordinaten- 
systems und bei komplexer Verinderlichkeit von 2, y durch obige Formeln 
dargestellt werden kénnen, bilden dann zusammen mit den reellen Minimal- 
flichen die Gesamtheit aller reellen Translationsflichen, deren Erzeugende 
singulire Kurven sind. Solcher Flichen gibt es also zwei Familien, wie 
es zwei Familien singulirer Kurven gibt (wihrend, bei Ausdehnung der 
Betrachtung auf imaginire Flachen, natiirlich drei analog erklirte Familien 
vorhanden sind). Beiden Familien zugleich gehdren, auBer den reellen 
Ebenen, nur die reellen gemeinen Schraubenflachen an. (Satz von Meusnier, 
bei Darboux, Théorie des surfaces, 1, p. 271.) 
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Zum Konvergenzproblem der Dirichletschen Reihen. 
Von 


Wa rer Scuyee in Berlin. 


g 1. 
Einleitung. 
In seiner kiirzlich erschienenen groBen Arbeit*): ,,Beitrige zur ana- 


lytischen Zahlentheorie* hat Herr Landau folgenden Satz bewiesen, in 
welchem s = 6 + ti gesetzt ist: 


»Ls sei fiir jedes 8>0 und alle n von einer gewissen Stelle n,=n,(d) an 
| b,, < n’, 


fiir R(s)>1 absolut konvergent. Die durch die Reihe dargestellte Funktion 

sei fiir R(s) > regulir, wo O<y <1 ist; und fiir |t} >1, o>7y sei 
f(s)|< Bt, 

wo B und k>O konstant sind. Dann ist die Reihe auf der Geraden 

Ris) = 1 und dariiber hinaus konvergent, niimlich mindestens fiir 


R(s)> 1 -*s4, 


wo v die kleinste ganze Zahl > k bedeutet.“ 

Dieser Satz erscheint mir darum besonders interessant, weil zum 
ersten Mal aus den analytischen Eigenschaften der durch die Reihe dar- 
gestellten Funktion allgemein eine Aussage iiber das Konvergenzgebiet 
der Reihe entwickelt wird; bekanntlich braucht auf der Konvergenzge- 
raden einer Dirichletschen Reihe kein singulirer Punkt der durch diese 
Reihe dargestellten Funktion zu liegen, nicht einmal in beliebiger Nahe 


also a fortiori 





) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 26, 2. Sem. 1908, 
5. 169—302, siehe besonders fiir den zitierten Satz 8S. 252—255. 


Mathematische Annalen. LXVI. 22 
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derselben. Im Falle k <1 ergibt der Satz die Konvergenz der Reihe f(s) 
fiir R(s)> at}. dieser Fall ist darum von besonderem Interesse, weil 


umgekehrt, wenn 7 innerhalb, aber nicht auf dem Rande des Konvergenz- 
gebietes der Reihe f(s) gelegen ist, stets fiir o>, |t >1 die Beziehung 
f(s)| < B\t\* , 
stattfindet, wo k eine Zahl < 1 ist.*) Es ist mir nun gelungen, im Falle 
k <1 aus den Voraussetzungen von Herrn Landau, aus welchen noch die 
Annahme 0 <4 weggelassen werden kann, durch eine andere Beweis- 
anordnung die Konvergenz der Reihe sogar fiir 
k(1 — n) k 
Ris) > 0+ i+k 5 
zu beweisen. Die Reihe ist also z. B. speziell sicher so weit konvergent, 
als die durch die Reihe dargestellte Funktion regular ist und kurz gesagt 
die GrdBenordnung (log|t )” hat, wo y eine beliebig groBe positive Zahl 
bedeuten kann. Die Zahl at noch durch eine kleinere zu ersetzen, ge- 
stattet wenigstens die von mir angewendete Beweismethode nicht. 
Ich werde die behauptete Tatsache gleich fiir allgemeinere Dirichletsche 
Reihen beweisen, da dies nicht viel schwieriger sein wird. Fiir diese 
lautet der betreffende Satz: 


Es sei 
f(s) = > b,e~*n*, 
a=i 


*) Durch partielle Summation kann man nimlich leicht folgenden Satz be- 
weisen (vergl. die zitierte Arbeit von Herrn Landau, 8. 259—260): 


Wenn 
xe 


b 
f(s) = . 
a=1 n’ 


fir s > 1 absolut konvergiert und fiir s > a (0<«a<1) konvergiert, so ist, wenn 
é>0, 14> gegeben ist und 1<1 ist, fir «>i, |t)>1 
; f(s)| << B- tA, 


wo k= — + ist und B eine absolute Konstante bezeichnet.“. 


Der analoge Satz gilt natiirlich auch, wie Herr Hadamard an der noch im Text 
zu zitierenden Stelle gezeigt hat, fiir den allgemeineren Reihentypus 
x 
f(s) = a b,e~*n*, 


n=l 


wo die i,, eine beliebige Folge positiver, monoton ins Unendliche wachsender Zahlen 
bedeuten, fiir welche die Beziehung (1) des Textes erfiillt ist. 
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wo die i, eine beliebige Folge positiver, monoton ins Unendliche wachsender 
Zahlen bedeuten, fiir welche 


(1) lim sup = =a 
endlich ist, und welche fiir jede Zahl 8 “a QO von einer gewissen Stelle 9, 
an der Buideng 


(2) do. — A, > eat Oe 


geniigen.*) Es sei ferner fiir jede Zahl 6>0 von einer gewissen Stelle n, an 
(3) |b,| < es, 


so dap die Reihe f(s) infolge (1) fiir R(s) >a absolut konvergiert. Es sei 
die durch die Reihe f(s) dargestellte Funktion fiir R(s) > reguldr, wo 
eine beliebige reelle Zahl < a ist, und es sei fiir 6 >, |\t}>1 


(4) if(s)| < Bie’, 
wo O<k<1 ist. Dann konvergiert die Reihe f(s) mindestens fiir 


k( — k 
R (s) > Tz Dm 1 ~— 


Zum Beweise beniitze ich fiir positive Zahlen w das Riemannsche 


Integral 


c+od 


fox d 
e 8 


c—at 


welches schon von den Herren Phragmén**) und von Mangoldt***) in 
der analytischen Zahlentheorie zu strengen Schltissen angewandt worden ist; 
Herr Hadamard?) hat in einer kiirzlich erschienenen Arbeit allgemein 
bewiesen, daB dieses Integral nicht nur konvergiert, wenn die Integrations- 


» Aus (1) folgt bekanntlich, daB die Reihe f(s), wenn sie tiberhaupt fiir einen 
reellen Punkt s =s, konvergiert, in der Halbebene R(s)>s, + a absolut konvergiert, 
d. h. daB die Breite des Streifens bedingter Konvergenz hichstens a betragen kann. 
Die Beziehung (2) muB noch hinzugefiigt werden, da aus (1) nur folgt, daB sie 
unendlich oft, aber nicht von einer gewissen Stelle an erfiillt ist. 

ne _Dber die Berechnung der einzelnen Glieder der Riemannschen Primzahl- 
formel, Ofversigt af Kongl. Vetenskaps Akademiens Férhandlingar, Bd. 48, 1891, 
8. 721—744, besonders S. 741—744. 

***) Zu Riemanns Abhandlung: ,,Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer 
gegebenen Gréfe", Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), Bd. 114, 
1895, 8. 255—305, besonders 8. 274—277. 

+) ,,Sur les séries de Dirichlet, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 
Bd. 26, 1. Sem. 1908, S. 326—330. ,,Rectification 4 la note ,Sur les séries de Dirichlet’“, 
l. c., 8. 395—896, 


22° 
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gerade i(s)=c dem absoluten, sondern auch, wenn sie dem bedingten 
Konvergenzbereich der Dirichletschen Reihe f(s) angehdrt, fir welche 
ebenfalls die Beziehung (1) vorausgesetzt wird. Ich gelange nun dadurch 
zum Ziel, daB ich Integrale der Form 
e+Ti 
f@e a . 


8 
e-—Ti 


untersuche, auch wenn die Gerade R(s) —c nicht dem bedingten Konver- 
genzbereich der Reihe f(s), sondern nur dem Definitionsgebiet der ana- 


lytischen Funktion f(s) angehért. Allerdings werde ich fiir den vorliegenden 
Zweck nicht den Grenziibergang zu 7 = co auszufiihren haben. 


g 2. 


Hilfssatz 1: Es ist fiir jede Zahl T>O und zwei Zahlen c> 0, 
v>0 





c+Ti c+Ti 

—os —vec ec 
fs ds <. fF ds —2axi'< - 
| or 
e=-Ti e-Ti 


Um die erste Formel zu beweisen, wenden wir den Cauchyschen Satz 
auf das Rechteck mit den Ecken c+ Ti, A+ Ti an, wo A eine sehr 


»— es 


groBe positive Zahl ist; in diesem Rechteck ist der Integrand ; , reguliir, 
und wir erhalten: 


[" e+Ti 


ie aoe f ee aa 


e- STi e-Ti A+Ti 





Gehen wir zur Grenze A= oo iiber, so verschwindet das an zweiter 
Stelle rechts stehende Integral, weil dann der Integrand gleichmaBig be- 
liebig klein wird, wihrend der Integrationsweg die konstante Linge 27 
behalt; die beiden anderen Integrale nihern sich ebenfalls bestimmten 
Grenzwerten. Es ergibt sich also: 
e+Ti o— Ti e+Ti oo ra) x ( r 

e-e8 ees *e-e8 _ en7e(G-Te, on e7e(o+Ti 
f[as-f* 7 as +] —ds—e : eal frre 
e-Ti e-Ti o+Ti 0 0 

; ws * 5 9(0-Ti) 
=2iT(¢ f Saye), 


0 


wo J(a+ ib) den imaginiren Teil ) der komplexen Zahl a + ib bedeutet. 
Also ist: 
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e+Tti « 


e~es | Qe~ve Qe-re 
—--- —, oo = —_ 
| - ds\< T fe de oT? 
e-Ti 0 


womit die erste Formel der Behauptung bewiesen ist. 
Um die zweite Formel zu beweisen, wenden wir den Cauchyschen 
Satz auf das Rechteck mit den Ecken ec + Ti, — A+ Tian, wo wieder A 


eine sehr groBe positive Zahl ist; dann hat der Integrand in diesem 
Rechteck die einzige auBerwesentliche Singularitat s = 0, und wir erhalten: 


e+Ti -A-Ti —-A+Ti e+Ti 
Wee "eee (“ers er? 
J ds = | - ds+ {<ds+ —ds+2zi. 
8 8 . a 8 
e=-Ti e-Ti -A-Ti —-A+Ti 


> 


Aus demselben Grunde wie oben verschwindet auch hier das auf der 
rechten Seite in der Mitte stehende Integral beim Grenziibergang A = oo, 
und wir erhalten: 


e+Ti 


ee? (,0(e-0- 1%) “0(e—0+2%) ‘ 
Ps ds= - fee +f cme Tilt 2m, 
e-—Ti 0 0 
e+Ti Cy 
"ev? : ger? Qere 
el = = —vo se. cama 
[eas ani <* fe do= 7» 
e-—Ti 0 


womit auch die zweite Formel des Hilfssatzes 1 bewiesen ist. 
Hilfssatz 2: Bezeichnet w, den Mittelpunkt jedes Intervalles 4, bis 


lay1» 80 dap also w, = "**%*** ist, so ist ou jeder Zahl 8>0 stets cine 
Konstante B, anzugeben, so daf fiir alle diese w = w,, die Beziehung 
= em (a+9)4, 
Aen <3 
besteht.*) 


Beweis: Ist » hinlinglich groB, so sind stets zwei Zahlen g und t 
vorhanden, so daB 


Any <4,—-154,, Ae Sdn tlds 
isto Dann ist fiir w = w, sowie alle v= 1,2,---,9 —1 die Differenz 
w—a,>a,—d4,>1, 


*) Eine tihnliche Formel ist fir 4,,—= log zu ganz anderem Zwecke schon von 
Herrn Landau aufgestellt worden, |. c., 8. 283, 286. 








342 





W. Scuner. 


und ebenso fiir alle y=1r+1, r+2,--- bis ins Unendliche die Differenz 


4,—w>d,—41,,,>1. 
Es ist ferner fiir alle v der Beziehung »,< » <n, wo », nur von 3 
abhiangt, infolge (2) 


w — A, = (w —4,) + (A, — Agi) $°°+ + (Ava — dy) 


> 4 (+4) wy Gta) nos: vung a4) 4A, 


> sets, —(«+$) 4, 


b 


und andererseits fir n<»<rt 


A, — Oo = (a, — A,-1) + (A,-1— 4,-2) + moe + (An +1 oe w) 


yo btadaar, Gra), 7 ieee 


Endlich konvergiert infolge (1) die Reihe 


> eae =k. 


v=l1 


Man erhilt daher fiir hinlainglich groBes n unter Beriicksichtigung von (1) 


e7 (atop, 
2 


v=l1 
er —(a+dp, e7 (e+, e7 (a+dp, 
7 w— dy =—£  % ly —w a b—w 
+ —(a+d)2, -(a inte + (e+) dn = 1 
<>e +e -e 8 — 


n—v+1 
v=1 


v=¢@ 


—(a+d0), +1 + (a+ 4 


ei . in 2 2.4560" 


von+l1 verd+l 

3d _3d 0 

o a. + a an) an a G_g—4y 41) 
<B,+3e * ° C x) “log n +B8e * vi +( 7 i) = log r 
34, 3 mire F) 
<B,+3e ‘ ut(e+ ) e41)4, ae°” sg ) (atta, 


4, $4, 
<B+4(a+lje **a,4+4(a+ le?" 


n+1 
<B,+1<B,. 
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Wird B,, welches ebenso wie alle folgenden Konstanten B,, B,, --- nur 
von 6 abhingt, hinlinglich groB gewihit, so gilt dieses Resultat nicht 
nur fiir alle » von einer gewissen, von @ abhingigen Stelle an, sondern 
fiir alle n = 1, 2,---. 

Zusatz: Es sei a’<a und es sei p der gréBte Index, fiir welchen 
4, < Bw ist, wo B irgend eine Zahl >0 bezeichnet. Dann ergibt sich 
unter Benutzung der vorangestellten Rechnung: 
Pye +d), 5 ise 3 = do-aly € e- aly ~y eat —(a+d)ay 


lw — dy} w—i,| To —i,| 
r=1 v=1 


preens, 


é ‘Vay 20 
























Von nun an wird die ebtees ( 2) nicht mehr gebraucht werden. 


§ 3. 

Beweis des Hauptsatzes: Es sei zur Abkiirzung 
a,=y+k(a—4)+36, b=—(1—k) (a--4)—6, c=k(a—n) +8 
gesetzt, wo d>0 ist und d so gewahlt wird, daB f(a,) nicht verschwindet 
und 6} positiv ist, und es sei fiir eine beliebig groBe Zahl n, baw. fiir das 
nach dem Hilfssatze 2 zugehérige w, die Zahl T = e*@-" gesetzt. Wir 

wenden nun den Cauchyschen Satz auf on Integranden 


f(a,+s) © r- 
und auf das Rechteck mit den Ecken ) + Ti,—c+ Ti an, in welchem 
nach Voraussetzung der Integrand reguliir ist bis auf die auberwesentliche 
Singularitit im Punkte s=0. Dann ergibt sich, wenn nacheinander 
s=o—Ti, s=-—ce+ti, s=o4+Ti 





gesetzt wird: 
6+Ti 


| t= [rats ds 
b6-—Ti 
—:-Ti —e+Ti b+T7% 
= frat)” ds —* ‘ast fra.ts)®  ds+2nif(a,) 
b-—Ti —e=—Ti —c+Ti 


(5) ~~ frate- Ti)* a praesi frieze es at 


° a GES - 
+ fila +64 Pi) ae dé + 2xif(a,) 
= —S,+id, + Jy+ 2a fla). 
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Wir schiitzen zuniichst die rechts stehenden Integrale ab. Infolge (4) 
ergibt sich: 


| d 
fro sentat as <(+oBo.7 
1 o—Ti . 1 





J, |= 
= e (A—ie~ 9-4) ente- 9) as B, _* 
3 evle-n) ? 
T 


ve w (—e+t/) : 
\J,| = frn+28 +t), dt <2Be-“ € dt-+Bye-** 
-T 


i 
< B,e~”°T* _— Bye" & (4-0) +9) gok(a—n) — B,e~**. 


Das Integral J, unterscheidet sich fiir reelle Koeffizienten b, von J, nur 
durch das Vorzeichen des imaginiren Teiles und geniigt auch bei komplexen 
Werten der Koeffizienten derselben Abschiitzung. In dem in Gleichung (5) 
links stehenden Integrale J, diirfen wir fiir f(a,+s) die Reihenentwicklung 
einsetzen, da ja unsere Reihe f(s) auf der Geraden R(s)—a-+ 20 (absolut) 
konvergiert, und diirfen weiter gliedweise integrieren, da sie auf dieser 
Geraden sogar gleichmiabig konvergiert. Wir erhalten: 


b+Ti 6+Ti 
. 


: "ies 7 d a 3) une 
Jo = fila,+s) © ds = | Pa vnsole ag 
¢ b—Ti ors ‘oul 
( ) Es biTé 
’ 4 . {2 fw, 
-> b,e ie | : . ds. 
pel 4 . Ti ’ 
Wir wenden nun den Hilfssatz 1 an, indem wir fir y= 1, 2,---m den 
Exponenten w — 4, =v, fir v—n+1,+2,--- den Exponenten 
w — 4, = —v annehmen, so dab immer v > 0 ist, und erhalten: 
n _ ~ 

j (wd, ao, —A (a+ 2d) 
} i i> —A, a, | >> -iya, ¢ v _ Be “Vib,'e * _— 
do aus ere < T ms] |b, |e oi, £F 1 w— dy 
i ‘= = = 


Wenden wir weiter die Beziehung (3) und den Hilfssatz 2 an, so ergibt sich: 


= ob ae a (a+d) wb 

| J. — Qk > aya, a a 

= J, Qxi be ¥ _ B, T 1 \o— ‘. l < B, T 
(7) v=1 v=1 

et la-*Na- )-9) 

lie = B,e- ¥tHa-9) +9), 


~ gela—n) 
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Setzt man alle Abschitzungen in Gleichung (5) ein, so folgt: 


(8) | 2ai(r (a,) — Se) | <2Be** + Boe + Be he-vre 


v=l1 


<Be*, 

wo B, eine absolute, nur von @, aber nicht von m oder w abhiangige 
Konstante ist. Hieraus aber ergibt sich die Konvergenz der Reihe f(s) fiir 
$s =a, = +k(a— y) + 36, und, da @ beliebig klein sein konnte, in der 
ganzen Halbebene R(s)>7+k(a—yn). Ist nimlich bei festem d eine beliebig 


kleine Zahl 6’ gegeben, so bestimmen wir w, so groB, dab = eH Pm <I 
ist; dann ist fir alle n >n, 


f(a,) — >be" <8, 
v=1 
wo m, durch dasjenige Intervall 4, bis 4, ,, bestimmt wird, in dessen 
Mitte w, gelegen ist. Also konvergiert f(s) fiir s—a,. 
Zweiter Teil des Beweises: Es soll nunmehr im Falle 0 << k <1 be- 
wiesen werden, daB die Reihe f(s) nicht nur fiir R(s) >» +k(a—~y), 


sondern sogar fiir R(s) > 4+ “P konvergiert, und zwar unter Be- 


nutzung des gefundenen Resultates. Dazu nehmen wir allgemein an, dab 
die Konvergenz der Reihe f(s) fiir 9(s) >d bewiesen sei, wo d eine be- 
liebige, aber bestimmte Zahl ist, welche den Beziehungen 





ka— 
ntpp<d<a 
geniigt, und setzen 


a =a(l—kh)+kd, a= + k(a—y) —P(a—d). 
Dann ist fiir alle diese d: 


k — , , 
n+ ioe <o, <d<a<a; 


hierbei vertritt a’ im folgenden die Rolle, welche die GréBe a in dem 
vorangestellten Beweise spielte, und a,’ ist dasjenige Argument, von dem 
ab wir die Konvergenz der Reihe f(s) beweisen wollen. Dazu wenden 
wir den Cauchyschen Satz auf den Integranden 
f(a, +26 +s) — 
und auf das Rechteck mit den Ecken b'+ Ti, —c’+ Ti an, wo 
Y=a—a,—d, ¢d=a{—y+d, T=ere-” 
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ist; da bei hinreichend kleinem 6 die Zahl )’ >0O ist, und da wir der 
Bequemlichkeit halber f(a,'+ 26) verschieden von Null annehmen diirfen, 
so ist in diesem Rechteck der Integrand reguliir bis auf die auBerwesent- 
liche Singularitit im Punkte s=0. Wir erhalten genau wie oben die 
(5) entsprechende Formel: 


(5) Jom — Fi + id + Si + 2x f(a +28), 

wo die Integrale J’ wie die Integrale J definiert sind, nur daB an Stelle 

der GréBen a, , b, c, 7 +20 die GréBen a,’ + 24, b’, ce’, n+¢ zu setzen sind. 
Es ergeben sich daher ganz analoge Abschitzungen: 


’ ’ ’ er , ’ ’ P 
lJ, <(b'+c¢)B 7 ~PB ene —4;'-d-(e'-p-b) os BR e7 ow. 
J, < B, ene TE ws B; e(- a, +yn-d+kia’'—m) — B,'e~*"; 


J, erfillt dieselbe Ungleichung wie J,’. Da ferner die Reihe f(s) auf 
der Geraden #i(s) = a’ + 06 konvergiert und, wie aus der Konvergenz von 
f(s) fir s=a’ folgt, fiir jedes endliche Stiick der Geraden R(s) =a’ +6 
sogar gleichmaBig konvergiert, so darf sie auf dieser Geraden gliedweise 
integriert werden; wir erhalten fiir J, die Formel (6), in welcher nur 
anstatt a, der Wert a,’+ 20 und anstatt b der Wert b’ zu schreiben ist. 
Auf die rechte Seite dieser Formel wenden wir nun wie oben den Hilfs- 
satz 1, die Beziehung (3) und den Zusatz zu Hilfssatz 2 an, die beiden 
letzteren fiir 0’ = : ; die in dem Zusatz zu Hilfssatz 2 auftretende Zahl p, 
welche als der gréBte Index definiert ist, fiir welchen 1, < Aw ist, sei 
durch die Gleichung 
k(a’—yn) (1—k)(a’—n) 
a i — 
bestimmt, wo iibrigens infolge unserer numerischen Annahmen f> 1 ist. 
Dann ergibt sich die (7) entsprechende Gleichung: 


n 
Jj — 2x >” bye +8 


v=il 


0 W+Ti 
, Pp _ («+ ) S . 
wb 2 P ws 
we o@ e 7 —A,(a,’+2d +s) € 
(VY) <Bio = > gee > ,ronmre as | 
v=1 “ veptl yor; 


wb’ wb’ 
< B; + erPle— 2) + |S.| — B, a T* + |S,| = B,'e~** + |S]. 


Aus (5’) und (7’) in Verbindung mit den Abschiitzungen der Integrale 
J,, Jy, Js, folgt analog zu (8): 


(8’) | 2i( ray +28)—>'b, mcs < (2B, +B, +B,)e*" +8, 
} v=1 


= B,'e-*" + 8, ° 
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Um nun S, abzuschiitzen, wenden wir analog wie im Hilfssatze 1 
den Cauchyschen Satz auf den Integranden 


—A, (a,;’ + 2d +8) e* 

e =< 
und auf das Rechteck mit den Ecken b’+ Ti, A+ Ti an, in welchem 
der Integrand regular ist. Wir diirfen dann wie in Hilfssatz 1 zur Grenze 
A=oo iibergehen, da fiir y>p+1 die Differenz 4,—w >0 ist, und erhalten: 


o+Tt 
we 
en tv ar’ +80 +s) € ds 
8 
Y—Ti 
+o—Ti W+Ti 
* — a, (a; +20 +0) —i,(a,’+2d+s) e* 
-fe acai ds+fe™' —ds 
e 8 8 
Y= Ti +o+ Ti 
oo oo 
farsorester sete ee rie _ [emt a’ t2d +0 +0470 seeeee de 
ts b+o—Ti V+o+Ti 
0 
=¢,—¢,, 


wo sich ¢, und ¢,’ nur um das Vorzeichen des imaginiren Teiles unter- 
scheiden. 

d Setzen wir ferner in den Integralausdruck, den wir mit c, bezeichnet 
haben, im Exponenten 


a, + 28+)’ =a'+ 6 = (d+) + (a—d) 
ein und bezeichnen mit s, die Summe der Glieder be teeth vom Gliede 
9=p+l1 bis zum Gliede g@ = v, so ergibt sich: 
vi] 


y _ Te po , A ay -d+0-1%) 
b, ‘= eo (b'— Ti) b, e74 4+ | 7 Vier —~ ede 
v=ptl v=p+l 





4 ae : 
on) —i, (a -d+a—Ti) -A (a' —d+o-—Ti) 
— v-7) D's ik ond —e~*v+4 
a 








— o 
iF vpe—Ti ode 
~ 0 
i 44(a’-d+0-T%) 

(b' — Ti) Bh i ls Se 
+e ‘uf Viper n "46 

q ~ a Ayet 

mon Sef Sghcgtion fee seemanae 

eapes hy 


. ; —(A 1-“)a 
w(b'— Ti) —4g44(@'-d-T%) \ <r 
+e 8,¢ J Vpe— 7° 

) 
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Nun sind einerseits infolge der Konvergenz von f(s) fir s=d-+ 6 alle 
Summen s, absolut genommen <1, wenn nur w und also auch p hin- 
linglich groB ist. Andererseits ist das im zweiten Summanden rechts auf- 


1 
tretende Integral absolut genommen < i,,,—w? 90 daB, da auch a’— d>0 


ist, der zweite Summand rechts fiir goo den Grenzwert Null hat. Es ergibt 
sich, da im ersten Summanden rechts die Integrationen vertauscht werden 
kénnen, fiir hinreichend kleines d sowie fiir hinreichend groBes w: 


Ay+t 


Sug meocen Sia fener font tts ana, 


r=pt+l1 veptl & 

. e2@- d) 
| S be, <er” 5 £ wo fe @-«)9 dg dz = e** SF ~ 44 
r=p+1 v= p+ i, 


Apt 


cert few -N)dz= i 1 a et” e-4n 4110-4) 


“p+1 


< Rehr -4 a Ber -4:'-4-a-nie- Wan B,e~**. 


Es folgt daher schlieBlich aus (8’) 


ani(fa+20)~ Sr, e* wv) < Biet" + >, (e,—¢,') 


=1 v=p+1 


< (B, +2B,)e-** = Bye-*", 


woraus sich wie oben die Konvergenz der Reihe f(s) fiir s = a, + 26, also 
in der ganzen Halbebene i(s) > a,’ ergibt. 

Wir haben also bewiesen, daB aus der Konvergenz der Reihe f(s) 
fir R(s) > d, wo 


, k 

5 it MEP <a<a 

ist, unter unseren Voraussetzungen die Konvergenz dieser Reihe sogar fir 
(10) R(s) > 9 + k(a—n) — B(a—d) 


folgt. Nach dem ersten Teil unseres Beweises diirfen wir in (10) den 
Wert d=d, = + k(a—y) einsetzen und erhalten die Konvergenz von 
f(s) fir 

R(s) > 4 + k(a—yn) (1—k+K*) = d,. 
Hieraus aber folgt weiter, wenn in (10) der Wert d= d, eingesetzt wird, 
daB die Reihe fiir 


R(s) > 4 + k(a—y) (1—k +--+) = d, 
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konvergiert. Es sei die Konvergenz von f(s) schon fiir 

R(s) > 4 + k(a—y) (1—k+h—.---—F2"-1+ 2") = d, 
bewiesen; setzen wir den Wert von d,, der ebenfalls noch innerhalb der 
durch (9) bezeichneten Grenzen liegt, in (10) ein, so ergibt sich die 
Konvergenz von f(s) fiir 

R(s) > 4 + k(a—y) (1—k+h—.-..— ht + ht"), 
Wenden wir unser Verfahren unendlich oft an, so ergibt sich, daB die 
Reihe f(s) fiir 

R(s) > 4 + k(a—y) S(t 9 + 
v=0 

konvergiert, was bewiesen werden sollte. 

In der Einleitung wurde die Bemerkung gemacht, daB dieses Re- 
sultat das AuBerste ist, was unsere Methode liefert. In der Tat haben 
wir nach der bis auf gewisse Grenzen willkirlichen Annahme einer Zahl d, 
von der ab die Konvergenz der Reihe f(s) vorausgesetzt wird, zuniichst 
iiber den numerischen Wert von a,’ freie Verfiigung; a,’ bedeutet die- 
jenige Zahl <d, von der ab die Konvergenz der Reihe bewiesen werden 
soll. Ferner darf das Rechteck, auf dessen Rand das Argument §=a,’+26+s 
bei der Integration liegt, passend angenommen werden. Dabei muB zu- 
nichst die linke vertikale Seite, die nach der getroffenen Festsetzung auch 
wirklich von der Geraden (3) = 1+ 0 gebildet wird, méglichst nahe 
an 4 angenommen werden, da dann das Integral J,’ eine méglichst kleine 
GréBenordnung hat, wiihrend die Wahl dieser Seite fiir alle tibrigen Ab- 
schiitzungen irrelevant ist. Die Wahl der rechten vertikalen Seite 
Ris) = a’ +6 dagegen, welche fiir alle Abschiitzungen auBer der von J,’ 
von Bedeutung ist, ist die zweite in unserer Verfiigung stehende numerische 
Annahme, die Wahl von 7, welche fir alle Abschitzungen auBer der 
von S, von Bedeutung ist, die dritte. Damit ist das Integrationsrechteck 
vollig bestimmt; wir diirfen nunmehr noch iiber # verfiigen, welches fir 
die Absehiitzung des ersten Teiles von J, sowie fiir die Abschiitzung 
von S, von Bedeutung ist. Es stehen also vier numerische Annahmen 
frei, durch die erreicht werden mu, daB vier ganz verschieden gebaute 
Ausdriicke, J,’, J,’, der erste Teil von J, sowie S,, die GréSenordnung 
e~?@ haben; dadurch werden die vier Konstanten a,’, a’, T und #6 vollig 
bestimmt. Wir wiirden also durch andere Wahl der Konstanten immer 
nur ein weniger genaues Resultat erhalten. 


Berlin, den 21. Juli 1908. 
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Uber die Grundlagen der Mechanik. 
Von 


G. Hamec in Brinn. 


Uber die Grundlagen der Mechanik ist in den letzten Jahren oft ge- 
schrieben worden. Man hat sehr viel Geistreiches, viel kritisch Wert- 
volles, allerdings auch manch Oberflichliches tiber allgemeine Begriffe, 
wie Kraft, Masse, Ursache, Atome, mechanische Weltanschauung usw., 
gesagt, Begriffe, die das Gliick oder Ungliick hatten, durch die ihnen 
vorerst noch anhaftende metaphysische Unklarheit und eine gewisse Popu- 
laritat den kritischen Blick auf sich zu lenken. Aber der ernsthafte Ver- 
such, die Mechanik einmal wirklich strenge aufzubauen, ist nur sehr 
selten gemacht worden; die Lehrbiicher sind trotz eines schwachen Ab- 
glanzes jener kritischen Richtung in dieser Hinsicht meist recht konven- 
tionell geblieben, und die Autoren, die einen energischen VorstoB machten, 
wie Hertz und Boltzmann, gerieten wohl aus Furcht vor den Unklar- 
heiten der klassischen Mechanik auf Darstellungsweisen, die in ihrer aller- 
dings sehr bestimmten und durchsichtigen, aber doch sehr einseitigen 
und willkirlichen Fassung erst recht metaphysisch anmuten und gerade 
die praktisch brauchbare Mechanik nur sehr spit und miihsam einzu- 
ordnen gestatten, sofern dies tiberhaupt restlos gelingt, was noch keines- 
wegs ausgemachte Sache ist. 

Was wir jetzt vor allem brauchen, ist eine strenge Begriindung der 
klassischen Mechanik. Der vorliegende Aufsatz soll einen Versuch in 
dieser Richtung darstellen. 

Man kann in den bisherigen Darstellungen drei Wege unterscheiden: 

Die bekannteste und in den Lehrbiichern beliebteste Art der Dar- 
stellung arbeitet mit dem Massenpunkt als Grundelement und baut daraus 
mit verhiltnismaBig einfachen Mitteln etwas zusammen, das dann Mechanik 
genannt wird. Historisch und psychologisch bilden die Quellen dieser 
Richtung einmal das n-Kérperproblem der Astronomen, dann die uralte 
Atomistik. Aber ganz abgesehen von all den erkenntnistheoretischen Ein- 














Grundlagen der Mechanik. 351 


winden, die von vielen Philosophen bis auf Mach und Stallo gegen die 
Atomistik gemacht worden sind, ist zu bedenken, daB erstens heute die 
Physik der nichtstarren Medien die Atomtheorie fast ganz verlassen hat 
und mit der Kontinuititshypothese arbeitet, daB aber vor allem zweitens 
die Vorstellung, die sich die in Rede stehende Darstellungsweise z. B. von 
einem starren Kérper macht, mit der wirklichen, heute noch in der 
Chemie iiblichen Atomistik gar nichts mehr zu schaffen hat. Man wird 
ruhig behaupten diirfen, daB die Punktmechanik etwas ad hoc Zurecht- 
gemachtes ist, das man schleunigst fallen laBt, sobald man etwa Schwer- 
punkt- und Fliachensatz gewonnen hat, um sich dann der Mechanik der 
Kontinua zuzuwenden. Man umgeht dann die Schwierigkeit mit dem 
einen inhaltsreichen und doch nur selten ausgesprochenen Axiom*), daB- 
man die Siatze, die man durch jene Punktmechanik erschlichen hat, nun 
auch auf Kontinua anwenden darf. 

Ich verzichte deshalb im folgenden ginzlich auf die Punktmechanik; 
was man praktisch unter Punktmechanik versteht, ist nichts anderes als 
der Schwerpunktsatz. 

Die zweite Art des Aufbanes benutzt den starren Kérper als Grund- 
element. Mit dem Axiom der Verschiebbarkeit der Kraft in der Angriffs- 
linie gewinnt man zunichst die Statik des starren Kérpers, zur Kinetik 
fihrt dann das d’Alembertsche Prinzip. Eine andere Begriindung der 
Mechanik von Systemen starrer Kérper liefert das Prinzip der virtuellen 
Arbeiten. Die Mechanik allgemeinerer Systeme. kann dann hinterher 
durch eine naheliegende Verallgemeinerung auf Systeme unendlich vieler, 
unendlich kleiner starrer Kérper (Volumelemente) gewonnen werden. 

Wenn man nun auch zugeben mub, da der starre Koérper eine 
auBerordentlich starke Abstraktion darstellt, so ist dieser Begriff doch fiir 
die praktische Mechanik so wertvoll, daB er als unentbehrlich bezeichnet 
werden kann. Mit dem Aufbau der Mechanik von Systemen starrer Kérper 
beschiftigt sich das Kapitel 2 der vorliegenden Arbeit. 

Der am wenigsten begangene, und doch eigentlich am nichsten 
liegende Weg ist der, die Mechanik von der Betrachtung des Volumelementes 
aus aufzubauen. Denn so allein kommt man zu einer allgemeinen Mechanik, 
die nachher sowohl bei Zugrundelegung der Kontinuitiitshypothese, als 
auch bei atomistischen Vorstellungen, fiir starre Kérper wie fir feste 
oder fiiissige in gleicher Weise anwendbar ist. Sehr nahe steht dieser 
Richtung das Buch von Jaumann**), das aber in seinen Tendenzen doch 
wesentlich von der folgenden Darstellung im ersten Kapitel unterschieden 

*) Ich erinnere mich, daB F. Klein in seinen Vorlesungen, auf die Not- 
wendigkeit dieses Axioms hinwies. 

™) G. Jaumann, Die Grundlagen der Bewegungslehre, Leipzig 1905. 
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ist. Abgesehen von einer Andeutung Boltzmanns*) diirfte unser Weg 
neu sein. Es sei mir gestattet, die Hauptsachen hier kurz anzudeuten. 

Aus der wohl allein méglichen Fassung der beiden ersten Newtonschen 
Graundgesetze mit EinschluB des Krifteparallelogramms (Axiom Vc) folgt 
bereits das dritte Newtonsche Gesetz, das Gesetz der Gleichheit von Wir- 
kung und Gegenwirkung fiir die inneren Spannungen; dagegen geniigt sie 
trotzdem nicht zum vollen Aufbau der Mechanik, d. h. zur Gewinnung 
des Flichensatzes, man braucht dazu noch Axiom VII, das im wesent- 
lichen die Symmetrie der Spannungsdyade ausspricht. Die Unabhingigkeit 
dieses Axioms hatte schon Boltzmann*) erkannt, die Methoden ein 
Beispiel einer Mechanik zu konstruieren, die Axiom VII und daher auch 
den Momentensatz in der allgemeinen Form nicht kennt, enthalten die 
Ideen W. Thomsons.**) 

Diese allgemeine Grundlegung der Mechanik ist nicht in sich abge- 
schlossen, die Mechanik ist — bei dieser Auffassung — ein Zweig der 
Physik, der erst mit den anderen zusammen ein Ganzes bildet.***) Sie 
enthilt eben die Aussagen iiber Bewegung und Kriifte, die einen fir alle 
Systeme gemeinsamen Charakter tragen, das einzelne System wird dann 
durch die Eigenschaften der Spannungsdyade charakterisiert. Hier sprechen 
als Ursachen alle physikalischen und chemischen Vorginge mit, daher 
kann auch an einen Beweis der Widerspruchslosigkeit hier nicht eher ge- 
dacht werden, als bis Physik und Chemie abgeschlossene, einer aprioristi- 
schen Untersuchung fihige Disziplinen geworden sind. Fiir einzelne 
Systeme wird im Kapitel 1, $4 eine Charakterisierung gegeben werden, 
besonders sei auf ein wohl neues Objekt der Mechanik hingewiesen, ein 
System, das als Bewegungen die zehngliedrige Gruppe der konformen 
Transformationen gestattet. 

Dagegen gelingt der Beweis der Widerspruchslosigkeit+) fiir die im 
Kapitel 2 behandelten starren Systeme, wenigstens bei gewisser Beschrin- 
kung des Kraftfeldes, bis auf zwei Punkte, die auch wirklich einen Wider- 
spruch fiir die Mechanik starrer Kérper darstellen, niimlich die Méglichkeit 
eines ZusammenstoBes verschiedener starrer Kérper und die Méglichkeit 


*) L. Boltzmann, Popul. wiss. Schriften. Die Grandprinzipien und Grund- 
gleichungen der Mechanik 8. 298. 

**) W. Thomson, Papers III. Art. C und CII. 

**) Damit soll nicht gesagt sein, daB nicht die Mechanik bei anderer Auf- 
fassungsweise ein (ianzes fiir sich bilden kann. Das trifft z. B. sicherlich fiir die 
Mechanik der Systeme starrer Kirper zu. (Siehe Kap. 2.) Auf jeden Fall aber stellt 
die Mechanik eine schart umgrenzte Form dar, die auszufiillen, eine Aufgabe der 
Physik ist. 


+) Hier haben A Mayer und E. Zermelo schon wesentlich vorgearbeitet 
(siehe Schlu8 der Arbeit). 
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unendlicher Reaktionskrifte. Diese in der Mechanik starrer Kérper be- 
handeln zu wollen, scheint mir nicht recht sachgemiB. 

Noch tiber wenige Punkte méchte ich hier in der Einleitung einiges 
bemerken. 

In vielen, selbst sonst guten Lehrbiichern herrscht eine bestiindige 
Verwechslung der drei Kraftgruppen: 1. Innere und auBere Krifte. 2. Volum- 
und Flachenkrafte — ein Unterschied, den die Punktmechanik gar nicht 
fassen kann. 3. Eingepriigte und Reaktionskrifte. 

Fiir die allgemeine Mechanik kommen nur die beiden ersten Ein- 
teilungen in Frage, da Reaktionskrafte tiberhaupt nur bei idealisierten 
Systemen, wie starren Kérpern existieren. Insbesondere stehen sich zwei 
Gruppen scharf gegeniiber: die inneren Spannungen auf der einen Seite, die 
Volumkrafte und die auBeren Flichenkrafte auf der andern Seite. Der 
eigentliche Sinn von Schwerpunkts- und Momentensatz beruht darin, daB 
in ihnen die erste Kategorie nicht vorkommt. 

Die Mechanik starrer Kérper arbeitet dagegen fast ausschlieBlich mit 
dem Unterschiede von eingepriigten Kriften und Reaktionskriiften. 

Die drei Einteilungen fallen aber keineswegs zusammen, sie iiber- 
kreuzen sich. 

Eine zweite Bemerkung gelte dem Prinzip der Gleichheit von Wirkung 
und Gegenwirkung. Dieses umfaBt in Wahrheit zwei ganz verschiedene 
Prinzipien, die durcheinandergemengt zu haben ein Verdienst der Punkt- 
mechanik ist. 

Soweit es sich um die Gleichheit von Druck und Gegendruck handelt, 
gehért das Prinzip zu den allerprimitivsten Erfahrungen und ist, wie 
schon bemerkt, eine logische Folgerung der beiden ersten Newtonschen 
Axiome, wenn man sie in wohl allein méglicher Weise auf Volumelemente 
iibertrigt. Soweit es sich dagegen um Fernkrifte (Volumkrifte) handelt, 
stellt es eine weit iiber jede Erfahrung hinausgehende Verallgemeinerung 
dar, die ja nach einigen neueren Theorien tiber Elektronen nicht einmal 
richtig zu sein scheint. Fiir die Mechanik von prinzipieller Bedeutung 
ist nur der erste Teil, der zweite dagegen fast gleichgiiltig; ob daher die 
Elektroniker recht haben oder nicht, berithrt die Grundlagen der 
Mechanik nicht im geringsten. Jedenfalls geht es also nicht, das Prinzip 
in seiner allgemeinen metaphysischen Form der Mechanik zugrunde zu 
legen und darauf eine Massendefinition zu stiitzen, wie es Mach und 
andere tun. Auch sonst ist der fiir diese Definition benutzte Apparat 
viel zu groB: ein einziges Kraftgesetz, z. B. das Gesetz der Schwere, ge- 
niigt in Verbindung mit unseren weiteren Prinzipien der allgemeinen 
Mechanik zu einer Bestimmung wenigstens jeder irdischen Masse (Wage). 

Da das Prinzip der Gegenwirkung in der fiir die Mechanik starrer 

Mathematische Annalen. LXVIL. 23 
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Kérper wesentlichen Form aus dem Erstarrungsprinzip (Kap. 2, Axiom VIII) 
folgt, so brauche ich es im folgenden gar nicht als Axiom. 

Endlich eine dritte Bemerkung iiber das D’ Alembertsche Prinzip. Es 
ist der Irrtum weit verbreitet, als sei dieses beweisbar. Das ist jedoch 
keineswegs der Fall, das Prinzip ist vollkommen unabhiingig; die Beweis- 
versuche D’Alemberts, Sturms, Vo8’ (s. Encykl, IV,1 S. 77) usw. ent- 
halten noch das stillschweigende, mit dem D’Alembertschen Prinzip gleich- 
wertige Axiom: ,,Wirken auf ein System solche eingepriigte Krafte dk, 
daB die fiir jeden Punkt nach der Gleichung 


dm = dk 


bestimmte Bewegung méglich ist, so tritt diese Bewegung auch wirklich 
ein.“ Dieses Axiom ist gewiB sehr einleuchtend, aber nicht logisch 
selbstverstindlich. 

Erkenntnistheoretische Erérterungen habe ich im folgenden grund- 
siitzlich ausgeschlossen*), ich wollte vor allem einmal eine niichterne Dar- 
stellung der notwendigen Axiome geben, ihrer Unabhingigkeit und Wider- 
spruchslosigkeit, soweit mir dies méglich war. 

Hier nur noch folgende wenige Worte zu dieser Sache: 

Ich habe die Begriffe Kraft und Masse wieder in ihre alten Rechte 
eingesetzt. Wir haben diese Dinge unzweifelhaft nétig, ohne sie gibt es 
keine Mechanik. Kraft ist mehr als Masse mal Beschleunigung, was schon 
daraus erhellt, dab die Grundgleichung stets lautet: Masse mal Be- 
schleunigung ist gleich der Summe der Krifte. Warum also nicht die 
guten alten Worte brauchen? Die Begriffe selbst sind nicht unklar, nur die 
Biicher driickten sich iiber sie oft recht metaphysisch und dunkel aus. 
Und was verschligt es, wenn die Brauchbarkeit der Begriffe merkwiirdig 
ist — vielleicht ein wenig ratselhaft? wenn die Grundgesetze der Mechanik 
tiefer sind als mancher es bequem findet, und sich nicht mit ein paar 
eleganten Worten, wie Konvention und Okonomie des Denkens, Abstrak- 
tion und Idealisierung abtun lassen? 

Und dann noch ein Wort tiber den absoluten Rawm und die absolute 
Zeit. Ich brauche — und behaupte daher — ihre logische Existenz, gebe 
aber den Empiristen und Relativisten darin recht, daB man sie empirisch 
wohl nie wird feststellen kénnen. Ohne sie verliert aber die Mechanik 
als logische Wissenschaft jede Bedeutung. Jeder Streit ist hier miiBig: 
hiitten die dogmatischen Relativisten bedacht, daB das Wort ,es gibt“ 
mindestens vier Bedeutungen zulaBt, eine logische, eine empirische, eine 
metaphysische und eine anschauliche (asthetische im Sinne Kants), so 


*) Ich hoffe an anderer Stelle, in einem geplanten Lehrbuche der elementaren 
Mechanik, dariiber einiges sagen zu kénnen. 
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hatte man Newton und Euler sehr viel besser verstanden. Ich behaupte 
also nur die logische Existenz des absoluten Raumes und der absoluten Zeit. 

Ich hoffe, man wird meine Worte nicht falsch auffassen. Wenn die 
vorhergehenden Zeilen erkennen lassen, daB® ich nicht in allem die 
Meinungen Kirchhoffs, Machs und Poincarés teile, so wird doch 
niemand zweifeln, daB ich der aufklirenden Wirkung der Schriften dieser 
bedeutenden Autoren eine fundamentale Bedeutung beimesse. Ich glaube 
nur, daB von ihnen noch nicht das Letzte und Tiefste in der Mechanik 
gesagt worden ist, wir miissen iiber ihre Kritik hinaus und zusehen, 
was an dem Alten gut, schén und notwendig ist. 


Kapitel 1. 
Mechanik der Volumelemente. 


§ 1. 
Aufstellung der notwendigen Axiome. 


Vorbemerkung. Um eine Vereinfachung der Darstellung zm er- 
zielen, werden im folgenden alle GréBen stillschweigend als regulir, d. h. 
_als eindeutig, endlich, stetig und hinreichend oft stetig differenzierbar vor- 
ausgesetzt. 

Ob sich die Anschauung durchgehender Stetigkeit wirklich aufrecht 
erhalten laéBt, wie viele Physiker glauben, soll hier nicht erértert werden; 
es ist nicht schwer, die Axiome so zu verbessern, daB gewissen, vielleicht 
als méglich zuzulassenden Unstetigkeiten Rechnung getragen wird. 

Aus demselben Grunde sehe ich auch von dem Vorhandensein flichen- 
haft verteilter éuBerer, aber im Innern des Systems angreifender Kriifte ab. 
Ich darf das um so eher, als diese sich stets als Volumkrifte tiber diinne 
Schichten auffassen lassen. Ich bemerke aber, daB ihre Beriicksichtigung 
durchaus keine Schwierigkeiten bieten wiirde. 


Gruppe lL. Ort und Zeit. 


a) Es gibt eine reelle, stetig variable GréBe ¢, die absolute Zeit. 

b) Es gibt einen bestimmten (Euklidischen) absolut ruhenden Raum. 

In diesem legen wir einen jeden Punkt X durch einen Vektor Z fest, 
der von einem festen Punkt O nach X hingezogen ist. 

Wir werden auch von bewegten Réwmen sprechen kénnen, indem wir 
X in bezug auf ein bewegtes rechtwinkliges Koordinatensystem festlegen, 
d. h. ein Koordinatensystem, dessen Transformationsparameter gegenitiber 
einem im ruhenden Raum festen System Funktionen der Zeit sind, die 
nicht simtlich konstante Werte haben. 

23° 
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Gruppe I Das materielle System. 


Erklirung 1. Ein materielles System besteht aus einer endlichen 
Anzahl stetig zusammenhiingender, sich nirgends iiberdeckender Bereiche 
mit regulaérer Begrenzung, d.h. mit stetiger Tangentialebene und be- 
stimmter endlicher Kriimmung. Jeder Punkt des Systems sei charakte- 
risiert durch einen von ¢ unabhiingigen Vektor @ in bezug auf irgend 
einen Raum. 

a) Jedem Teile des Systems kommt eine bestimmte, von der Zeit 
unabhiingige Zahl zu, seine Masse. 

b) Haben zwei Teile des Systems die Massen m, und m,, so haben 
beide Teile zusammen die Masse m, + mg. 

c) Greifen wir um einen Punkt A unbegrenzt kleiner werdende Vo- 
lumina 4 V mit den Massen Am heraus, so existiert tiberall der Grenzwert 

+ Am 
rey AV Ho 
die spesifische Masse an der Stelle A. 
Aus unseren Axiomen folgt 


m= J Mo dV 
wo das Integral iiber das ganze System zu erstrecken ist. 


d) uw, verschwindet nirgends, weder im Innern noch auf dem Rande 
des Systems. 


Gruppe Il]. Uber die Bewegung. 


Erklirung 2. Wird jedem Punkte A des Systems zu der Zeit ¢ 
eine Stelle X zugeordnet, so dab Z eine eindeutige regulire Funktion von 
@ und ¢ ist, so sagen wir, das System bewege sich. Ist die Funktion von ¢ 
unabhingig, so sagen wir, das System bleibe in Ruhe. Ist 7, =—/(@, t,) 
und #, = /(d, t,), wo t, >¢t,, so sagen wir, das System habe sich in der 
Zeit t,—t, von der Stelle Z, zur Stelle Z, bewegt. Die Lage 7 = @, die 
aber fiir keinen Wert von ¢ eingenommen zu werden braucht, heibe die 


Urlage oder Grundstellung. 6 = ed heiBt die augenblickliche Geschwindig- 


keit des Punktes A, @ -7 die Beschleunigung. 
a) Die Funktionaldeterminante D (=) soll niemals verschwinden. 
Daraus folgt der Satz von der Undurchdringlichkeit der Materie: 
»ln dem gesamten, von den Punkten des Systems zur Zeit ¢ einge- 
nommenen Bereiche ist @ eine eindeutige Funktion von ¢ und 7.“ 
Weiter folgt aus unseren Axiomen: Auch wihrend der Bewegung 
existiert der Grenzwert: 
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- Am 

u = lim AY? 

wenn AV den augenblicklich von der Masse Am eingenommenen Raum 
bedeutet. Denn es ist 


# = fy D (2), 


also ist auch w dauernd eine regulire und von Null verschiedene Funktion 
des Ortes und der Zeit. 


Gruppe IV. Die Kraft. 


Es gibt Vektoren, wir nennen sie spezifische Kréfte, die den Punkten 
eines materiellen Systems zugeordnet sein kénnen: wir sagen auch, sie 
greifen an diesen Punkten an. 

a) Kriifte kémnen stetig tiber Raumteile oder iiber Flachenteile er- 
streckt sein. Im ersten Falle sprechen wir von réumlich verteilten Kriiften 
(z, Volumkraften), und nennen dk = xdV eine unendlich kleine Kraft, die 
an dem Volumelement dV angreift, im zweiten Falle sprechen wir von 
flichenhaft verteilten Kriften (6, Drucken im weiteren Sinne) und sagen 
ebenfalls dik = GdF greife an dem Flichenelement dF an. Dabei kann 
jeder Seite dF’ eine Kraft zugeordnet sein: wir sagen auch, daB die beiden 
6dF an je einem von zwei durch dF getrennten Volumelementen angreifen. 

b) Die Krafte sind durch irgendwelche Zustinde oder Vorginge an 
unserem materiellen System selbst oder an anderen materiellen Systemen, 
vielleicht auch an nichtmateriellen Systemen gegeben. Die Gesamtheit 
dieser Daten oder Merkmale einer Kraft nennen wir auch ihre Ursache. 

c) Die Ursachen sind solche Funktionen der Zeit, mégen sie nun 
bekannt sein oder nicht, da die riumlich verteilten Kriafte als stetige und 
stetig differenzierbare Funktionen von @ und ¢, die flichenhaft verteilten 
Krifte als ebensoleche Funktionen von @, ¢ und v aufgefabt werden 
kénnen, wo v den auf dF senkrechten Einheitsvektor bedeutet, der von 
dem betreffenden Volumelement weggerichtet ist. (An einem Flichen- 
element werden im allgemeinen zwei verschiedene Drucke angreifen, der 
eine gehért zu v, der andere zu — v.) 


Gruppe V. Uber innere und aiuBere Krifte. 


a) Es gibt Krafte, deren Ursachen ausschlieBlich in den Zustinden 
oder Vorgiingen des Systems selbst zu suchen sind, solche Kriafte heiBen 
innere Krdfte. Alle andern Krifte sollen dufere Krifte heiBen. 

b) AuBere Krafte sind entweder riumlich verteilte Krifte oder sie 
greifen an der Oberfliiche des Systems an (siehe die Vorbemerkung). 
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c) Es bezeichne AV das Volumen, das augenblicklich die Masse Am 
einnimmt, welche den bestimmten Punkt A enthilt. Dann ist fiir diesen 
Punkt A 


(A) wi — lim as S > ak 

(erstes und zweites Newtonsches Gesetz nebst Kriifteparallelogramm), 
wobei die dk nur die fiir AV duferen, augenblicklich an AV angreifenden 
Kriifte bedeuten, und unter S, wie stets im folgenden, die Summation 
(Integration) tiber alle Punkte eines Systems verstanden ist, wihrend 
die Summation der dk bedeutet, die an einem Punkte angreifen und ver- 
schiedene Ursachen haben. Dieses > kann noch einmal eine Integration 
bedeuten. 


Gruppe VI. Uber die inneren Spannungen. 


a) Zwei Volumelemente eines Systems, die sich lings des Flichen- 
elementes dF beriihren, kénnen an dieser Stelle Krifte 6dF aufeinander 
ausiiben, deren einzige Ursachen in ihnen selbst liegen. Diese Kriifte 
heiBen die inneren Spannungen des Systems. 

Erklairung 3. Die Normalkomponente der inneren Spannung wird 
Druck im engeren Sinne genannt, wenn sie auf das Volumelement zuge- 
richtet ist, auf das sie wirkt, sonst Zug. Die Tangentialkomponenten 
heiBen Schub- oder Scheerkriifte. 

b) AuBer den inneren Spannungen sind alle anderen inneren Krifte 
r@mlich verteilte Krafte.- An der Oberfliche angreifende Krafte kénnen 
aber stets als innere Spannungen eines erweiterten Systems angesehen 
werden. 


Gruppe VIL Das Axiom von Boltzmann. 


Fiir jedes Volumelement verschwindet in der Grenze das Moment aller 
tiuBeren Krifte, nachdem man es durch AV dividiert hat, bezogen auf 
den Punkt X im Inneren des Volumelementes, gegen den dieses kon- 
vergiert. Das heiBt: es sei 7 der Vektor von dem bestimmt gewihlten 
Punkt X nach den verschiedenen anderen Punkten des Volumelementes 
AV, so ist 


(B) lim, ay S> zak =0, 


wo die dk die iuBeren Kriafte bedeuten. “ ae me 
(Ich schreibe das fiuBere Produkt der Vektoren z und dk so: zdk, 
das innere z- dk.) 
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§ 2. 
Folgerungen aus Axiomgruppe I bis VI. 


Betrachten wir ein Volumelement AV, so laBt sich Satz (A) nach 
VI,b) so aussprechen: 


ui — lim avr (SS ear t SaaF}, 
wo %, die faiuBeren riumlich verteilten Kriifte bedeuten, 6, die an der 
Oberfliche des Elementes angreifenden, inneren Spannungen, die fiir das 
Element selbst natiirlich aiuBere Kriifte sind. v bedeutet den Einheits- 


vektor der auBeren Normalen des Volumelementes. Daraus folgt, wenn 
zunachst angenommen wird, dab 


AV=0 
existiert und endlich ist*), 


uw -~>%, = lim 57 94.4F. 
Da die linke Seite einen bestimmten endlichen Wert hat, so muB das- 
selbe fiir die rechte Seite gelten. 

Wir betrachten nun zuniichst ein Parallelepiped, dessen einer Eck- 
punkt die Koordinaten x, y), 4 hat, wihrend Az, Ay, Az die Kanten- 
lingen sind. Dann muf der Grenzwert existieren 
Yo + Ay t+ 42 


lim lim lim - 64 (2; y, 2)dydz 


Az=0 Aay=0 arxq St: Ay- Bz l/ 


Yor Ay +s ; - 
+f f(a + Az, v, eddy dst to, 
Yo 20 

wo die Punkte zwei analoge Gliederpaare bedeuten. Dabei sind die Grenz- 
iiberginge unabhiingig voneinander zu vollziehen. 

Lasse ich nun zuerst Az Null werden, wihrend Ay, Az fest bleiben, 
so wird aus vorstehendem 

° ° ° 1 G_ 1 (%.Y¥,D +6,(% +Az,y, 2) 
pM on Hn an, J i on Oo ae 

plus Gliedern, die jedenfails nicht unendlich werden, solange Ay, Az 
nicht Null werden. 

Das erste Glied ist aber nach dem ersten Mittelwertsatze der Integral- 
rechnung 





G_,(@,y;, z’) + 6. (Xo + Az,y’, 2) 
Ax 





lim lim lim 
Ay=0 4z7=0 Ar=0 
*) Von dieser Annahme werden wir uns spiiter befreien, d. h. wir werden zeigen, 
da8 sie beweisbar ist. 
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wo y', # gewisse Mittelwerte zwischen y und y+ Ay, bzw. 2 und z+ Az 
bedeuten. Damit nun der vorstehende Ausdruck beim Grenztibergang 
endlich bleibt, muB 


G_,(X, ¥', #) + 6, (%, y’, 2) = 0 


sein; da dies fiir alle 2, ¥, %, Ay, Az gilt — in dem zm Anfang er- 
wahnten Bereiche —, so folgt 


é_.--4,, 


und da die Annahme der z-Achse willkiirlich war, 
(C) 6, = - 


Es ist also fiir die imneren Spannungen das Gesetz der Gleichheit von 
Wirkung und Gegenwirkung eine logische Folgerung der Axiome I bis VI*) 
Ziehen wir einige weitere Folgerungen. 
Zuniachst erkennt man jetzt leicht, dab 


. 1 =~ ’ C Gr 0b, 06: 
lim a f® dF = = + ¥y + 5 
ist, daB also aus (A) wird 


, CGz Cty 
(A’) po— 4+ +54 


Dabei sind also die 6, die ja regulire Funktionen von @ und ¢ sind, als 
regulére Funktionen von Z% und ¢ aufzufassen, was nach dem Axiom III 
mdglich ist. 

Integrieren wir nun Gleichung (A’) iiber ein beliebiges Volumen AV, 
so folgt aus dem GauBschen Satze 


Su wdV = S> #,4V +f ' 6, cos(v, x) +6, cos(v, y) +6, cos(v, 2) | dF. 


Vergleichen wir dieses Resultat mit (A), indem wir zur Grenze AV = 0 
— so folgt 


6,dF = im n fi 6, cos(v, x) + 6, cos(v, y) + 6, cos(v, z)}dF. 
owas 
Ich behaupte, daB sich daraus 


(D) 6, = 6, cos(v, Z) + 6, cos(v, y) + 6, cos (¥, 2) 
ergibt. 

Beweis: Zunichst einmal stimmt die Behauptung fiir die Ebenen, 
die zu den Achsen senkrecht stehen. Angenommen, die Gleichung wire 
nicht richtig ftir irgend eine Stelle auf irgend einem reguliiren Flichen- 


*) Der vorstehende Beweis findet sich bereits wesentlich bei Voigt, Kompendium 
der Physik, Bd. I. 
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stiick, es sei vielmehr an dieser Stelle 6, von der rechten Seite von (D) 
um einen Betrag @ verschieden. Dann nehme man als Volumen AV ein 
solches, das begrenzt wird von einem Stiick AF der fraglichen Fliche in 
der Umgebung jener Stelle, sonst aber nur von Flichen, die den Koor- 
dinatenebenen parallel sind. Solche AV gibt es stets fiir beliebig kleine AF’. 


Da aber 6 auf den zu den Achsen senkrechten Flichenstiicken ver- 
schwindet, so folgt 


lim | ddF—0, 
AF=0 


d. h. 


6=—0, w.z. b. w. 


Weiteres kann offenbar aus (A) allein nicht tiber die 6 geschlossen werden. 
Denn wiahlt man die 6 den Bedingungen (C) und (D), sowie den Stetig- 


keits- und Differenzierbarkeitsbedingungen entsprechend, so folgt aus (A’) 
sofort 


(A”) Juwav=8 4, av + Saar, 


woraus sich wieder (A) ergibt. 

Aus diesen Uberlegungen folgt auch, daB Gleichung (A’) vom Koor- 
dinatensystem unabhingig ist. 

Definiert man einen Punkt X* durch 


‘ = 
mit — Sdmz, 


und nennt diesen Punkt den Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt des 
Systems, bezeichnet man ferner seine Beschleunigung mit w*, so folgt 


aus (A): ‘ ‘ a 
nit =O > 7,dV+ S6,aF, 


der sogenannte Schwerpunktsatz: ,,Die Massenbeschleunigung des Schwer- 
punktes ist gleich der Summe der riiumlich verteilten Krifte vermehrt 
um die Summe der an der Oberfliche verteilten Spannungen.“ 

Macht man noch die vielleicht immer, jedenfalls meist, zutreffende 
Annahme, daB diejenigen Krafte k,dV, die durch die Summation zu 
inneren Kriften werden, das Prinzip der Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung erfiillen (Newton, lex tertia) d. h., daB sie sich fiir jeden 
Punkt in solehe Kriifte zerlegen lassen, deren Ursachen aufer in dem 
Punkte selbst nur noch in je einem anderen Punkte vorhanden sind, dab 
an diesem aber ebenfalls eine Kraft angreift, deren Ursache wieder lediglich 
das Punktepaar ist, und daB endlich, wenn dk, und dh 5 die beiden 
dem Punktepaare zugehérigen Kriafte sind, 


dk,» + dky, =0 
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ist, so kann man offenbar in dem obigen Satze die inneren Kriifte noch 
weglassen. Darin aber liegt nicht die Hauptaussage des Schwerpunktsatees, 
daB man nur die duBeren Krifte zu betrachten braucht, um mi®* be- 
stimmen zu kinnen, sondern darin, daB man dazu der innéren Spannungen 
nicht bedarf, dap diese vielmehr in dem Ausdruck des Schwerpunktsatzes 
nicht vorkommen. Denn der Begriff: Summe aller inneren Spannungen 
hat an sich keinen Sinn, da es unzihlbar viele Flachen im Inneren eines 
Kérpers gibt. Wohingegen sich die Summe aller riumlich verteilten 
Kriifte immer ohne Schwierigkeiten bilden 1aBt. 

Wir miissen uns jetzt noch von der Voraussetzung frei machen, daB 


lim EP SD * dV = lim ha 


AV= 
existiert und endlich ist, indem wir beweisen, dab es so sein muB. 

Wenn wir AV kleiner und kleiner werden lassen, so kann es zu- 
niichst sein, daB die x, ungeiindert bleiben, d. h., daB dabei keine inneren 
Kriifte zu iiuBeren werden. Dann ist die Existenz von lim |S 7%, selbst- 
verstiindlich. senicnil 

Es kann aber auch sein, dab bei Verkleinerung von AV stets neue x, 
auftreten: liegt AV, ganz innerhalb AV,, so werden das solche Kriifte 
sein miissen, deren Ursachen auBer in A,V lediglich in dem Differenz- 
gebiet AV, — AV, zu suchen sind. Denn diese Kriafte sind fiir AV, 
iiuBere Krifte, fiir AV, innere Krifte. 

A priori ist es keineswegs klar, daB dann 


‘ 1 a : 
— J 
lim | av S>'%.4 
existieren muBb. 


Nun kann man aber jedenfalls genau wie friiher schlieBen, dab, wenn 
AV rechteckige Parallelepipede mit den Kanten Az, Ay, Az sind, jedenfalls 


6—2(%, y', ) + Gx (a, y', #) | 
nw — lim [ap SD al + e $e 


OGz 


' an 

Tv Oz T 3y +5 75 
ist. Also muB jedenfalls der lim { } ue tn nennen wir ihn 7. 
Dann ist 


06 0G 4. 0%: 
we—y+s aa +3 4 a 


Daraus folgt dann wieder nach dem Seathii Satze 
Snwav = Q7av + G1, cos(v, x) + 6, cos (v, y) + 6, 008 (v, #)) dF 


= Spav + Se, ar, 


wo jetzt 6,’+ 6_, = 0 ist. 
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Vergleichen wir das mit der urspriinglichen Gleichung (A), so folgt 
fiir jedes Volumelement AV 


Srey + Sa,’ dF = S>’ %,4V + Ss. dF +AV, 


wo lim ¢ =O ist. 
aVv=0 


Betrachten wir jetzt zwei einander lings AF’ beriihrende Volumina 
AV, und AV,, und schreiben die vorstehende Gleichung einmal fiir AV,, 
dann fiir AV, auf und drittens fiir das Volumen AV, + AV,, addieren 
die beiden ersten und subtrahieren davon die dritte, so erhalten wir links 
null, rechts aber heben sich erstens die Oberfliichenintegrale iiber die 
iuBere Oberfliiche von AV, + AV, fort, zweitens alle riumlich verteilten 
Kriafte bis auf die Krifte x,,, die AV, von AV, empfaingt, und die 
Kriifte x, ,, die AV, von AV, empfingt. Denn alle andern Kriifte sind 
fiir AV, und AV,, also auch fiir AV, + AV, iiuBere Kriifte. 

Also bekommen wir 


0=S%,, 47, + Ne. dV, 4+. [G, +6.) dF +e, AV, +847, 
AF 


+ 7(AV,+ A9,), 
wo die «, 7 Null werden, wenn AV,, AV, oder AV, + AV, gegen 
Null gehen. 

Es gehen aber auch Sz, dV, und Sx, ,dV, gegen Null, wenn die 
AV, resp. AV, dies tun, denn sonst kénnten diese Integrale nicht 
existieren. (Es ist zu beachten, daB sich jetzt bei Zusammenziehen von 
AV, die %,, selbst micht mehr dndern.) 

Nun wollen wir AV, und AV, derart gegen Null gehen lassen, daB 
dabei AF festbleibt, was offenbar méglich ist. Dann folgt 


—f{@,+6.,)dF=0, 
d. h., da AF eine beliebige Fliche ist, 
6,+ 6_,=0. 
Also auch ohne jede Voraussetzung iiber die Existenz von 
ie = 
lim AV S> %,dV 
bleibt die Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung fiir die inneren 


Spannungen bestehen. Jetzt aber folgt aus der Newtonschen Grund- 
gleichung die Existenz von 


lim ay SD % AV 


Bemerkung: Unsere Axiome schlieBen die Existenz einer Kraft 
nicht aus, deren Ursache allein der Punkt ist, an dem sie angreift. Aber 
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eine solche Kraft kiime in keiner unserer Gleichungen vor: man kann 
daher unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, daB eine solche Kraft 
nicht existiert. 


§ 3. 
Die Symmetrie der Spannungsdyade und der Flichensatz. 


Das System der inneren Spannungen ist nach Gleichung (D) (Seite 360) 
eine Dyade im Sinne der Vektoranalysis. Seien die rechtwinkligen Kom- 
ponenten 

wa €@:2Z., J, a, 
von 6,:X,, Y,, Z,, 
von 6,: X,, Y,, Z, 


so ist die Dyade durch das System dieser neun GréBen gegeben. 

Die Eigenschaft, symmetrisch zu sein (X,=— Y,, Z,= X,, Y, = Z,) 
oder nicht, ist invariant gegen Drehungen des Koordinatensystems, indem, 
wie man aus den bekannten Transformationsformeln leicht nachweist, 
der symmetrische Teil 


1 , 1 , 
X,; 9 (Y,+ X,), 2 (X,+ Z,), 
1 1 , 
2 (¥,+ X,), Y,, 2 (Y,+4,), 
1 P 1 P 
2 (X,+Z,), 2 (Y,+2,), Z, 
und der antisymmetrische 
1 1 
0, a (z,— X,); 2 (X, Se Z,); 
1 , 1 
2 (¥,- X,), 0, ~ a (Z, - Y,), 
i z (X,— Z,); - (Z, _e Y,), 0 


sich getrennt linear transformieren, und zwar die GriéBen 


1 1 n By 
eo (Z,— Y,), 2 (X,—Z,), 9 (Y,— X,) 


wie die Komponenten eines Vektors, den wir mit D bezeichnen wollen. 
Bilden wir nun das Moment der Massenbeschleunigungen, d. h. den 


[uxway, 


das Integral erstreckt iiber irgend ein materielles System, so folgt nach 
Gleichung (A) unter Anwendung des GauBschen Satzes und mit Be- 
riicksichtigung von (D) 


Ausdruck 
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fuawav= {> zi, aV+ [26,dF— (66,450, +60,) dV, 
wenn é,, &,, é, die Kinheitsvektoren in den drei Koordinatenrichtungen 
bedeuten. Denn es ist 

rr 
Ox = é, *e 
Nun ist aber 
#26, = — &,Z,+2,Y,, 
by By — é,X, ? #,Z,, 
6,6, = —é,Y,+ é, X,. 
Die Summe dieser drei Ausdriicke aber ist: 
€,(Z,— Y.)+ é,(X,— Z,) + €(¥,— X,) = 2D. 


Somit lautet die Gleichung fiir das Moment der Massenbeschleunigung: 


(E) fuzvav={ > 7,dV + 76,aF—2 { Dav. 


Daraus aber erkennt man, daB dann und nur dann der Fliichensate ,,das 
Moment der Massenbeschleunigungen ist gleich dem Moment der raiumlich 
verteilten Krifte vermehrt um das Moment der an der Obertliiche an- 
greifenden fiuBeren Spannungen“ gilt, wenn 
D=0 

ist, wenn also die Sp gsdyade als symmetrisch vorausgesetet wird. 

Der Satz aber: ,,Die Dyade der inneren Spannungen ist fiir jedes 
materielle System symmetrisch“ folgt aus dem Axiom VII und umgekehrt. 

Denn legen wir den Bezugspunkt in den beliebigen Punkt X hinein, 
was wir stets tun diirfen, und wenden (E) auf das Volumen AV an, so 


folgt beim Grenziibergange, da Z unendlich klein wird, 
2D = lim av [74,aF. 





Av=0 AV 


Der rechtsstehende Ausdruck verschwindet aber nach Axiom VII. Dab 
dieses Axiom unabhingig ist, kann leicht gezeigt werden, wenn wir die 
Widerspruchslosigkeit der Axiome annehmen. 

Denn nennen wir den symmetrischen Teil der Spannungsdyade A’ 
und bezeichnen wir den fiir A’ allein gebildeten Ausdruck 

ae, 0 ae; 

wie es tiblich ist, mit A-A’, so kann man die Gleichung (A) auch so 
schreiben 


pit = >) %, — rot D+ A-N. 
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Diese Gleichung ist aber genau die der gewéhnlichen Mechanik, wenn 
man —rot D als eine neu hinzukommende Kraft auffaBt, die man will- 
kiirlich annehmen kann, nur den Axiomen der Kraft entsprechend. 

Der Schwerpunktsatz also lautet: 


put = Sx, aV— rot D av +f 6, aF, 
oder nach Anwendung des GauBschen Satzes auf das zweite Glied: 


uwt—= {> x, dV +f G,—vD) aF. 
Man iiberzeugt sich also leicht, dab 
o,, —vD =6, 
ist, wie es natiirlich sein muB. Ebenso lautet der Flichensatz: 
Juzwav—{ > v,aV +f 76, aF— [x rot Day, 


oder nach Anwendung des Gaufschen Satzes auf den letzten Teil: 


Juswav=f > v,av—f 2(6,—vD) aF — 2/Dav. 


Man erhilt also wieder die alten Resultate. 

Ist das Problem so gestellt, daB man sich bei einem materiellen 
System die riumlich verteilten Krifte und die am Rande herrschenden 
Druckkriifte 6 gegeben zu denken hat, so daB 6,— 0, am Rande sein 
soll, wihrend die Spannungsdyade nicht symmetrisch ist, so ist das 
Problem mathematisch mit dem anderen vollstiindig fquivalent, bei dem 
die Spannungsdyade symmetrisch ist, aber noch eine riumlich verteilte 
Kraft — rot D hinzukommt, wihrend am Rande die Spannung 

6, =6,+vD=0,+ 9D 
herrscht, also noch eine tangentiale Oberflichenspannung vD hinzukommt. 

Damit ist die Frage der Unabhiingigkeit des Axioms VII auf die 
Frage nach der Widerspruchslosigkeit der Axiome zuriickgefiihrt. 

Es sei mir erlaubt, noch in anderer Weise die Unabhiangigkeit von 
Axiom VII darzutun, indem ich ein Beispiel ausfiihre, das schon W. Thom- 
son*) gegeben hat. Es beruht auf der Idee der verborgenen Bewegung. 

Wir denken uns das System zusammengesetzt aus einer Reihe zen- 
trierter symmetrischer Kreisel, deren Mittelpunkte und Symmetrieachsen 
durch ein masseloses System gefiihrt werden. Sei q ein Einheitsvektor, 
der die augenblickliche Lage der Rotationsachse angibt, @, die konstante 
Rotation des Kreisels — eine solche ist méglich —, sei ferner C der ge- 
fiihrte Mittelpunkt des Kreisels, € der Vektor von dem festen Punkte 0 


*) S. die in der Einleitung zitierten Arbeiten. 
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nach C hin und Z der Vektor von C nach einem beliebigen Punkt X des 
Kreisels. Endlich sei Am die ganze Masse eines solchen Kreisels, 


o= ; rot ¢ die augenblickliche Rotation des den Punkt C umgebenden 


masselosen Mediums, das auch 7 mitfiihrt, so daB 
4 = 09. 
Ak = dV sei die resultierende Kraft, die in C angreift.*) Dann ist 
@ — (q- @)9 = G7) 


die Drehgeschwindigkeit, die von der Fiihrung dem Kreisel zugegeben 
wird, also 7 ee 
@ + 4(@%) = @ 

die ganze Winkelgeschwindigkeit des Kreisels. 

Fiir die Geschwindigkeit eines Kreiselpunktes ist aber 

d=—¢ + o2, 
also 
Sdmxv = Amce + AC- a7 + AAU@7y) 


fiir einen Kreisel (nach bekannten Siitzen tiber den Impuls), wo AC = Ams? 
das zur Symmetrieachse gehiérige Trigheitsmoment des Kreisels bedeutet, 
QA = Ams" das andere Haupttrigheitsmoment. 

Nun wollen wir die Kreisel als sehr klein, als sozusagen unter der 
Schwelle der Beobachtungsméglichkeit gelegen, annehmen. Dann sind AA 
und AC sehr klein und da 4(@7%) jedenfalls endlich bleibt, so wird nicht 
nur 4.A7(@y) unmerklich klein, sondern auch noch die Summe itiber das 
ganze System. 

Dagegen soll nun @, sehr groB werden, derart, dab was? = F 


endlich bleibt (mit — ~ ): 
Mathematisch hindert uns nichts, den GrenzprozeB wirklich auszu- 
fiihren, wenn auch die Anschaulichkeit dabei verloren geht. 
Wir bekommen dann fiir das ganze System, da 
Sdmruw = 5. Sdmxv 
ist, x 
Sdmaw = SQmec+SAV-F-y. 
Andrerseits ist natiirlich 
Sdmiw = SQVczx. 


Nun wollen wir die Kreiselbewegung @, als unsichtbar, als verborgen an- 


*) In % steckt schon die Resultierende der inneren Spannungen des tragenden 
Mediums. 
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sehen, und dementsprechend jetzt ¢ mit Z, ¢ mit @ identifizieren, so dab 
wir die Gleichung erhalten 


Sdmzw + SdVF -4 — SdVix. 


Diese Bewegungsgleichung ist aber ganz von der Art derjenigen, die 
Axiom VII nicht erfillt, man braucht nur 

2D =F -4 = Fay 
zu setzen. 

DaB der Schwerpunktsatz ungeiindert gilt, dirfte klar sein. 

Es ist nicht uninteressant zu bemerken, daB die Zusatzkrifte keine 
Arbeit leisten, da @- D = 0 ist, so daB der Energiesatz hier in diesem 
Beispiel gilt, wie in der gewdhnlichen Mechanik.*) 

In wieweit kinnen Beobachtungen lehren, ob die klassische Mechanik 
richtig ist oder nicht? 

Wenn Beobachtungen ein D ergeben sollten, so hindert mich zu- 
nichst nichts, Axiom VII doch als erfiillt anzusehen und statt dessen eine 
neue unbekannte riumlich verteilte Kraft — rot D und eine ebenfalls an 


der Oberfliche angreifende Kraft yD hinzuzufiigen. Und es diirfte auch 
sonst nicht schwer fallen, fiir solche Krifte Ursachen zu finden, zumal 
doch fir jene D auch Gesetze gesucht werden miiBten. Es wiirde sich 
dann nur fragen, ob sich fiir die D Ursachen auBerhalb des Kérpers 
finden lassen oder nicht. 

Mit Aufstellung des Schwerpunkt- und Fliachensatzes sind die all- 
gemeinen Grundlagen der Mechanik erledigt. Die einzelnen Systeme 
werden jetzt des weiteren durch die Eigenschaften ihrer Spannungsdyade 
charakterisiert und damit setzt die von der sonstigen Physik prinzipiell 
nicht mehr zu trennende spezielle Mechanik ein. 


§ 4. 
Charakterisierung der verschiedenen Systeme durch die Eigen- 
schaften der Spannungsdyade. 


In Wirklichkeit bestehen bei allen Kérpern fir die inneren Spannungen 
gewisse Naturgesetze, die ihre Abhingigkeit von den Deformationen, dem 
Bewegungszustande, der Temperatur und von anderen Zustinden und 
Eigenschaften darstellen, die unserer Terminologie entsprechend als Ur- 
sachen jener Spannungen aufzufassen sind. 

Daneben hat es aber die Mechanik stets fiir notwendig gefunden, ge- 
wisse idealisierte Systeme zu betrachten, bei denen auBer einigen a priori 





*) Man kann also nicht, wie Voigt (Kompendium) zu glauben scheint, das 
Axiom VII durch das Energieprinzip begriinden. 
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gegebenen und fiir das System charakteristischen Beziehungen zwischen 
den inneren Spannungen von vornherein keinerlei Abhingigkeit von 
anderen Ursachen bekannt ist, einfach deshalb, weil angenommen wird, 
daB jene Ursachen nicht da sind, besser gesagt nicht beobachtbar sind 
oder nicht beachtet werden sollen. Da als Ursachen der inneren Span- 
nungen in erster Linie stets Bewegungsvorginge oder Deformationen in 
Frage kommen, so handelt es sich um Systeme, die in ihrer Bewegungs- 
freiheit eingeschrinkt erscheinen. 

Wir wollen solche Systeme so suchen, da wir sie den drei folgen- 
den Prinzipien unterwerfen: 

1. Es sei SZ eine unendlich kleine mégliche Verschiebung eines 
Systempunktes, d* die Summe der an der Oberfliiche eines Massen- 
elementes dm angreifenden inneren Spannungen. Dann sei die tiber das 
System genommene Summe 

Sd7F-dz=0, 
fiir alle méglichen unendlich kleinen Verschiebungen des Systems. (Prinzip 
der virtuellen Arbeiten. Niheres dariiber im niichsten Kapitel.) 

2. Der Bereich der méglichen Verschiebungen ist a priori gegeben, 
d. h. er hingt nicht ab von den Werten irgend welcher Kriifte. 

3. Die Relation 

Sd¥F-dz=0 
kann entweder gelten fiir alle Werte der inneren Spannungen, oder aber 
es kénnen fiir diese von vornherein gewisse homogene lineare Relationen 
bestehen, die aber invariant sein sollen gegen Drehungen des Koordinaten- 
systems. 

Wir werden zeigen, da es nur vier Systeme gibt, die diesen Forderungen 
geniigen: 

1. Der starre Kérper: 62 = 6¢ + 064(x — cc) wo d¢ und 64 beliebige 
von £ unabhangige GréBen sind; die inneren Spannungen sind hier beliebig. 

2. Das System, das die zehngliedrige Gruppe aller konformen Raum- 
transformationen gestattet 


dz = 0¢ + 6O(a — c) + bAZ—e — OQX—e + 2Z—C (dQ -Z—0), 
wo 02, 6%,01, 30 beliebig sind. Die imneren Spannungen sind der 
einzigen Relationen unterworfen: X,+ Y,+ Z,= 0. 

3. Die ideale inkompressible Filiissigkeit; div dz 0, die inneren 
Spannungen sind stets normal zu den Flichenelementen. 

4. Der Punkthaufen, frei beweglich, ohne alle innere Spannungen. 

Halt man an den unter 1. und 2. genannten Forderungen fest, so 
bedingt jedesmal die kinematische Charakterisierung die dynamische und 
umgekehrt. 


Mathematische Annales. LXVI. 24 
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Beweis: Bilden wir 
OX: , OX, OX; 

SA-A-d2dV—S{(FF 4+ 52+ Se)ut(--)+---} ay, 
wo u,v, w die Komponenten von d% seien, so stellt dieser Ausdruck 
nicht nur die virtuelle Arbeit der inneren Spannungen Sd¥ -d# dar, son- 
dern er enthilt auch noch die Arbeit der Oberflichenkrifte. Diese miissen 
wir daher ubsondern. Das geschieht durch die bekannte Umformung des 
vorstehenden Ausdruckes nach dem Gaufschen Satze in 

- = ou av ow Gu , dv > 

S6,-dzdF—8{X,™ + ¥,75+¥.5+%, (5 + 5) + °°] av. 

SdF - dz = 0 heiBt also 


s{ x, $e 4X, (4S) 4...) arm, 


oy 
1. Nun kann zuniichst keine Beziehung zwischen den X,--- vorge- 
schrieben sein. Dann muB sein 
Gu dv _ dw _ 0 
dx Oy ds ” 
du , dv dv , dw dw, Ou 
dy + da ~ ds + dy. a2 + Oe ~ 
Aus den drei letzten Gleichungen allein schlieSt man leicht 
a a 
or ai! (ie a(x, 2), 
a dv 
ay a b(x, y), 
av Ow 


37°" —¢e(¢,y), 


wo a, b, ¢ zuniichst noch willkiirliche Funktionen sind. 
Die drei ersten Gleichungen ergeben dann, daB a, b, c konstant sind, 
so dab 
u=az—by+%, 
v= br—cz+%, 
w= cy—axr+ W, 
wofiir man auch schreiben kann: 
6% = dt + 0#(a — Cc). 

Diese bekannte Eulersche Gleichung sagt aber aus, daB der Kérper 
starr ist. Die Bewegungsgleichungen desselben hatten wir bereits in dem 
Schwerpunkts- und Flichensatz. Natiirlich kénnen diese Siitze auch aus 
den neuen Prinzipien dieses Paragraphen gewonnen werden. 


2. Nun kann zweitens eine homogene lineare Gleichung zwischen den 
X,... bestehen. 
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Seien 6,, 6,, 6, die drei Hauptspannungen, so kann diese Gleichung 
gem&B Forderung 3) nur die Form haben 
6, + 6, + 6,=0, 
X,+ ¥,+Z,=0. 
Soll jetzt unter dieser Nebenbedingung Sd? - 6% verschwinden, so muB sein 
du dv dw 


oder, was dasselbe ist, 


u, de 
dy + aa ~ oe 
Man kann nun von vornherein leicht einsehen, daB die jetzt méglichen 
Bewegungen allein die konformen Transformationen sein kénnen. Denn 
bei einer Ahnlichkeitstransformation eines Elementes leisten die inneren 
Spannungen keine Arbeit infolge der Beziehung X,+ Y, + Z,—0, wohl 
aber bei jeder anderen Deformation. 

Da man aber wei, daB die einzigen konformen stetigen Abbildungen 
des Raumes durch die zehngliedrige Gruppe der Transformationen durch 
reziproke Radien gegeben werden, so ist das Resultat klar. 

Auf rechnerischem Wege kommt man aber auch leicht zum Ziele. 

Zunichst ergeben die drei letzten der oben angeschriebenen Glei- 


chungen wieder 
Ou aw 


is ~~ Je =a(z, 2), 
Ou av 

no “ae b(x,y), 
dv Ow 

Ti — Fy ~~ 9) 


oder wenn wir durch einen angesetzten Index 1, 2,3 die Integration nach 
“2, Y, # anzeigen: 
u= a; (z, 2) — b, (x,y) + (@), 
v = b, (x,y) — &(y, 2) + vy), 
w= ¢(y, 2) — a, (2, 2) + x(2); 
setzt man dies in die ersten Gleichungen ein, so findet man leicht 
a=—x2e+pxr+a, 
b=—va+xny +8, 


=—uytvet+y, 


y =5 xa*+ iat uy, 


1 , 
=z ey +ayt %, 
24* 
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i= + v2? + 1'2+ Wo. 
Versteht man unter 


dc’ einen Vektor mit den Komponenten u,, v, w,, 


eis ” ” ” ” ” a, B, y, 
00 ” ” ” ” ” 1 x a1 u 1 v 
0 2 ? Q° > 2 ? 


so erhalt man fiir 0% 
OZ = 00 + 00'x + 31'% — O9F* + 22 (dQ - 2). 
Man kann diesen Ausdruck auf die bequemere Form bringen: 

8% = d¢+00(4 —c) + 0A(Z — 6) —09FT—C + 2x —C (69 -F— Od, 
wo é einen beliebigen, aber festen Punkt des Kérpers bedeutet, d@ dessen 
Verschiebung. 

Das erste Glied dé bedeutet offenbar eine Translation, das zweite 
eine Rotation, das dritte eine Ahnlichkeitstransformation. Ich will zeigen, 


daB das erste und die beiden letzten zusammen eine zweimalige Trans- 
formation durch reziproke Radien darstellen. 


6@ und dA null gesetzt, gibt 
6% —d0@ =—dgx—C + 2x —C(d0- x —0). 
Bildet man das innere Produkt mit 7 —c, so folgt 
g—e-d(@—c) = r4—C (69-7 —0). 
Setzt man den so zu berechnenden Wert fiir do -Z —€ in den Ausdrack 
z—e(do-x—c) 
ein, und faBt ihn mit der linken Seite zusammen, so erhilt man 


= [« — ¢] [Ox — de) (@ — e)] — (x — &) Gele—c), 


woraus folgt 














dz — d¢ - 
jae ~ % 
r oe —s + — 
—— “ bedeutet eine Integrationskonstante. 


Lést man nach 7—€¢ auf, so erhilt man 
a—e 
a—a ° 
-~¢e=— 


(=a-%) 


Diese Transformation bedeutet aber: der Punkt @ wird erst durch die 
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reziproke Transformation mit @ als Mittelpunkt in a iibergefiihrt; 
dann durch nochmalige reziproke Transformation mit dem durch 9 ge- 
gebenen Mittelpunkt in z—c. 

@ =0 bedeutet die identische Transformation. 
3. Drittens kénnen zwei Gleichungen zwischen den Hauptspannungen 6 
bestehen, die dann wegen Voraussetzung 3. die Form haben miissen 
6, = 6, = 6, = — p. 
Es folgt dann 
X,= Y,=2,=-—P, 
x, = ¥,—2,=0, 
und Sd¥-dZ =O verlangt also 


ou , Ov , Ow 
Se(et+get Fe) er=9, 

du , dv , dw 

32 t By t Os = 0. 


Das ist aber das kinematische Charakteristikum der inkompressiblen 
Flissigkeit. 
4. Endlich kénnen drei Gleichungen bestehen, die dann notwendig 
ergeben 
6, = 6, = 6, = 0, 


oder alle inneren Spannnngen sind null. Die d% sind dann ganz be- 
liebig; wir haben den Punkthaufen vor uns. 

Ich will nun noch fiir den zweiten Fall — die anderen sind bekannt 
genug — die Bewegungsgleichungen aufstellen, die von den inneren 
Spannungen frei sind. 

Es mége dk die éuBeren auf das Massenelement dm wirkenden Kriifte 
bezeichnen, so daB 4 

dm @ = dk + dF. 


Dann folgt aus Sd7 -d% = 0: 
Sdm@ - 8% = Sdk- 62, 


fiir alle méglichen Verschiebungen 62. 
Setzt man darin den Ausdruck 





Of = 6c + 60(Z—¢) + 6AZ—c — Op T—e + 2Z—C (89 - Z—0) 


ein und bedenkt, daB die Relation in eine Identitaét fiir die dZ, 6%, 04, do 
iibergehen muB, so erhilt man die zehn Gleichungen: 
den Schwerpunktsatz z 
Sdmw = Sdk, 
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den Flachensatz pia tec dias 
Sdm(a2—c)w = S(x—e) dk, 
dann drittens 


Sdmz—¢-# = Sx—é-dk 
und endlich . 
Sdm[—@ 7—¢ + 2—¢ (g—e- ®)] — S[—dkz—@ + 24 —¢(F—C- dk]. 
Dabei ist 
t=¢+a(x—c)+i1zZ—¢ —6xZ—C + 22—C(6-TF—0), 


wobei @, 6 zwei vektorielle Geschwindigkeitsparameter bedeuten, die 
aber keine Ableitungen von ortsbestimmenden Vektoren darstellen; 
vielmehr lauten die Ubergangsgleichungen*), wie man leicht aus- 
rechnen kann, 

déé — ddé = 0, 

ddi—ddi=0, 

dd%— dd? = dt 08, 

ddo — ddo = dvdo — dvd6 + d#d0 — dAdo, 
wo 

d@e=—Gdt, d#=—adt 

gesetzt ist. 

Man kénnte die Bewegungsgleichungen auch explizit**) aufstellen, 
doch wiirde uns das hier zu weit fiihren. Die oben gegebenen Bewegungs- 
gleichungen folgen iibrigens, wie man leicht zeigen kann, ebenso wie die 
eines starren Kérpers schon allein aus der dynamischen Charakteristik 
des Systems; nur um das System auch kinematisch zu kennzeichnen, be- 
darf es des ersten Postulates dieses Paragraphen. 

Ich will hinzufiigen, daB dieses meines Wissens bis jetzt in der 
Mechanik noch nicht behandelte System doch einen wesentlichen Unter- 
schied gegen die drei anderen zeigt: bei den drei andern Systemen kann 
die charakteristische dynamische Eigenschaft an einem einzelnen heraus- 
gegriffenen Flichenelement aufgewiesen werden; bei dem neuen System 
bedarf es zur Charakterisierung der ganzen Spannungsdyade. 





Man kann allgemeinere Systeme betrachten, welche die kinematischen 
Bedingungen der vorgenannten erfiillen, bei denen aber zu den oben 
mitcharakterisierten inneren Spannungen noch andere hinzukommen. 

Bei einem starren Kérper hat eine solche Hinzunahme keinen Sinn, 





*) Hamel, Die virt. Verschieb. in d. Mechanik. Math. Ann. Bd. 59. 
**) Hamel, Die Lagr.-Eul. Gleich. d. Mechanik. Z. Math. u. Phys. Bd. 50. 
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aus einer idealen inkompressiblen Fliissigkeit entsteht auf diese Weise die 
aiihe inkompressible Flissigkeit, zu dem Punkthaufen tritt das wirkliche 
physikalische System hinzu: der elastische und der plastische Kérper, 
sowie die kompressible Fliissigkeit. 

Fiir diese hinzukommenden inneren Spannungen miissen natiirlich 
Ursachen bekannt sein, denn sie werden im allgemeinen fiir die Bewegung 
nicht gleichgiiltig sein, wie die oben behandeltén inneren Spannungen. 
Will man aber auch fiir diese Kriifte Ursachen angeben, so kann man solche 
nur in der kinematischen Konstitution des Systems erblicken. Allerdings 
bestimmt die kinematische Konstitution die Krifte nicht vollstindig, diese 
treten z. T. als Unbekannte in die Newtonsche Grundgleichung (A) (Seite 8) 
ein. Derartige Krifte wollen wir dann Reaktionskréfte nennen. Alle 
andern Krifte sollen eingeprdgte Krdfte heiBen. Niéaheres dariiber im 
zweiten Kapitel. 

AuBerdem soll der Zweck des folgenden Kapitels sein, fiir die Mechanik 
der Systeme starrer Kérper einen neuen Aufbau zu geben. Ein solcher 
neuer Aufbau ist durchaus wiinschenswert, da die Abstraktion des starren 
Kérpers schon an sich gewisse Verletzungen unserer Axiome verlangt, 
wenn man mehrere sich beriihrende starre Kérper betrachtet, indem die 
Resultate dieses ersten Kapitels doch nicht wértlich, wenn auch in leicht 
zu modifizierender Form, iibertragen werden kénnten. 

Die Anderungen, deren die Axiome I bis VI bedtirfen, werden im 
folgenden § 1 angegeben werden. 

DaB dann unsere bisherigen Axiome die Mechanik des einzelnen 
starren Kérpers ergeben, ist klar, da wir Schwerpunkts- und Filachen- 
satz haben. 

Zur Begriindung der Systemmechanik bedarf es weiter noch der 
Einfihrung der Unterscheidung zwischen Reaktions- und eingeprigter Kraft, 
die im folgenden (Gruppe V und VII) gegeben werden soll. 


Kapitel 2. 
Begrindung der Mechanik starrer Kérper. 


§ 1. 
Aufstellung der Axiome. 
Die Axiome der Gruppe I, II, III mégen dieselben bleiben wie in 
Kapitel 1, mit folgenden Zusitzen: 


Es gibt Kérper, die sich bei der Bewegung dauernd kongruent 
bleiben, sogen. starre Kérper. Wir beschiiftigen uns hier ausschlieBlich 
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mit Systemen, die aus einer endlichen Anzahl solcher starrer Kérper be- 
stehen. Die durchgiingige Stetigkeit der Bewegung sei insofern auf- 
gehoben, als wir zulassen wollen, daB an der Beriihrungsstelle zweier 
Kérper endlich verschiedene Geschwindigkeiten herrschen kénnen. Um 
die Eindeutigkeit und Stetigkeit im Kérper zu retten, miissen wir jeden 
Beriihrungspunkt doppelt d.h. als zu beiden Kérpern gehérig rechnen. 
Durch die Voraussetzung der Starrheit oder durch die Annahme, daB die 
Teilkérper des Systems dauernd in Beriihrung miteinander bleiben — 
wobei noch ein Gleiten resp. Rollen oder Bohren als an sich méglich 
oder aber als von vornherein ausgeschlossen gelten kann —, oder durch 
die Festsetzung, daB einige der Kérper durch im absoluten Raume feste 
oder in bestimmter Weise bewegte starre Stiitzflichen an der Bewegung 
gehindert werden, sind der Beweglichkeit des Systems von vornherein 
gewisse Schranken gezogen. Den Inbegriff dieser Bewegungsbedingungen, 
oder was als das Gegenteil auf dasselbe hinauskommt, den Inbegriff 
aller Bewegungsméglichkeiten des Systems nennen wir seine kinematische 
Konstitution. 

Es ist bekannt, daB ein freier starrer Kérper sechs Grade der Freiheit 
besitzt, d. h. daB jedes in der Form 


E = £(G, G5, Way ** “> We) 


dargestellt werden kann, und zwar derart, daB diese Darstellung fiir alle 
Werte der qg und fiir alle @ regular ist und daB 


‘so 0% . 
ai ps aq 2 
identisch in @ nur verschwindet, wenn alle g Null sind. 


Diese Darstellung erhalten wir, wenn wir nach Lie aus der infini- 
tesimalen Transformation, welche der starre Kérper gestattet 


0% = dé + o(x—c)-¢, d¢ = be, 


die endliche Transformation herstellen. 
Wir erhalten so (mit =a, ¢=0 als Ausgangslage) 


E—b+a+ 04+) o(@a) += o(o@a)+---, 
oder in leicht verstindlicher Symbolik: 
z—-b+a+>' 2a) 7: 


4=l 


Nun ist aber 


Q, = (@-4) @ — wo, 


Q, = — w’Q,, 
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Q, = — a°Q,, 


Q, = — @'Q, usw. 


und somit 
z—b+a(i1—-jo'+ ZF ot—+--)) 
+0a(1—F o' + F ot—+--.) 
+@-@a(s— 4 at + 6, of ++), 
oder 


E=b+4coso@ + aa” + @(@-a) se. 

Nimmt man noch die drei Komponenten von } als 4q,, q., q3, die von @ 
als 4,, 4%, %, So erkennt man leicht die Richtigkeit der Behauptung. 
Darin besteht der Vorteil dieser Koordinaten vor den Eulerschen Winkeln 
oder den Rodriguesschen Koordinaten*), da® die vorstehende Formel fiir 
alle endlichen @ und @ regular ist, dabei den ganzen Bewegungsbe- 
reich umfaft, und daB z nur verschwindet fiir alle 4, wenn 6 und @ 
Null sind. 

Nun gibt bekanntlich**) die Bedingung, daB zwei Kérper sich be- 


riihren sollen, eine oder mehrere Gleichungen zwischen den 12 Koordi- 
naten g der beiden Kérper: 


AC Tey eee ths) 0, 
woraus fiir die Parametergeschwindigkeiten q eine oder mehrere Gleichungen 
der Art folgen: 
4,9, + M9, +--+ + O2%y = 9. 

Wird aber noch Gleiten, Rollen oder Bohren ausgeschlossen, so ergibt 
dies noch eine Reihe weiterer linearer homogener Differentialgleichungen 
erster Ordnung fiir die g, die im allgemeinen nicht integrabel sind***) 
(nicht holonom). 

Ist endlich ein Kérper gezwungen, auf einer festen oder in bestimmter 
Weise gefiihrten Fliiche zu bleiben, und ist eventuell auch das Gleiten, 


*) Ubrigens ist die vorstehende Formel im wesentlichen mit der Rodriguesschen 
identisch: man braucht nur 
i= — tg > @ statt @ einzufibren. 
**) Siehe z. B. die Darstellung bei Heun, Lehrb. d. Mech., I. B. Kinematik, 
S. 246 ff. 


**) Siehe z. B. Appell, Les mouvements de roulement en Dynamique (Scientia), 
vgl. auch den Zusatz von Hadamard. 
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Rollen oder Bohren ausgeschlossen, so sind die Bedingungen genau 
analoge: der Unterschied ist ja nur der, daB der stiitzende Kérper nicht 
mit zum System gerechnet wird und dab seine g, etwa q,,---,q,, als 
Funktionen von ¢ bekannt sind. Man erhilt somit Gleichungen der Form: 
4,9, + 9, +---+49,+9=9, 

wo g eine bekannte Funktion von 4q,,---,q@,, ¢ ist. 

Wir kénnen also so zusammenfassen: Man kann jede Lage des 
Systems durch » unabhingige Parameter darstellen 


E = E(G, Gy, ++) Mas b) 
derart, dab @ nur dann identisch in @ verschwindet, wenn alle qg dies 
tun. Zwischen den qg bestehen dann noch eine Reihe von Gleichungen 


D> fixtet9=9 Hv tl, v+2p—--,n). 
x=1 


Sind alle Stiitzfliichen fest, so verschwinden die g,, und # sowohl als die 
f,, enthalten ¢ nicht explizit. Das System hei®t dann skleronom (nach 
Boltzmann). Im anderen Fall nennt Boltzmann es rheonom; man kann 
vielleicht einfacher nicht-skleronom sagen. 

Noch eine prinzipielle Bemerkung: Im allgemeinen werden unab- 
hingige endliche Bedingungsgleichungen ebensolche unabhingige Glei- 
chungen fiir die qg ergeben. Es kann jedoch auch das Gegenteil vor- 
kommen, z. B. daB die endlichen Gleichungen gar keine Bewegung zu- 
lassen, die Gleichungen fiir die g dagegen wohl. (Beispiel: die gerad- 
linig ausgespannte Kette.) Solche Fille wollen wir prinzipiell aus der 
Mechanik starrer Korper ausschlieBen, da sie unendliche Spannungen er- 
zeugen, d. h. in Wahrheit die Fiktion des starren Kérpers unméglich machen. 

Azxiomgruppe IV soll auch dieselbe bleiben, nur mit dem Unter- 
schied, daB wir an einzelnen diskreten Stellen des starren Kérpers auch 
endliche Krafte & zulassen wollen, oder Kriifte, die lings einzelner Kurven 
stetig verteilt sind. Solche Krifte treten aber nur an den Beriihrungs- 
stellen zweier Kérper auf 

An Stelle von Gruppe V soll die folgende treten*): 


Gruppe V. Reaktions- und eingepriagte Kriifte. 


a) Es gibt Krifte, deren Ursachen ausschlieBlich in der kinematischen 
Konstitution des Systems selbst zu suchen sind, die also, sofern sie itiber- 
*) Die in Kapitel 1, Gruppe V ausgesprochene Unterscheidung zwischen iiuBern 
und innern Kriften soll natiirlich bestehen bleiben; sie ist hier nur nicht so wichtig, 
daB sie besonders aufgezihlt werden miibte. Die Newtonsche Grundgleichung (A) da- 
gegen bekommt hier eine etwas andere, wenn auch sachlich nicht verschiedene Fassung. 
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haupt vor Kenntnis des Beschleunigungsvorganges bestimmt sind, allein 
durch die obengenannten Bewegungsbedingungen verursacht erscheinen. 
Soleche Krifte sollen Reaktionshréfte heiBen, alle anderen aber ein- 
geprigte Kriifte. 

b) Eingepriigte Krifte sind entweder riumlich verteilte Kriifte, oder 
sie greifen an den Oberflichen der einzelnen Kérper an. 

c) Bezeichnen wir mit dk die Resultierende (geometrische Summe) 
aller auf das Volumelement dV wirkenden eingepriigten Kriifte, mit d? 
die Resultierende aller Reaktionskriifte, die auf das Element wirken, 
so ist 


ue = lim x7 (dk + d?). 


Sollte an der Stelle eine endliche Kraft & angreifen, sodaB k+dk die 
Resultierende der eingeprigten Krifte ist, so sei die Resultierende 
der Reaktionskrifte —k+d7, und es gelte wieder die vorstehende 
Gleichung. 


Gruppe VI. Axiome der Statik des starren Kérpers. 

Wir nennen zwei Kriftesysteme gleichwertig fiir den starren Kérper, 
wenn sie jedem seiner Punkte dieselbe Beschleunigung erteilen. 

a) Axiom der Verschiebbarkeit. Gehen die Angriffslinien einer 
Reihe von Kriften durch einen Punkt, so sind sie alle einer Kraft 
gleichwertig, die gleich ist der geometrischen Summe der genannten 
Krafte, und deren Angriffslinie ebenfalls durch den Punkt hindurchgeht. 

Daraus kénnen wir die Siitze tiber die Reduktion der Krifte am 
starren Kérper beweisen: 

Wir wihlen irgend drei nicht in einer Graden gelegene Punkte O, 0’, 
O” so, daB ihre Ebene keinen Punkt des starren Kérpers enthilt. Dann 
zerlegen wir die in einem Punkte X angreifende Kraft dk (resp. k) in 
drei Komponenten nach den Richtungen XO, XO’, XO”, was stets 
méglich ist. Auch ist das neue System der Komponenten dem alten 
gleichwertig, gemiB Axiom Vla. Jetzt setzt man die Krifte durch 0, 
0’, O” zasammen, so daB man drei endliche Krafte k, k’, k” erhilt, 
welche nach Vila dem alten Kriiftesystem gleichwertig sind. Man kann 
jetzt, nach bekannten Methoden, leicht zeigen, daB diese Kriafte noch auf 
zwei Krifte oder auf eine Hinzelkraft gleich der Summe aller Krifte, in 
einem beliebigen Punkt O angreifend, und auf ein Kriftepaar zuriick- 
gefiihrt werden kénnen, dessen Moment gleich der Summe der Momente 
der urspriinglichen Krifte in bezug auf 0 ist. 

Will man nun die Statik des starren Kérpers allein begriinden, so 
braucht man noch die Axiome: 
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b) Ein freier starrer Kérper ist sicher nicht im Gleichgewicht, wenn 
die Summe oder das resultierende Moment der Krifte nicht verschwinden. 

ce) Ein starrer Kérper ist im Gleichgewicht — d.h. er bleibt in 
Ruhe, wenn er sich augenblicklich in Ruhe befindet —, falls keine Kraft 
auf ihn wirkt. 


Gruppe VII. Uber die Druckkrifte, die zwei Kérper 
aufeinander ausiiben. 

a) Beriihren sich zwei Kérper in einem Punkte, so kénnen die sich 
beriihrenden Volumelemente Kraftwirkungen aufeinander ausiiben, die 
nach dem vorhergehenden stets als eine in dem Punkt angreifende Einzel- 
kraft und ein Kraftepaar aufgefaBt werden kénnen. Wenn die Beriihrung 
langs einer Kurve oder lings eines Flichenstiickes stattfindet, sind diese 
Kriifte, resp. Kriaftepaare, stetig lings der Kurve, oder stetig auf der 
Flaiche verteilt. 

b) Die Normalkomponente der Kraft ist stets ein Druck, d. h. auf 
denjenigen Koérper zu gerichtet, auf den sie wirkt, sie heibe der Normaldruck. 

Die tangentiale Komponente heiBe Gleitreibung, die normale des 
Kraftepaares Bohrreibung, die tangentiale desselben Rollreibung. 

ce) Der Normaldruck ist stets eine Reaktionskraft. 

d) Gleitreibung oder Bohrreibung oder Rollreibung sind dann und 
nur dann Reaktionskrifte, wenn Gleiten der Kérper oder wenn Bohren, 
d.h. eine Drehung der Kérper um die gemeinsame Normale der Be- 
riihrungsstelle gegeneinander, oder wenn Rollen, d. h. eine Drehung der 
Kérper um eine tangentiale Achse gegeneinander, von vornherein aus- 
geschlossen wird. (Siehe 8.377.) Die Reibungen mégen in diesen Fallen 
als haftende Reibungen bezeichnet werden. 

e) Es gibt jedoch fiir die haftenden Reibungskrifte (Momente) je 
eine obere Grenze, die verschwindet, wenn der Normaldruck an der Be- 
riihrungsstelle versch windet. 

Dieselben Axiome gelten fiir die Beriihrung eines Kérpers mit einer 
festen ruhenden oder in bestimmter Weise bewegten Fliiche. 

Wir sprechen jetzt das Axiom aus: 


Axiom VIII. Erstarrungsprinzip. 


Ein System ist dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn fiir 
jeden Teil desselben, also auch fiir jeden einzelnen starren Kérper, die 
Summe selbst und die Summe der Momente der eingepriigten Krifte und 
der fiuberen Reaktionskrifte, also derjenigen unter VII genannten Reaktions- 
kriifte verschwindet, die von nicht zu dem betreffenden Teil gehdrenden 
Kérpern auf ihn ausgetibt werden. 
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Das Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung brauchen 
wir nicht. Soweit es iiberhaupt fiir die Statik starrer Kérper Bedeutung 
hat, folgt es aus Axiom VIII durch Anwendung auf je zwei Kérper. 
Namlich es ergibt sich: Fiir die Reaktionen zweier Kérper aufeinander 
ist die Summe der Reaktionskrafte und ihrer Momente einander entgegen- 
gesetzt gleich. 

Ist die Beriihrung einpunktig, so folgt vollstiindig Newtons drittes 
Gesetz fiir die Reaktionskrifte, sonst nicht. Umgekehrt geniigt aber der 
vorstehende Teilsatz vollstindig als Ersatz fiir Axiom VIII. 


Erliuterung: Axiom VIII ergibt eine endliche Anzahl von Be- 
dingungsgleichungen, in denen aufer den eingepriigten Kriften nur die 
Summen selbst und die Summen der Momente der Reaktionen vorkommen, 
die die einzelnen Kérper und Stiitzflichen je aufeinander ausiiben. 

Eliminieren wir diese resultierenden Reaktionskrifte und Momente, 
so bleiben gewisse Bedingungen des Gleichgewichtes iibrig, in denen nur 
noch eingeprigte Krafte vorkommen. Auferdem haben wir médglicher- 
weise infolge VII b) eine Reihe von Ungleichheitsbedingungen. Wir 
wollen sagen, daB — sei es nun in der Ruhe oder in der Bewegung — 
irgend eine Krdftegruppe an dem System im Gleichgewicht sei oder sich 
aufhebe, wenn sie alle vorstehend genannten Gleichgewichtsbedingungen be- 
friedigt, soweit es sich um Gleichheiten, nicht aber um Ungleichheiten handelt. 


Axiom IX. Das D’Alembertsche Prinzip. 


Wiihrend der Bewegung eines Systems halten sich die Reaktions- 
kriifte an dem System das Gleichgewicht (im Sinn der vorstehenden 
Erlauterung). 

Axiom VII b) entscheidet dariiber, ob dabei die Beriihrung zweier 
Kérper aufrecht erhalten bleibt oder nicht. (Siehe § 4 dieses Kapitels.) 

Dieses Prinzip gilt auch fiir jeden Teil eines Systems, wenn man von ge- 
wissen kinematischen Bedingungen abstrahiert, wenn die aéuBeren Reaktions- 
kriifte, welche von diesen kinematischen Bedingungen herriihren, zu den 
eingepragten Kriften hinzugerechnet werden, und wenn natiirlich nur die 
fiir diesen Teil allein resultierenden dynamischen Bedingungsgleichungen 
beriicksichtigt werden. Wendet man das Axiom in dieser Ausdehnung 
an, so sagt man wohl auch, man habe den Teil ,,freigemacht“. 

Dieses Axiom geniigt vollkommen, um die Bewegung des Systems 
aus dem Anfangszustande (Angabe des Ortes und der Geschwindigkeit 
zu irgend einer Zeit) und aus der Gruppe der eingeprigten Krifte zu 
bestimmen. 


Es folgen insbesondere fir den freien, einzelnen, starren Kérper 
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der Schwerpunktsatz \ 
Sdmw® = Sk 
und der Momentensatz 
Sdmzw — Szk, 
wo unter den & die eingeprigten Krafte zu verstehen sind. 

Dieselben Gleichungen gelten auch fiir den starren Kérper, der 
einem System angehért, wenn zu den & noch die auBeren Reaktionskriifte 
gugerechnet werden. 

Was vorhin tiber das Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegen- 
wirkung gesagt wurde, bleibt auch fiir die Bewegung in Geltung. Eli- 
miniert man mit Hilfe dieses Prinzipes die Reaktionen aus Schwerpunkts- 
und Momentensitzen, so erhalt man die reaktionsfreien Bewegungsglei- 
chungen (die synthetische Methode). Im folgenden Paragraphen werden 
wir die analytischen Methoden besprechen. 

Noch eine Bemerkung sei erlaubt. 

Haufig wird in der Lehrbuchliteratur dem D’Alembertschen Prinzip 
eine recht unbefriedigende Fassung gegeben. Man spricht es oft so aus: 
Hat man eine Gleichgewichtsbedingung, so setze man an Stelle jeder Kraft 
die Differenz aus Kraft und Massenbeschleunigung, und erhilt so die 
Bewegungsgleichungen. Wé6rtlich genommen ist dieser Satz falsch, richtig 
ist er nur, wenn man Gleichgewichtsbedingungen mit ganz allgemeinem 
Kraftsystem nimmt und offen laBt, was man wihrend der Bewegung 
unter Kraft versteht. Dann aber ist der Satz wieder viel zu unbestimmt; 
wie man ihn oft anwendet, z. B. zur Gewinnung der elastischen Bewegungs- 
gleichungen, ist er nichts anderes als das Newtonsche Grundgesetz Gl. (A) 
(Seite 9), unter stillschweigender Ubernahme des Axioms der Symmetrie der 
Spannungsdyade, das fiir die Statik durch eine leichte Ausdehnung des 
Axioms VIII auf beliebige Systeme gewonnen werden kann. 


§ 2. 
Das Prinzip der virtuellen Arbeiten. 
Dieses wird uns einen expliziten Ausdruck fiir die in der Erliuterung 
za VIII des § 1 genannten dynamischen Bedingungsgleichungen geben. 


Es seien g,,---,¢, ™ Koordinaten, welche die Lage des Systems 
bestimmen, sodaB 


E = E(G, 41, Gas ** *» Ins 4) 
mit den Bedingungsgleichungen zusammen die kinematische Konstitution 
des Systems bestimmt. Dann definieren wir virtuelle Verschiebungen durch 


_ WI aR 
Oz “2 oa 64), 
=1 
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wo die dg, durch die Bedingungen beschrinkte, sonst willkiirliche (un- 
endlich kleine) Werte annehmen kénnen. 

Virtuelle Verschiebungen sind also zeitlose (8¢ = 0), bloB gedachte 
simultane Verschiebungen des Systems, die mit den Bedingungen des 
Systems vertriglich sind, d. h. wenn noch »—¥v unabhingige Bedingungs- 
gleichungen vorliegen: 


> finde t 9.=9, ((—v+1,v+2,---,n), 


k=1 


so sollen die dg den Bedingungen geniigen 


> fix9% = 9, ((—v+1,7+2,---,n), 
k=1 


sonst aber ganz beliebig sein. 

Ich behaupte jetzt, daB bei allen erlaubten virtuellen Verschiebungen 
die Reaktionen in ihrer Gesamtheit keine Arbeit leisten, d. h. daB 

SéF-d%=—0 

fir alle erlaubten dg. Den Beweis fiihre ich so, daB ich zeige, daB 
zuniichst bei irgend einer virtuellen Verschiebung eines starren Kérpers 
die Reaktionskrifte mit Ausnahme eventueller aiuBerer Reaktionskrifte 
fir sich keine Arbeit leisten, also auch nicht, wenn die Bewegungsfreiheit 
des Kérpers eingeschrankt wird. 

1. Fir einen freien Kérper ist bekanntlich nach Euler 

dz = 0 + JA(x—0), 

wo @ einen willkiirlich gewihlten Punkt des Kérpers angibt, 0¢,0@ aber 
beliebig sind. 

Dann folgt aus Ve 


Sdmw@ -d% = Sdk-dx+ Sd7F- dz. 
Es ist aber 
Sdk- dz = dé Sdk+6@-S(x—c)dk, 
analog Ree ha Ce ™ 
Sdm@ -d% = 6¢ Sdmw@ + 68- S(a—c)dmw. 
Nun ist aber nach IX 





Sdmw® = Sdk, 
Sdm(x—c)w = S(a—c)dk, 
also auch - 
Sdm@# - dz = Sdk- dz, 
und somit 


SdF-dz%=0. 
2. Zweitens zeige ich, daB die Reaktionen, die ein starrer Kérper 
von einer festen oder in bestimmter Weise bewegten Flache erfahrt, in 
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ihrer Gesamtheit keine Arbeit leisten. Dabei kann die Stiitzfliche ruhig 
als fest angesehen werden, da d¢~0O ist, d.h. bei der virtuellen Ver- 
schiebung die Stiitzfliche in ihrer augenblicklichen Lage zu halten ist. 

Nun leisten aber die Normaldrucke keine Arbeit, weil sie auf jeder 
Verschiebung ihres Angriffspunktes senkrecht stehen. 

Die haftende Gleitreibung leistet keine Arbeit, weil tiberhaupt das 
zugehérige 0% = 0 ist. 

Die haftenden Roll- und Bohrreibungen leisten keine Arbeit, weil 
die zugehérenden 3@ auf ihnen senkrecht stehen. 

3. Drittens zeige ich, daB die Reaktionen, die zwei Kérper des 
Systems aufeinander ausiiben, insgesamt keine virtuelle Arbeit leisten. 

Man kann die Bewegung des zweiten Kérpers in zwei Bestandteile 
zerlegen, die geometrisch addiert die ganze Verschiebung ergeben: die 
Verschiebung des ersten Kérpers und die relative Verschiebung des 
zweiten Kérpers gegen den ersten. 

Entsprechend zerlegt sich die Arbeit der am zweiten Kérper an- 
greifenden und vom ersten Kérper herriihrenden Reaktionskrifte in zwei 
algebraisch zu addierende Bestandteile. Bet der Relativbewegung aber 
leisten die Reaktionskriifte keine Arbeit, nach dem unter 2) Gesagten. 
Haben aber die gegenseitig ausgeiibten Reaktionskriifte die Summen 7, 
und *, und die Momente (bezogen auf irgend einen Punkt C, @ des 
ersten Kiérpers) R, und R,, so ist nach 1) die gesamte, bei der gemein- 
samen Verschiebung geleistete Arbeit 

(7, +¥,)-d¢+ (R, +R) - 04. 
Dieser Ausdruck verschwindet aber, da nach der Bemerkung iiber das 
Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung (VIII und IX) 
7,+7,=—0, R,+R, =0 
sind. 

Damit ist die Behauptung erwiesen.*) 

Fibrt man nun neue geschwindigkeitsbestimmende Parameter ein, 
indem man setzt 


= > fide + IGnsr (= HELM), Gags Ogi = 1, 
k=l 
wihrend man @,,@,,---,@, so als homogene lineare Funktionen der g 
wahlt, daB die @,, @,,---,@, linear unabhiingig voneinander werden: 


©, =>) fede (A= 1,2,---,»), 


“ SF oe ele k=1 


*) Ich bemerke nachtraglich, daB sich der vorstehende Beweis wesentlich bereits 
in einer Arbeit von C. Neumann, Sichsische Berichte 1887, findet. 
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bestimmt man weiter GréBen 6@, durch 


89,= > fie9d, 98,—> feb 4 


so erhalt man als die in der Erliuterung genannten expliziten Bedingungen 
des Gleichgewichtes die folgenden 

K, =Sdk-@,=0 (A=1,2,---,¥”), 
wo die @ definiert sind durch 


4=1 


Die Bewegungsgleichungen aber sind die sogen. Lagrange-Eulerschen 
Gleichungen 





a+1 
dJ, ~y cE “ 
> > B:,u,eIy—(35-) — Ki (4=—1,2,---,»), 
,g=l 


wo E= = Sdmv* die kinetische Energie (homogene quadratische Form 


VON @,, Wg, ***) M41), 


J, = = 
aa 
die Impulskomponenten, 
Bi, ne 
die Koeffizienten der Ubergangsgleichungen 
n+1 n+1 n+1 
doz —ddz = >’ 2,(d0o,—6d0,) — >” Ey > Bus rg 9%, a9, 
e=1 g=1 u,yel 
bedeuten, worin 
n+l 
dz => 2,0, 
A=1 
M%w=l, 66,,,=—90 


zu setzen ist. Die Werte fiir ,,,---@,,, sind aber erst nach der 
Bestimmung der J aus dem E in diese einzusetzen.*) 

Die Lagrange-Eulerschen Gleichungen entstehen aus dem D’Alembert- 
schen Prinzip in der Lagrangeschen Form: 


*) Siehe Hamel, Die Lagr.-Eulerschen Gleichungen d. Mech. Z. f. M. u. Ph. 
Bd. 50, § 5 und 7. Hamel, Uber die virtuellen Verschieb. i. d. Mechanik. Math. 
Ann. Bd. 59, § 1 und 2 und Schlu8 von § 3. Die L.-E. Gl. wurden zuerst von Volterra 
1898, Woronetz 1901 und Boltzmann 1902, fiir einen speziellen Fall auch von 
Poincaré (C. R. 1901) abgeleitet. 


Mathematische Annaien, LXVI. 25 














386 G._Hamet. 
Sdm i . 8% = Sdk - 62, 


die aus Ve in Verbindung mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten folgt. 
Die linken Seiten sind nichts anderes als die Faktoren der 0% in Sdmié-dx. 

Die Lagrange-Eulerschen Gleichungen stellen im allgemeinen 2zu- 
sammen mit den kinematischen 


n 
—_ = » | LP (A=1,2,---»), 
k=1 


> fixdet 9= 9 (c=mv+1,---,m), 
x=1 


n-+v unabhingige Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die » + v 
GréBen @,,---,@,, 4,***,%, dar; zufolge der bekannten Eigenschaften 
von FE kénnen sie nach den w, g aufgelést werden. (Genaueres dariiber 
siehe § 4.) 

Man kann auch wmgekehrt aus dem Prinzip der virtuellen Arbeiten 
und den Axiomen I bis V sowie VII die Axiome VI, VIII und IX zuriick- 
gewinnen, wenn man ihm die Fassung gibt: 

Auch fiir jeden Teil gilt das Prinzip der virtuellen Arbeiten dann, 
wenn man diesen Teil als frei oder teilweise frei beweglich ansieht und 
die entsprechenden iiuBeren Reaktionskrifte zu den eingeprigten Kriften 
hinzurechnet. (Das Schnittprinzip.) 

Denn man gewinnt sofort in bekannter Weise die Axiome VI und 
IX fiir den einzelnen starren Kérper und dann auch Axiom VIII fiir 
jedes Teilsystem, das aus mehreren starren Kérpern besteht. 


§ 3. 
Die Unabbingigkeit der Axiome. 
Die Unabhingigkeit der Axiomgruppen | bis V bedarf wohl kaum 
der Erérterung. Dab die Axiome VI und IX unabhingig sind, zeigt ein 


Beispiel, das dem im ersten Kapitel behandelten analog ist. 
Man setze fiir einen starren Kérper an: 


mit*=—Sdk, Sdmaw =—Sadk—2SDav, 


wo die dk die eingeprigten Krifte, D einen willkiirlich zu wihlenden 
Vektor bedeuten. Man erhialt natiirlich gemiB Ve 

—2/ Dav=f cdr. 
Nimmt man an, daB D in der Ruhelage nicht verschwindet, so sind die 


Axiome der Gruppe VI nicht erfiillt, verschwindet aber D in der Ruhe- 
lage, jedoch nicht in der Bewegung, wihlt man z. B. 
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wo Fy ein an jeder Stelle willkiirlich gewihlter, im Kérper fester Vektor 
ist, so sind die Axiome VI erfiillt, IX (das D’Alembertsche Prinzip) 
aber nicht.*) 

DaB Axiom VIII oder der ihm fquivalente Teil des Prinzips der 
Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung nicht abhiingig ist von den 
anderen, erkennt man leicht so: Man setze fiir je zwei starre Kérper 
eine positive Verhiltmiszahl 2, ,+ 1 fest, derart, daB 4, ,- 4, , = 1 ist, 
und bestimmt jetzt, daB fiir die beiden Normaldrucke N, und N,, welche 
die Kérper an der Beriihrungsstelle aufeinander ausiiben, ebenso aber 
fiir die haftende Reibung die Relationen gelten 

N,4,.+ Nya, = 0. 

Die 4 kénnen von irgend welchen physikalischen Eigenschaften der Kérper 
abhiingen, z. B. von dem Verhiltnis ihrer Massen. Man erhilt z. B. 
eine widerspruchsfreie Mechanik — sofern die konventionelle Mechanik 
dies ist —, wenn man jede eingepriigte Kraft und die spezifische Masse 
durch die gesamte Masse m des entsprechenden Kérpers dividiert und 
nun den Kérper in seiner Beziehung zu anderen Kérpern so behandelt 
wie einen Kérper der Masse 1, auf den die eingeprigten Kriifte = dl; 
wirken. Man erhilt dann eine Mechanik, in der alle Axiome bis auf 
Axiom VIII erfillt sind. 

Uber die Axiome VII ist dagegen noch einiges zu sagen; sie sind 
nicht véllig unabhingig. Nehmen wir z. B. an, daB sich ein einzelner 
starrer Kérper auf einer festen Ebene bewegt, die er stets in einem 
Punkte beriihrt, wihrend er sonst frei gleiten, rollen und bohren kann. 


Der eine Normaldruck an der jeweiligen Beriihrungsstelle ist dann die 
einzige fiuBere Reaktionskraft. 


DaB er aber Reaktionskraft ist, ist hier beweisbar. 


Denn die Bewegung des Kérpers ist nach § 2 durch die eingeprigten 
Krafte vollstindig bestimmt. 


Schreiben wir aber den Schwerpunktsatz fiir die Richtung senkrecht 
zur Ebene hin, so bekommen wir 


N=mi — X, 
wo & die Schwerpunktsbeschleunigung des Kérpers senkrecht zur Ebene 


bedeutet, X die entsprechende Komponente der eingeprigten Kriifte. 
N bestimmt sich also vollstiindig aus der Bewegungsgleichung, denn 


*) Die verschiedenen Beweisversuche D'’Alemberts und’ anderer Autoren (vgl. 
VoB, Encykl. IV 1) sind also falsch. (Siehe Einleitung.) 


26° 
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x ist ja vollig bekannt, N kann also keine anderen Ursachen haben, als 
die kinematische Konstitution des Systems, N ist somit eine Reaktions- 
kraft. Dasselbe wird in allen den Fiillen gelten, wo die Reaktionskriifte 
durch unsere Prinzipien hinterber bestimmbar sind. In allen anderen 
Fallen (statisch unbestimmte Systeme) trifft das jedoch nicht zu, in diesen 
sind die Axiome Vilc,d unabhiingig. Man kénnte z. B. festsetzen, dab 
fiir jedes System und irgend eine Gruppe von Kriiften dF 


Salar? 


ein Minimum werde, unter Beriicksichtigung der Axiome I bis IX, wobei 
die 4 irgendwelche positive, mit dem Ort verinderliche Funktionen dar- 
stellen, die von den Eigenschaften des Volumelementes abhiingen. 

Diese Eigenschatten wiirden somit auch als Ursachen der d¥ auf- 
treten, diese also keine Reaktionskrifte sein. 

Dab es statisch unbestimmte Systeme gibt, ist wohl so bekannt und 
einleuchtend, dab es nicht nétig ist, dies hier nachzuweisen. 


§ 4. 
Die Widerspruchslosigkeit der Axiome. 


Die kinetische Energie E des einzelnen starren Kérpers ist eine 
definite quadratische Form der g. Man kann die qg, wie oben (Seite 376 
und 377) angedeutet wurde, so wiihlen, daB alle g (und alle #) unterhalb 
einer angebbaren bestimmten Grenze bleiben, wenn man weib, dab EF 
unterhalb einer solchen Grenze bleibt. Dasselbe gilt natiirlich fiir jedes 
System, bestehend aus einer endlichen Anzahl von starren Kérpern. 

Von den Bedingungsgleichungen betrachten wir nur die voneinander 
unabhiangigen. Schreiben wir sie, sofern sie nicht schon als nichtholonom 
von vornherein diese Form haben, als lineare Differentialgleichungen 


> fixtet 9,=9 (c=mr+1---m) 
x=1 


und nehmen wir die Differentialgleichungen der Bewegung in der Lagrange- 
schen Form so, daB die zu den obigen Bedingungsgleichungen gehéren- 
den ReaktionsgréBen N, (s=v+1---m) (Lagrangesche Multiplikatoren) 
darin vorkommen, d. h. eliminieren wir keine q oder g aus FE, so erhalten 
wir ein System von n+n—v=—2n—vy Gleichungen, linear in den 
2n —v Unbekannten g,---g, und N,,,---N,. 

Die » Lagrangeschen Gleichungen sind unter diesen 2n —v jedenfalls 
linear unabhiangig, nach dem was oben iiber E gesagt wurde. Sind nun 


die Bedingungsgleichungen in der obigen Form auch voneinander unab- 
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hingig, so lassen sich die Lagrange-Eulerschen Gleichungen bilden und 
mitsamt den Bedingungsgleichungen nach der und qg auflésen. 

Trotzdem aber die endlichen Bedingungsgleichungen voneinander un- 
abhingig sein sollten, kann es doch geschehen, daB die Gleichungen 
>f.,.4.+ 9, = 9 fiir singulire q voneinander abhiingig werden.*) (Siehe 
die Bem. Seite 378.) 

Sei z. B. die letzte Bedingungsgleichung fiir gewisse Werte der Varia- 
beln g von den andern abhingig. Wir kénnen also annehmen, daB die 
f,,, und g, fiir gewisse q verschwinden. 

Nun ist jedenfalls die virtuelle Arbeit der Reaktionskriifte zwischen 
den einzelnen starren Kérpern 


OA, = Nhe = > de > Nifuye: 


Seien die Reaktionskriifte zwischen den Kérpern durch 7 bezeichnet, so 


ist andererseits 
= Ss a, Y. 02 
3A =S7 62 = D84.87- 77 
* 


somit 
. & _ Se, 
S* C4, -2 Nifux 
s=r+l 
Sollen also die ¥ endlich bleiben, so miissen jedenfalls N,,,---N,_, und 


N° f,,, dasselbe tun. 

Da aber das Prinzip der virtuellen Arbeiten auch an der singuliiren 
Stelle (wo f, ,, 9, Null sind) gelten soll, so muB sogar N,/f, , verschwinden. 

In den Lagrangeschen Gleichungen stehen nun die Nf, ,. 

Lai&t man also an der singuliiren Stelle die letzte Bedingungsgleichung 
einfach fort und setzt N,/,,—0, so hat man genau den Fall, als ob die 
letzte Bedingungsgleichung nicht da wire; man kann die Beschleunigungen 
wieder eindeutig bestimmen. 

Wenn also ¢ zunehmend oder abnehmend gegen die Zeit konvergiert, 
zu der sich das System an einer singuliiren Stelle befindet, und dabei 
N,,,°**N,-1 gegen eine endliche Grenze gehen, die N,f,, aber gegen 
Null, so bedeutet die singulire Stelle keine Ausnahmestelle, d. h. die 
Bewegung ist auch weiterhin eindeutig bestimmt. Denn mit den N be- 
rechnen sich ja die q auf jeden Fall eindeutig. 


*) Den Fall, daB sie sich widersprechen, kénnen wir a priori ausschlieBen, da 
man leicht nach derselben Methode, die im folgenden angewendet werden soll, zeigen 
kann, daB dann die von den gegebenen Fiihrungen ausgehenden Reaktionskriifte un- 
endlich werden. 
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Wenn sich aber die N nicht so verhalten, so kénnen nach obigem 
die ¥, die Reaktionskrifte zwischen den Kérpern, nicht endlich bleiben. 
Diesen Fall aber miissen wir wohl sachgemiS aus der Mechanik der 
Systeme starrer Kérper ausschlieBen. (Siehe die Bem. Seite 378:) 

Lassen wir also diesen Fall beiseite und machen wir nun die Voraus- 
setzung, daB die eingepriigten Kriifte als reguliire Funktionen des Ortes, 
der Geschwindigkeiten und der Zeit, also der g, und ¢ gegeben sind, 
daB sie also insbesondere nicht mehr von den Reaktionskriiften abhingen, 
so gibt es nach den Existenzsiitzen iiber Differentialgleichungen jeden- 
falls eime und nur eine Bewegung, die gegebenen, méglichen Anfangs- 
bedingungen geniigt. 

Wir kénnen noch zeigen, daB die Bewegung fiir alle Zeiten regular 
bleibt, wenn wir noch die weiteren Voraussetzwngen machen: dab die 
Krifte fiir alle endlichen Orte, Zeiten und Geschwindigkeiten regulir 
bleiben, daB sie in zwei Gruppen zerfailen, so daB die Kriifte der ersten 
Gruppe ein blob vom Orte abhingiges Potential [” haben, dessen Absolut- 
wert stets unterhalb einer bestimmten endlichen Grenze U, bleibt, die 
anderen Kriiften aber Widerstandskriifte sind, die in ihrer Gesamtheit 
negative Arbeit leisten. AuBerdem sei das System skleronom, eine Voraus- 
setzung, die bei geniigender Erweiterung des Systems immer als erfiillt 
angesehen werden kann. 

Denn dann gilt bekanntlich der Energiesatz 


E+U+V=h, 


wo h eine Konstante, — V die stets negative Arbeit der Widerstands- 
krifte bedeutet. Daraus folgt nun 


E<h-U<h +, 


d. h. E bleibt stets endlich. 

Daraus aber folgt nach dem zu Anfang Gesagten, daB alle Kinzel- 
geschwindigkeiten endlich und jede einzelne unterhalb einer endlichen 
Grenze bleiben. Und daraus folgt wieder, daB die ganze Bewegung stets 
regulir bleibt, daB sich insbesondere auch in endlicher Zeit das System 
nie ins Unendliche verlieren kann, und daf die Bewegung bei Anniherung 
an einen bestimmten Zeitpunkt nie unbestimmt wird.*) (Das Gegenteil 
wiirde nimlich tiber alle Grenzen wachsende q nach sich ziehen.) 


*) Siitze, die sich auf allgemeinere Systeme beziehen und die Rolle gewisser 
Singularititen dartun, siche in Painlevés Stockholmer Vorlesungen (1895) Seite 541 ff. 
Das von Painlevé auf S. 574 gegebene Beispiel widerspricht nicht unserem obigen 
Satze, weil bei dem Beispiel weder U unterhalb einer endlichen Grenze bleibt, 
noch auch E oberhalb einer solchen, wenn die q es tun. 
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Dagegen fiihkrt die Mechanik der Systeme starrer Korper in zwei 
Punkten aif Schwierigkeiten: 

1. Beim Auftreten nicht-haftender Gleitreibung stéBt man, wie Pain- 
levé*) gezeigt hat, auf Widerspriiche, wenn man die Coulombschen 
Gresetze als richtig annimmt. Man ist also jedenfalls nicht mehr frei in 
der Annahme iiber eine eventuelle Abhingigkeit der eingepriigten Kriifte 
von den Reaktionskriften. 

2. Das Axiom der Undurchdringlichkeit kann verletzt werden, d. h. 
es miissen, um die Verletzung dieses Axioms doch zu verhiiten, Stof- 
prozesse mit plétzlichen Geschwindigkeitsiinderungen zugelassen werden, 
deren Behandiung aber nicht im Bereiche der Mechanik starrer Kérper 
verlangt werden kann. . 

Wir sehen daher von diesen Méglichkeiten hier des weiteren ab. 

Im iibrigen ist dann die Widerspruchslosigkeit dargetan, wenn noch 
gezeigt worden ist, daB man die Reaktionskrifte, soweit sie itiberhaupt 
bestimmbar sind, als reguliire GréBen berechnen kann und insbesondere, 
daB der Normaldruck an zwei Beriihrungsstellen stets wirklich als Druck 
bestimmt werden kann, oder dab, wenn die Rechnung unter Beibehaltung 
der Beriihrungsbedingung einen negativen Druck ergeben wiirde, eine 
Bewegung méglich ist, bei der die Kérper sich trennen. 

Der Beweis fiir diese beiden Behauptungen soll jetzt noch geliefert 
werden. 

Zuniichst bestimmt sich aus der Gleichung Ve 


dmv = dk + dF 


fiir jeden Punkt die Resultierende aller Reaktionskrifte d* in bestimmter, 
regulirer und eindeutiger Weise. (Wir machen andauernd die Voraus- 
setzung, daB die dk als reguliire Funktionen des Ortes, der Geschwindigkeit 
und der Zeit angesehen werden kénnen und nicht ihrerseits von den 
Reaktionskriften abhiingen.) 

Jetzt zeigen wir, daB eine regulire Bestimmung der zwischen den 
einzelnen Kérpern wirkenden Reaktionen méglich ist. 

Es gibt fiir die q gewisse Bedingungsgleichungen, die ausdriicken, 
daB eine relative Normalverschiebung, ein relatives Gleiten oder Rollen 
oder Bohren ausgeschlossen ist. Die zugehérigen Bedingungen fiir die 
virtuellen Verschiebungen lassen sich stets auf die Form bringen 


68,,,=9, 09,,.=U,---. 


Sie selbst dagegen lauten 


Or41 + Ira. = 9,°°°- 


*) Painlevé, C. R. t. 121, 140 und 141. 
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Zu jeder solchen Bedingung gehért eine bestimmte Reaktionskomponente 
(resp. ein Moment), allgemein mit N,,, bezeichnet, wenn wir voraus- 
setzen, dafB durchwegs das Prinzip der Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung erfiillt ist, was wir ja bei dieser Betrachtung tun diirfen. 

Wir wollen nun unter den Bedingungsgleichungen uns ein System 
von unabhingigen heraussuchen und alle N gleich Null setzen, die nicht 
zu diesen gehéren. 

Jetzt aber leisten die N nur bei den ihnen zugehérigen Verschiebungen 
6@ Arbeit u. zw. die Arbeit 

N, 4199, 425 
aber bei keiner anderen; denn es ist klar, daB der Normaldruck und die 
Gleitreibung nur bei den ihnen zugehérigep Verschiebungen Arbeit leisten, 
desgleichen die Roll- und Bohrreibungen. 

Heben wir nun eine Bedingung auf, fiigen statt dessen die zugehérige 
Reaktionskraft als eingepriigte Kraft hinzu und wenden das Prinzip der 
virtuellen Arbeiten an, was wir tun diirfen, so erhalten wir eine neue 
Lagrange-Eulersche Gleichung, auf deren dynamischer Seite das N,,, 
additiv vorkommt, wiihrend alle andern Glieder eindeutig durch die 
Bewegung bestimmt sind. 

Wir kénnen also jedes N,,, als regulire Funktion von Ort, Zeit 
und Geschwindigkeit berechnen, wenn wir eine geeignete Anzah] unter 
ihnen Null setzen. 

Endlich soll jetzt gezeigt werden: da® sich entweder die Normal- 
drucke wirklich als Drucke berechnen lassen, oder daB, falls dies nicht 
zutrifft, eine Bewegung miglich ist, bei der die Kérper sich an den 
momentanen Beriihrungsstellen abheben und der Normaldruck gleich 
Null ist, wie es dann natiirlich sein muB, wenn die Beriihrung anf- 
gehoben ist. 

Es bedeute speziell 


M.2t Iii =, resp. 63..:=0 


r+i 
die Bedingung einer Beriihrung. Man kann dann festsetzen, dab 
63,,,>0, resp. @+42+941>0 
eine Trennung der Kérper an der Beriihrungsstelle, 
69,,,<9, resp. @,,,+9,4,;,<90 
ein gegenseitiges Eindringen, also auf jeden Fall eine unmigliche Be- 
wegung darstelle. N,,, > 0 bedeutet dann einen wirklichen Druck, denn 
dieser leistet bei einer gedachten Trennung positive Arbeit. 
Nun lautet die zugehérige Lagrange-Eulersche Gleichung: 
CE ad 
Ga? ,, dt (@, 4; + 9,42) + Gl = Ny4a) 
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wo die Gl. unter der Annahme, dab o,,,+9,,, augenblicklich noch 
Null ist, bekannte GréBen sind. 

Er . : aie 
ie, ist sicher positiv. 


Wenn nun keine Trennung stattfindet, also 


42+ I4,=9 
N+ = Gi. 


Ist Gl. >0, so ist der Satz bewiesen. Ist aber Gl.<0, so ist es 
méglich 


bleibt, so ergibt sich 


N 


v+2 


= 0 
und ree : 
ia. dt (@,4:+9%43) =— GL>O0 
zu setzen, so dab 
O44 oe Ivrea 
gréBer als Null wird, so daB also eine Trennung eintritt. 

Damit wiire der Satz bewiesen, wenn nicht noch zwei Einwendungen 
za widerlegen wiiren: 

1. Es kénnte sein, daB die Trennungsbewegungen durch andere 
Bedingungen unmdglich gemacht werden, die wir im Vertrauen auf die 
Zulissigkeit der Bedingung 

63,,,=—0 


weggelassen haben. ee 


2. Es ist denkbar, daB gleichzeitig bei Aufhebung einer Beriihrangs- 
bedingung, also bei einer Trennung, noch andere Bewegungsbeschriankungen 
fraglich werden, daB wir also nicht allein 6#,,,+ 0 annehmen diirfen 
und @,,,+9,4,%9, sondern gleichzeitig noch eine Reihe anderer Be- 
schrinkungen aufheben miissen. 

Diese Bedenken aber lassen sich leicht in folgender Weise beheben: 

Ist Gl.<0, eine Trennung aber durch andere Bedingungen nicht 
méglich, so lasse man 0#,,,—0 fort (denn es gibt ja andere gleichwertige 
unabhingige Bedingungen), setze N,,,— 0 und operiere mit einer anderen 
gleichwertigen Bedingung. Diese sei J#,,,,—0 mit @,,,+9,,, = 9. 
Es bedeute wieder 6#,,;,,>0, @,,, +9,4, >0 eine mégliche Trennung. 
Nun muB aber unter Beriicksichtigung der anderen Bedingungen sein: 

6@,,,, = Adt 


wo A irgend ein nicht verschwindender Faktor ist*), und dieselbe Relation 
muB fiir die @,,,+9,425 @47 +9, 4x gelten. 


v+i' v+A? 


*) Auf verschwindendes A sind die Ausfiihrungen zu Anfang dieses Paragraphen 
anzuwenden. 
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Ist nun A> 0, so ist eine Trennung miéglich, ist aber A< 0, so 
ist sie unméglich. 

Nun lautet die Lagrange-Eulersche Gleichung fiir ,4 7: 

— 
Dabei ist aber vermége des Umstandes, daB die linke Seite gleich dem 
Faktor von d@,,,7 in S(dm@—dk) - 67 ist, diese linke Seite das A-fache 
der linken Seite der Gleichung fiir N,,;. 

Ist also A > 0, die Bewegung also wirklich méglich, so ist auch GI’. 
negativ und @,,,+49,,; Wachst, wenn N,,,,—0 gesetzt wird. Ist aber 
A<0, die Bewegung also unméglich, so ist Gl’.>0 und N,,,,>0, 
wihrend dauernd @,,; + 9,,,; = 0 bleibt. 

Lassen beide Bedingungen die Bewegung gleichzeitig zu, ist aber 
gleichzeitig noch eine dritte aiquivalente da, so wird die SchluBweise ent- 
sprechend fortgesetzt. Damit ist der erste Punkt erledigt. 

2. Das zweite Bedenken ist so zu beheben: MuB man gleichzeitig 
auser der Bedingung J%,,,—=0 noch die Bedingung d#,,,,, = 0 ete. 
fallen lassen, so nehmen die hinzukommenden Lagrange-Eulerschen Glei- 
chungen die Form an 


d d , . 
A at (@,,,+943) + Bi (@, £241 T9e4i41) s ele Gly = N, 4a) 


d, ,d fs ' : 
BF (41+ 941) + Ca, (@, 241 t% eager) toot Gl, = N31, 
wo 

Rss, 

B, C, --- 


die Koeffizienten einer reguliren positiv definiten homogenen quadratischen 
Form sind (nach den Eigenschaften von £). 

Nehmen wir zunichst den Fall an, daB es sich um lauter Bedingungen 
des gegenseitigen Beriihrens handelt, daB also die N alle Normaldrucke 
selen. 

Dann ist zu zeigen, dah sich entweder alle N positiv bestimmen 
lassen, wihrend alle Ableitungen der w+ y verschwinden — was offen- 
bar nur méglich ist, wenn alle Gl. positiv sind —, oder daB sich eine 
Reihe von N als positiv bestimmen lassen, die anderen als Null, wihrend 


die zu den ersten N gehérenden = (@ +g) verschwinden, die zu den letzten 
N gehérenden aber positive Werte annehmen. 


Der zu beweisende Satz ist also offenbar mit folgendem algebraischen 
Satze identisch: 















Grundlagen der Mechanik. 
Man kann ein Gleichungssystem 
yy Ty + Myg%y +--+ +4,,7, =), +H, 
Ag, % + Mgg%y + - ++ + Oy, %, = d, + yy, 


Any % + 4,92 + 2 + Ann®, —_- b, + Yn» 
wo 


+ (28 +--+ + ya?) = F 


eine regulire positiv definite Form ist, wihrend die b beliebige gegebene 
reelle Konstanten sind, stets so auflésen, daB eine Anzahl der x ver- 
schwinden, die andern aber positiv sind, wiihrend die der ersten Klasse 
der x entsprechenden y nicht negativ sind, die andern aber verschwinden. 
(Dem «, ,,entspricht* y,, usw.) 

Beweis: Beschrinken wir uns auf den Bereich nicht-negativer x, so 
hat die Form 

G = F—bd,2,—b a —---—b,2, 

jedenfalls in diesem Bereich ein Minimum. Es kann sein, daB dieses 
Minimum im Innern des Bereiches liegt; es kann aber auch auf dem 
Rande liegen, d. h. es kénnen einige x verschwinden. 

Nehmen wir an, daB z,, x,,---,2, verschwinden*) — wo aber auch 
vy =0 sein kann —, so muf fir das Minimum gelten: 


aG aG aG | 
Oa, 41 7 Oa, 49 3 Ox, _ 
0G 0G 
(sa)... =. gers Ga).,.---2n0 5° 


Nun sind aber diese Ableitungen eben unsere y und damit ist der Satz 
bewiesen. 

Es kann ferner nur eine Lisung geben, so daB das mechanische Ge- 
schehen eindeutig bestimmt ist. 

Denn die Gleichungen G = const. bedeuten aihnliche und ihnlich-ge- 
legene ellipsoidartige Mannigfaltigkeiten (n—1)** Dimension, d. h. M,_, 
zweiten Grades mit Mittelpunkt, die tiberall konvex sind. In dem gemein- 
samen Mittelpunkt nimmt somit G ihren bedingungslos kleinsten Wert 
an; liegt er im positiven Bereiche der Variablen, so gibt er allein auch 
die Lésung unseres Problems. Liegt er aber auBerhalb des positiven 
Bereiches der x, so gibt es ein und nur ein kleinstes unter den ,,Ellipsoiden“, 
das gerade noch Punkte mit dem Bereiche gemein hat, da die ,,Ellipsoide“ 


*) Es bedeutet dies offenbar keine Beschrinkung der Allgemeinheit, da sich 
die «, a, b, y umnumerieren lassen. 
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der Schar sich einschlieBen. Die gemeinsamen Punkte liegen jetzt nattir- 
lich auf den Grenzen des Bereiches, es kann aber nur einen geben, denn 
sonst gehdrte die Verbindungsstrecke zweier gemeinsamer Punkte dem 
positiven Bereiche an und auch dem Innern des ,,Ellipsoides“, wo G kleinere 
Werte hat, entgegen der Annahme, daB es sich um das kleinste Ellipsoid 
handelt, das Punkte mit dem Bereich gemein hat. Damit ist auch diese 
Behauptung erwiesen 

Wenn nun Gleit-, Roll- und Bohrbedingungen dabei sind, so modi- 
fiziert sich die Sache in folgender Weise: 

Wenn eine Beriihrungsbedingung aufgehoben wird, so miissen offen- 
bar auch gleichzeitig die zugehérigen Gleit- ete. Bedingungen aufgehoben 
werden, denn es bestehen fiir deren N obere Schranken, die mit ver- 
schwindendem Normaldrack selbst verschwinden (Axiom VIlc). Im all- 
gemeinen freilich werden diese Grenzen schon vorher tiberschritten, dann 
nimlich sicher, wenn die entsprechenden Gi. nicht verschwinden. Ein 
gleichzeitiges Aufhéren der Gleit- etc. Bedingungen mit der entsprechen- 
den Beriihrungsbedingung wird also nur dann stattfinden, wenn die ent- 
sprechenden Gi. Null sind. 

Somit verindert sich der zu beweisende mechanische Satz in folgen- 
der Weise: 

Mit einem Normaldruck verschwinden gewisse andere N gleichzeitig 
und zwangsweise. Dafiir aber sind die den letzteren entsprechenden (+!. 
Null, auch besteht keine einzuhaltende Zeichenvorschrift fiir die zugehdren- 


den ; ;(@+g). Der modifizierte algebraische Satz heiBt dann so: Wenn 


in dem Gleichungssystem einige b verschwinden, beispielsweise b,, b,, ---, b,, 
so kann man stets ein Lésungssystem finden, sodab y,, y,,-~-, y, ver- 
schwinden, 2,, 7,,---,2, beliebige Zeichen haben, wiihrend die anderen x 
und y nicht negativ sind und zwar derart, daf jedes verschwindet, wenn 
das zugehérende andere nicht Null wird. 

Zum Beweise betrachten wir das sicher existierende Minimum der 
Form G im Bereiche 

— 0 £4, %,,°++,%, S00, OSS, 415°5 5 My QO. 

Von den letzteren mégen z,,,, 2,9, °°: £, (v2*+1) verschwinden an 
der Minimalstelle, die anderen nicht. Dann ist 








6G 6G eG 

~ =~*% 9s o%, 
aun 2G 

ao <0, i= S9,---, so <0, 
“+1 x+p Y 

eG oG aG 
= "a. Re 
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Da diese Ableitungen gleich unseren y sind, so ist der Satz bewiesen. 
Es gibt hier natiirlich wieder eine Lésung. 

Auch hier kénnen zunichst unberiicksichtigt gebliebene Bedingungen 
das Loslésen der Kérper verhindern. Diesem Umstande begegnet man 
durch analoge Betrachtungen wie vorhin, wo es sich nur um eine Be- 
dingungsgleichung handelte. Man beachte nur wieder, daB die neuen 
Lagrange-Eulerschen Gleichungen aus den alten durch dieselbe lineare 
Transformation hervorgehen wie die neuen Bedingungsgleichungen aus 
den alten. 

Ich will bemerken, daB den vorstehenden Satz im wesentlichen bereits 
A. Mayer und E. Zermelo®*) fiir den speziellen Fall eines Punktsystems 
mit Hilfe des Prinzips vom kleinsten Zwange bewiesen haben. 

Wolite man den Beweis der Widerspruchslosigkeit fiir den starren 
Kérper nach den in Kapitel I aufgestellten Axiomen fiihren, so miiBte 
noch gezeigt werden, daB die Gleichungen 

pw=%+V-A 
gestatten, wenigstens ein A zu bestimmen, das die Randbedingungen erfiillt. 
Dieses Problem an sich ist unbestimmt, d. h. es gibt sicher unendlich viele 
Lésungen, und bietet zu wenig Interesse; da es iiberdies durch die Unter- 
suchungen und Existenztheoreme K orns (Miinchener Berichte) und anderer 
iiber elastische Koérper**) miterledigt wird, sei hier nicht weiter die 
Rede davon. 


Briinn, im Mai 1908. 
*) A. Mayer, Siichsische Berichte 1899. 


E. Zermelo, Gittinger Nachrichten 1899. 
“*) Literatur siehe in dem Encyklopidieartikel von Tedone IV 24. 











FP. A. Dart’ Aceva. 





Sulla integrazione delle equazioni di Hamilton-Jacobi per 
separazione di variabili. 


Di 


Francesco Aurgetio Dati’ Acqua a Mantova. 


Introduzione. 


Lo Stickel poneva, anni sono*), il problema: ,,Sotto quali condizioni 
Vequazione di Hamilton-Jacobi 


(py, Das ++» Pui Bry Ug + + +) Ly) = Cost. 
ow 
(Pu = 9a; 3 h=1,2,...,9) 
sia integrabile per separazione di variabili, quando la H corrisponda ad 
un problema dinamico coi legami indipendenti dal tempo.“ 
Indicando in tal caso la forza viva con 


1 Do Pa. (x — 5%) 
2 , rg raters — dt 


n 
2 
ds? = > ra Ore t, A2,, 
1 


egli assegnava sotta forma esplicita le condizioni per la possibilita del 
problema in generale, ma egli pote risolvere il problema soltanto nel caso 
che il ds sia l’elemento lineare di uno spazio riferito ad una n?™ orto- 
gonale, sfruttando abilmente il fatto che l’integrale generale W deve con- 
tenere m costanti arbitrarie. 

Anni dopo**) il Levi-Civita ricavava ingegnosamente in altra forma 
pid comoda queste condizioni, e risolveva il problema nell’ ipotesi che 
le a,, dipendano solo dalle variabili coi medesimi indici. Inoltre esauriva 
completamente il caso di due sole variabili, gia trattato dallo Stackel in 
modo esauriente***), ma forse non altrettanto semplice. 


e posto 


*) P. Stickel, Habilitationsschrift, Halle 1891, e inoltre: Math. Ann. Bd. 42 
(1898), p. 587, Paris C. R. 121 (1895), p. 489. 
) T. Levi-Civita, Math. Ann., Bd. 49 (1904), p. 383. 
***) Math. Ann., Bid. 35 (1889), p. 91. 
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Io riprendo ora il problema per ricavarne direttamente tutte le con- 
dizioni di possibilita, e per darne la soluzione completa per 3 variabili. 

Ritrovo cosi il caso ortogonale dello Stickel, in cui le superfici di 
ciascun sistema sono tagliate da quelle degli altri due in congruenze iso- 
terme di Liouville: ritrovo il caso del Levi-Civita in cui le superfici 
coordinate sono superfici di traslazione. Trovo infine altri due tipi: un 
primo tipo con una famiglia di superfici sviluppabili; un secondo tipo con 
una famiglia di superfici tra loro applicabili, e le altre due appartenenti 
ad un sistema triplo ortogonale, applicabili sopra superfici di rotazione, 
e intersecantisi lungo le deformate dei paralleli. 

Riassumo qui i quattro tipi, indicando, come sempre in seguito, con 
lettere latine minuscole munite di un indice le funzioni della sola variabile 
corrispondente a quell’ indice. Nel seguito*) designerd con lettere latine 
maiuscole munite di un indice, le funzioni che non dipendono dalla corri- 
spondente variabile; con lettere minuscole munite dell’ indice zero, le 
costanti. 


Ecco i quattro tipi: 
3 
(1) ds* ->. (a,a, + bb, + ¢,¢,) dz, da, 
(superfici di traslazione, tipo del Levi-Civita). 
(Il) ds* = (a, + Qle, + 2b,) daz + (mga, + 2m,e, + bs) dxi + daz 
+ 2(m,a, + 1b, + (1 + 1, my) ¢s) da, dx, 
+ 2(¢, + m,7,) dx, da, + 2 (l,¢, + @3) da, dx, 
(le superfici 2, = cost. sono sviluppabili). 


(Il) ds? = a ((l? + ¢, — &) daz + (mi + ¢, — %) dad + da? 

+ 2l,m, dx, dx, + 2m, dx, dx, + 21, dz, dz,| 
(le 2, = cost. sono applicabili l’una sull’altra, le z,— cost. e 2 = cost. 
appartengono ad un sistema triplo ortogonale, sono applicabili sopra 
superfici di rotazione e si tagliano lungo le deformate dei paralleli). 


5 3 

dz? 
“ dst = x. " r oe 
(IV) 8 Dine Get) Qielicee= aa ) 


(le superfici di ciascun sistema vengono tagliate da quelle degli altri due 
in congruenze isoterme di Liouville. Tipo dello Stickel). 


*) Eecetto che nel Cap. I. In ogni caso indicheremo poi con a il discriminante 
della forma ds’. 

**) Qui e in seguito si intenderanno equivalenti gli indici congrui fra loro in 
modulo 3. 
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Cap. L 
Il problema nel caso generale, 


§ 1. Il problema messo in equazione. 
HT (9, Pe» ++ +> Pai Xa» La» > - +9 Bq) ™ he 
sia l’equazione di Hamilton-Jacobi (dove p, = rae ;h=l1,3,...,%). 
A 


Come @ noto*), perch questa sia integrabile per separazione di 
variabili @ necessario e sufficente che sia 
@H@H @H @H@H @H  @HOH @H | @HOH @H _ 
CP, OP, Ox,0%, Op, 6%, CyOx, Cx, Cr, Opyoa, ' Oa, Ox, Op,OM, 
dove h-+-k e dove i valori iniziali delle p devono rimanere arbitrari. 
Se H corrisponde ad un problema dinamico coi legami indipendenti 
dal tempo, e U ne 2@ il potenziale, e 


r-+>,, G,.X, Be 


ne @ la forza viva, avremo, posto H+ U = 


(1) K= tot 
1 


(dove le a” sono i coefficenti della forma reciproca a 27). 

L’ integrabilita della equazione di Hamilton-Jacobi per separazione di 
variabili richiede allora che sieno sodisfatte identicamente (per ogni valore 
iniziale delle p), le equazioni: 

q) @KeK #K _@KOK #K _OKOK OK ,oKOK OK _ 

OP, OP, Cx,0a, Cp, Ox, CYOx, ~ 6%, Cp, Op,yeu, * Ox, Ca, OPO M : 
(ll) éK@K #®U _@K @K @U_@K @K 00 

OP, OP, OL,O, OP, CXAOP, OX, CP, OX_OP, Ox, 
_@K peKeu +k er)- 0, 
Op, Op, LOx, da, + OX, OX, 
aK oUuaoUu alll 
OP, OP, Ox, dx, 
(in tutte queste h + k).**) 


§ 2. Le equazioni (I) in forma esplicita. 


Sostituendo per le derivate di K i valori che si ricavana dalla (1) 
si da alle @) agevolmente la forma 


5 ( Confr. T. Levi-Civita, Op. cit. p. 385. 
**) Confr. T. Levi-Civita, Op. cit. p. 386. 
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(h) De P DP anges Ee _ ra Se FS _ on 


0%, 0a Ox, Om, Om, Om 
1 éa'r®) Catt 
— qi» 
+ 2 - Ox, “Om |= 0. 


Perch® questa sia sodisfatta per ogni valore iniziale (arbitrario) 
delle p, conviene sia nullo il coefficente di ogni gruppo distinto p,p, p,p,, 
cioe la somma dei termini che si ottengono dal termine generale di (I,), 
eseguendo tutte le possibili permutazioni degli indici r,s,¢,u. Avremo 
cosi un gruppo di equazioni dipendenti da tali indici, oltre che dah e k. 
Moltiplicando ciascuna delle equazioni che cosi si ottengono, per il corri- 
spondente a,,4,,4,,4,,, © sommando rispetto ad r, s, t,u, si avra il gruppo 
equivalente*) 

(I,) Eoh [ere P33 + Ev P3 + Qitu] + Eon [Eek Pui + Eve Pit + Qetv 
+ or [Eon P33 + Qi.) + Bak [Ega P+ Qiu] + Ex Osu + vz Qree 
a*® pe o 04,, 04,, da, v + 0a, da Gey da, vy 945, 
Ox, Ox Cx, Ox, py Oa, z= ta 
da 0a,,, 
da, v _@ tT % t — 

+ Ox, Ox, + = ae =| 9 
1 per p=q 
0, p+q’ 


Ga,, 0a da,, Ga, da,, 0a 
ies (Al) pale ot lo FQ _tt «ee 4 
eur >. E 0x, + 0x, Om% + Ox, ot |; 
inoltre abbiamo indicato con dis l’espressione 


a © %o ’ ve ee rg 0a,, 04,4 =) . 
~~ a 10,00, “res - 7. _ P a Oa, O@, 3 Ox, Oxy 


§ 3. La trasformazione delle (Iz). 

Attribuiamo a 9, 6, t, v tutti i possibili valori (tr, v+h*); inten- 
deremo anche diversi da A e k tutti i valori di quegli indici di cui non 
diremo espressamente il contrario). 

Consideriamo le equazioni che si ottengono da (I,) nel modo e nel- 
Yordine seguente: 

Gli indici prima assumano un solo valore, poi due, quindi tre, e infine 


dove abbiamo posto ¢é,, -| 


*) Ricordando le S a”? a =e, e quelle che se ne traggono per deriva- 
; ae ‘ : 
zione 1* e 2*. Osservando inoltre che la simmetria della formole rispetto ad h e k 
e rispetto ad r,s, t, w ci ha permesso di supporre tr, v+h. 
Mathematische Annalen. LXVL 26 
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quattro valori distinti. Poscia sia g@ =k e gli indici rimanenti assumano 
un solo, poi due, quindi tre valori distinti, poscia 9 =-o—k, e t,v 
assumano prima valori eguali, poi valori distinti: in fine sia gp=o—1t—k. 
Poi sia ge = h,o =k, et, v assumano prima valori eguali, poi valori 
distinti. Finalmente sia 9 = h, 6 = +t = k. 

Otteniamo cosi una serie di equazioni tali che in ciascuna di esse i ter- 
mini possono venir raggruppati nei due membri (eccetto che nella prima, 
che @ monomia) in guisa che debba esser nullo (tenendo conto della 
prima e delle altre successivamente trovate) o l'uno o Valtro membro. 
Dovranno cosi annullarsi ambedue dando luogo ad equazioni semplicissime 
di primo ordine che si riassumono nei tre tipi 








Ga, 64a,, 
qed or’ @ st 
(A) 6 x, om, %, 
6a, 
A (sh) 04 a“ 
(B) 0%), a" Ox, 0, 
! qn? 1 ab | = 
(C) i ‘(>. 7 fede ad Cm, 9, 
e dando inoltre luogo ad equazioni, meno semplici, di secondo ordine dei tipi: 
0*a,, (rs) éa,, Ga, , e4,, =) 
(D) ta, 0a, 2 - (se @x, + Oa, Om 
seek 
éa,, NI da éa da 
“ qr) _t* tu (oa) __ 24 
+ Cx, 2° 02 + Ox, a" dx, 0, 
C7 4,, _ (64,,0@,,  6a,, ba,, 
(ra) ao 
(E) Ox, 0a, - 2 Ge xt, Ox + CX, =) 
soek 


Cte ST gon 20en 1 Man wn? 
+ OX, _ Ox, 2 dx, 2 a 
A queste dovremo aggiungere quelle che si diamiae dalle (1,) facendovi 
@=h, r=v—=—k, e una volta 6 =k, Valtra 6 =h: 


a*a,, éa,,0a,, 
; — a’’®) - 
(F) Ox, 0 x, a Ox, Ox, 





pe 
0a, » é éa,, Oa, rey rk 
+ Fs, >" "ta, + oy or" a4, = % 
(G) O*a, » ar” G rh 4, 4 ar =) _ 1 Oy, ae” 2 0a,, 
02,02, Ox, Ox, + Gx, Ox, 2 Ox - % 





rah 

sok 

ie : a’®) 8a, , OG,, 4 ue mes 
2 Cx, 4 ir oa, * Ox, Ox, 
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In tutte queste ((A),..., (@) (tenendo conto nelle (C) delle ultime 
equazioni che si ottengono da (I,) perr ge = 6 =r = v =k) abbiamo posto 
r, r @ designare indici qualunque +h, s a designare un indice +k, e 
t, u a designare indici + h, k. 


§ 4. Le condizioni per il potenziale. 


In modo simile potremo trasformare le (II) e (III). Ponendo per le 
derivate di K i loro valori, le (III) si scrivono immediatamente 


ay @U0U _ 
(a) we” 5n, Im 0, 
e le (II) assumono la forma 
0?U x) Ga"? OU dat” OU 
(rh) gle’) - on a@*) —__ 
y PrP. pla ‘@ Ox, Om, 0a, Oa, “Oa, ox, 





da" aU , date 
at**) - ie Gs Y 
+3 ( 0a, Om + Om, ca) 0. 


Perché queste valgano per ogni valore delle p, dovra annullarsi il coefficente 
di ogni gruppo distinto p,p, Avremo cosi un gruppo di equazioni dipen- 
denti dagli indici r, s, oltre che da h, k. Moltiplicando per il corrispon- 
dente fattore a,,a,, e sommando rispetto ad r ed s, otterremo il sistema 
equivalente:*) 


aU eu ca, oe] aU ea, , 
= é (ray 9 whe (sk) __ #4 
for |e Ox, Ox, + Ox, >," Oxy + €or Ox, Sa OX), 


aU da, aU ba @U da, 
att: (sh) _ a) ee vie 2 ee F 
+ fox Ox; >.4 am li Ox, + CX, ne] 0 
Facendo in questa successivamente 9, 6 +h, k; 9p =k; op =6=—k; e=—h, 


6 =k, con una osservazione analoga a quella del § precedente, ricordando 
la (a), si ottiene 


0U da 

(Ak) rr’ a , * 

(b) oS Ta 0 (r,r +k), 
a U da a, 

-4 <" pr 
da 
d avy © me: at) . =] = 
@) LD, ae, | ~% 
f a? U a U a - @ U (rh) 04a,, es 
(e) 0a, 02, + Ox, ‘ ta Om - oO Va, 


Non @ necessario far notare che le equazioni da (A) a (G@) equi- 
valgono alle (I), quelle da (a) ad (e) alle (II), (Ill). 


*) Anche qui la simmetria della formola originaria ci dispensa dal porre o = h. 
26* 
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; Cap. Il. 
Il problema in tre variabili. 
§ 5. Le nostre formole nel caso di tre variabili. 


I coefficenti a,, della forza viva si potranno riguardare come coeffi- 
centi di una forma differenziale quadratica 


3 
ds? = > a,,dz,dz,, 
: r,s 


dove ds indichi l’elemento lineare di una varieté con tre dimensioni. 


Distingueremo nella nostra trattazione i casi in cui i gruppi di 
derivate 
da, ¢ 


r’ , o4a,, , F Oy , , 
ge, (HN; Ze @se+2); FE Gt +3): 


Xs 





1° siano tutti identicamente nulli; 2° due soli siano identicamente nulli, 
mentre almeno una derivata del terzo sia +0; 3° uno solo sia identi- 
camente nullo, mentre almeno una derivata per ciascuno degli altri due 
sia +0; 4° nessuno dei tre gruppi sia identicamente nullo, sia quindi 
+0 almeno una derivata per ciascun gruppo. 


Il caso del Levi-Civita. 


7 


Sia 
04, 9 « , 
(1) a, =0 (per h=1,2,3 e r,r +h), 


da cui a,,—/(z,), e scegliendo opportunamente i parametri 2,, 2, Z: 
(1’) a,,=1. 
Le (G) si riducono alle 
07 a,, 


e. . (rs) 
C2, OX, ° 


da,, éa,, me 
2, Ox, 
sek 


E facile riconoscere che il primo membro di questa @ il simbolo 
del Riemann a,, ,,, che risulta quindi nullo. E pur facile riconoscere 
che anche gli altri simboli del Riemann (con tre indici distinti) sono nulli, 
e se ne trae che la varieté @ applicabile sullo spazio euclideo. Indicando 


CON ¥;, Ye, Ys delle coordinate cartesiane ortogonali di questo, si pud 


scrivere come @ noto 
3 . 
= ; =——? 
ve h O%, Ox, 
1 
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da cui, osservando che sono identicamente nulli i simboli del Christoffel, 
si ha 





a: o 
pa ie LCA =0 (r, s, ¢ qualunque), 
e poiché on 
[| —-ve40 ote 
dovra essere 
o*y, 
6x, 0x, 

Avremo dunque 





= 0 (s, ¢ qualunque). 


Oo”, (a) 
va, 


.dove le b, sono funzioni di z, soltanto (con i nostri particolari parametri 
sara anche, per le (1’), >, ob!” = 1), e 


3 
A h 
a, — > ww. 
1 


Il ds* assume la forma del tipo I dell’ introduzione: le «, = cost. sono 
evidentemente superfici di traslazione. 


Cap. III. 
Tl secondo caso. 


§ 6. Una prima integrazione. 
Non tutte le 


da r’ , 
Fe (hr +8) 
siano nulle, mentre valgano ancora tutte le 


‘ 6a,, / , da 4 ’ 
(1) Ca, = 0, (8,5 = 1), ia, = 0, (t, ¢ + 2). 


Le formole risulteranno percid simmetriche rispetto agli indici 1, 2. 
Le (C) danno*) (per h=3, k=1) 


(2) a") Va=—P,:s,, e la simmetrica: a Va = Q,: 8, 





*) Osservando che per le (1): 


e a) 8%, _ 1 any Cay, _ log Ya 
P 


ox, 2 Cx, Ox, 





per h=1, 2. 
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Dove con s, indichiamo per comodita una funzione che determine- 
remo pid avanti. 
Le (E) (ancora per h = 3, k = 1) danno 


, da ; a in, 
(3) Ve’, a®?) = = U,, e simm. Va p air?) x = Vp. 


Moltiplicando le (E), (F), (@) (fattovi k = 1, h = 3), rispettivamente 
per a@®, a), a5) e sommando si ha 


é* log Va an 0* log Va 





Da, de, », @& simm. dz, da, =0, 
e integrando (approfittando della s,, fino ad ora indeterminata) 
(4) Va = Ry s,. 


Le (G@) (h=3, k=1) danno 


= 77 da,. 
(5) Ya Zz, a?) a = W,:s,, e simm. Va pos av?) = = Z,:8;, 


3 Ls 


ed anche (per h= 2, k = 1) 
av Bap: am 2Gys\) _ 
ea, (Va Le. ” oz, a a) 0, 


e, con una prima integrazione, 


6) J aya} —o Fs, 
e la simmetrica. 

Indicando con £ una funzione indeterminata, le nostre equazioni da 
(1) a (5) si possono serivere, al pid mutando il parametro z,: 
(1) Gy = Ag; yy By; Gyg—1; a= C,; a,— Dy; ay—8, 
(2) EC, = RP, + D,B,; ED, = RQ, + C,A;, 
(B, — 0,2) @ +(0,D,—§) 2 —R,U,, 
(3’) \ 1/02, OX, 

6 CA , 
(A, — Dy?) 5 + (C,D, — &) 53" — BV, 

(dove in U,’ e V,' abbiamo indicato una somma di termini indipendenti 
rispettivamente da x, e da 2,), 


(4) (B, — C,*) (A, — D,*) — (C, D, — §)° = 8,7 R,’, 
éD, ; +, OC, » 
(B, — C,?) & + (€,D, — §) dx, R, W,; 


(6) 
(4, —D,*) 52 + (CD, — 8) Ft = Bids. 
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Eliminando § fra queste ultime e le (2’), e confrontando (il coeffi- 
cente di R, risulta una volta indipendente da z, e una volta indipendente 
da 2; lo indicheremo — con ni 


(5”) aS+a3 = Bah. 


1 02, 


Sommando questa con la prima delle (3°) e sottraendovi la prima 
delle (5') moltiplicata per 2C,, e infine integrando: 


(3”) C, D, —-§= R,(B, a C,’) (A, i I,), 
e la simmetrica 

(3") C,D, — § = Ry(A,— D,*) (K, — My), 
dove 


oH, _2C,W,—U,'—t, 
OX, i (B, — ¢,*)* 





e lanaloga per K,, e dove L,, M, sono le funzioni arbitrarie introdotte 
dalla integrazione. Eliminando & fra le (3”) e le (2’) 


D, > R,(C, DL, + Wy), 
C, = R,(D, My+ Z,'), 


dove W,’ @ una somma di termini indipendenti da z,, e similmente Z,’. 


(2”) 


§ 7. Scelta dei parametri e delle funzioni L;, M;. 


Se osserviamo che mutando il parametro z,,(z,) la Ya viene molti- 
plicata per una opportuna funzione della sola z,, (7), e poniamo 
Ri-o=%, F fe. 


m= %=0 
vediamo che @ sempre possibile scegliere i parametri z,, 7, in guisa che 
R;, (Va = Rys,) si muti in 


%,=0 =o, 


Ryt 


Ty": 
Se indichiamo ancora questa espressione con R,, avremo 
R,.0= 1, R,.0= 1*), 
qualunque siano i valori rispettivamente di «, e 2,. 
Riguardo alle funzioni arbitrarie L,, M,, potremo supporre 
T,.9=9, M,..=°. 


*) Sarebbe veramente R = 1 all’ annullarsi del primitivo parametro, cui corri- 
sponderebbe per il nuovo un valore costante k,; ma disponendo opportunamente di 
una costante additiva nella funzione che da il nuovo espresso per il vecchio para- 
metro, si pud supporre k, = 0. 
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Infatti, ove fosse L,_»=1l,, M,,.9=m,, basterebbe includere /, 
ed m, rispettivamente in H, e K,. 
Se poi scriviamo (come faremo in seguito) 
Ligh, Mig = mg, 
avremo 


M 


2,=2,=0 


Leen L 


Queste osservazioni ci saranno utili nei §§ seguenti. 


=0, m = 0, 


z= 7,=0 =0~ 


§ 8. La determinazione di R;. 


Ritorniamo alla equazione (6) e alla sua simmetrica, e cerchiamo 
col loro aiuto di determinare [,. 


La (6) per le (1’) assume la forma 


é (¢,D,—&)\_ 4,—D,* 


éz,| Rk, I R,? “yy 
e per le (3”) (fattovi x, = 0) 
F,=—m, (m,’ = <™) 
da cui la (6) sotto la forma 
, @ jO,D,—&) on un int ae. 
(6 ) On, | R, | Ms R,? 


Eliminando dapprima la funzione del 1° membro fra questa e la 
(4°); con una derivazione rispetto ad x,; (ricordando che insieme con la 
(6°) vale la sua simmetrica) otteniamo 
(6”) clog R, i | 

C2, C2, R, 
E d’uopo notare che insieme con questa debbono valere le 
Ri-om1, R,, 


Distinguiamo due casi. Se /,— cost (e, per uma osservazione gia 
fatta, 1, = 0), la (6”) si integra immediatamente: R, = p,q,, da cui, 
per z,=0, 


»=1. 


l=poq, ¢ Ry =p, p= Rio iF 
Se non sono costanti né /,, n@ m,, potremo considerare R, funzione 
di 1,, m, e serivere la (6”) sotto la forma 
on a*R, aR, éR 
(6") Fs Sk Gm, — Gi, Jw, +1 = 


valendo insieme con questa le 


(7) Rie=i, 8 


b m,=0 


=1. 
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Per risolvere il sistema procediamo nel modo seguente: Le (7) 
valgono rispettivamente per ogni valore di m, ed 1,: sara percid 


7 oR) _» (eh 
(i ) Ga... 0, (Fr Jane 7% 
per queste la (6”"), fattovi 1,—0, da 
oR 
Lar =... atte. 
che integrata rispetto ad m,, porge 
é 
[Ge a = Ms os hg. 





Ma per m,=0 questa e le (7’) danno h, = 0; sara quindi 


e" G.--+. 


Derivando prima una volta, poi due, poi tre, e cosi di seguito, la 
(6) rispetto ad 1,, fattovi poi 1, = 0 e integrando rispetto ad m,, tenuto 
conto delle (7) e delle loro derivate, si ottiene facilmente 

~~ 
Loar Rus ae ° 

Queste mostrano che alla funzione R, considerata come funzione di 
1, ® applicabile lo sviluppo del Mac-Laurin: per esse, per le (7) e per la 
(7"), R, assume la forma 


per p>l. 


R, =1—1m, 
che comprende la R, = 1 del caso precedente. 


§ 9. Le formole risolutive. 


Siamo ora in grado di determinare le funzioni a,,. Le (2”) per 
t,=0, «2, = 90, rispettivamente, danno 


D, = lc, + wy, C, = my’, + £5*), 
e per 4,—4,=—0, wy=— 0, 2% = Cs, @ quindi 
yy = Dy =lyeg + 053 yg = C, = Cy + yey. 
La (4’) per le (3”), fattovi z,=—0, da 


: 2 
(4”) B, a= C,;? = (ds _ @,*) (ks 7 ms )* + a, = a”? 
se @ anche 2, = 0, 

(8) tg = b, — €5°— (dy — 6%) ey”: 





es I a, — 0 
*) Posto, al solito, (C,),-9=%,» (Ds), 20= é,- Seguiremo anche nei casi 
analoghi questo metodo di notazicne. 
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pure per z,=—2,=0 le (3”) danno (posto & _,_. = és) 
(9) C303 — €, = (a, — 25") k, = (b, —c,*) hy. 

Tenuto conto di queste la (4”) da 

ay, = B, = m,2a, + 2m,e, + by. 
Simmetricamente avremo 
@,, = A, = a; + 2l,e, + 1,7b,. 

Inoltre per le (8), (9) la (4) (ricordando R,;=1—J1,m,) da 
facilmente 

§ — C.D, = + [(a,— 75”) m, + (0, — 057) 1, + (€; —¢54,) (1 +1,m,)], 
e, poiche queste, fattovi z,—«,—0, mostrano che si deve assumere il 
segno superiore: 
Ay, = § = asm, + 5,1, + e,(1+1,m,), 


e il ds* assume la forma che gli abbiamo data nella introduzione. 
Osserviamo anche che si pud scrivere 


dz,—dz,+m,dz,, dz,=—l,dz,+dz, 


(perché i secondi membri sono differenziali esatti). Allora il quadrato 
dell’ elemento lineare delle superfici 2, = cost. prende la forma 


ds,* = a,dz,? + bydz,? + 2e,dz,dz,, 


con i coefficenti costanti. Le superfici 7, cost. sono dunque sviluppabili. 


Cap. IV. 
Il terzo caso. 
§ 10. Una osservazione preliminare. 
Prima di procedere innanzi ci proponiamo di dimostrare che se due gruppi 


04a,, sa 


éa ; 
oe, (r, rh), G2, (88 +k), 





non sono identicamente nulli, @ nullo il corrispondente a”. 
Supponiamo, per fissare le idee, h = 1, k — 2 e ammettiamo per il 
momento che possa essere a‘ + U. 
Le (A) danno 


(1) Gtr (ri), 8 = 0 (542), 


Ox, 
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da cui, scegliendo opportunamente il parametro z,, a,,=—1. Le (C) 


danno allora 
(pi) C4ps _ > (p2) 24ps 
>.# Ta, 0, of Oa, 0. 


Se poniamo inoltre 


>> av) Gaps —< 6 log « 
p Oa, da, ’ 
(dove « @ una opportuna funzione che possiamo supporre +0) e molti- 


plichiamo questa equazione per a,,, e le precedenti rispettivamente per 
0 uAs, ts 


4,,, %, € sommiamo, otteniamo — O: ma per k=3 (a,,—1) @ 
0a 0 : 5 
ba, =vV, per cul | 

as, 

ia, 0. 


Queste e le (1) integrate danno, al pii mutando i parametri z,, 2, 
Qyy=&, Aye =, Ayg = 1 
(rappresentando con « ed y lo zero o unita). 
Le (C) danno anche luogo ad altre due equazioni, che facilmente si 
integrano, e danno, posto aa?) — 1(+ 0), 
A,=P +447; dy =— yr t+pa; ay enti. 
Il confronto delle (F), (@) (per h = 1, k = 2) da allora 
Oqgh* Op,a* _ 
ja, oa, ~” 
che si pud scrivere 


Stn. 5Se. Wg. 
0%, O02, 
Questa, insieme con le (1) condurrebbe alle 
64,,) , \ 
la 0, (7, 1h) 


per h = 1 oppure per h = 2, contro le nostre ipotesi. 
Sara dunque a) —0, come volevamo dimostrare. 


§ 11. Il terzo caso. 


Sia ' 
0a, 
(2) Ga, 9 (tt +3), 
mentre non sia identicamente nullo il gruppo delle 
da 


rr’ 


Gz, (+ ?}) 
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e neppure identicamente nullo il gruppo delle 


é4,, , 

Oa, (s, s’ + 2). 

Sara allora (V. § precedente) a®® = 0. 
Dalle (C) abbiamo 


(pr) 2472 _ 1 jas) O45 _ > (p2) 24ps _ 1 (98) 245 _ . 
>,* oa, 3 @ oe 0, -* om, 74 Cay U0: 





per le (2) possiamo anche scrivere 


> ae Gap, 1 a™® Oa,, _ GlogYa 
» 2, 2 Ons dz, 


Moltiplicando questa per a,, e le due precedenti rispettivamente per 
@y,, %,, @ sommando otteniamo le 


9 £ =e | — fap 0 ys 
62,\Va} Ya 0% 
che integrate danno 
ty = A, VaCy, Oy, = By VaC,, ay, = ay; 
per questa la a@®) — 0 da anche 


Le (B) si riducono alle 


>’ ae2) “es _ 9 > qv "ns _ 9 
Pp oe, Pp Ox, 


da cui, integrando e ricordando le precedenti, al pit mutando i para- 
metri 2,, 2, 


Q,=eaC;, Gy—yaC,, a,—aC,, a.—ena,. 
Risulta allora che anche a @ funzione indipendente da z,, e potremo 
porre aC, = H,. 
Poiché anche a@,, @ @ , sono per le (2) indipendenti da x,, potremo 
porre anche 


a,, = E, + ¢H,, a,, = Fy + 4H, 


(E,, F, +0 perché tali a®, a@). Allora le (D), (E), (G@) si riducono 
all’unica (per h = 1, k = 2): 


“ 


Ft.» oe d log F, 


a4 93 
(3) jada, + te, tn t+ te 3 7: 
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Per questa le (F) si scrivono (h = 2, k = 1 e viceversa) 


o*logE, _ d* log F, __ Glog E, 0 log Fy 
Ox, Ox, 02,0", “Oa, oa, 





La prima di queste integrata, da, introducendo una funzione ausiliaria G,, 
E,—p,°G,H;,, F,=4¢*,G, Hs. 
Per queste la seconda e la (3) assumono rispettivamente la forma 


o*G, Hy _ a*G, —0 
Ox, Ox, ? On, Ox, 





e, integrando, 
G, H, — a, — by, G, = ¢, — ¢. 


Dall’ insieme delle formole sopra scritte, mutando nuovamente i para- 
metri, scrivendo J, in luogo di = m, in luogo di A ricaviamo 
1 3 


P a, —b, 

ay, = (4, — )(L+— a5); Ay, — (a, — b,) (1+ -™*5)5 yy = * —t 
—&, —b, b, 
12 = 1, m, My a a my ash =F 


Il ds* assume allora la forma datagli nella introduzione. Osserviamo 
anche che il ds* relativo alle superfici x, — cost. @ indipendente da z,, 
dunque tali superfici sono applicabili l’una sull’ altra. 

Posto 

l, dz, + mdz, + da, = dz 


(il primo membro @ un differenziale esatto) il ds* della nostra varieta 
assume anche la forma 7 


dz* 

=a) 

quindi le superfici z,, z,, 2 appartengono ad un sistema triplo ortogonale. 
Il quadrato dell’ elemento lineare assume sulle superfici ¢ = cost. la forma 


di Liouville: quello delle x, = cost., e delle 2, = cost. si riduce facilmente 
al tipo 





= (a, — by) [aa,? + dz, 





du? + E(u)dv’. 


Per ambedue i sistemi di superfici le « = cost. (paralleli di una superficie 
di rotazione) sono le linee z, = cost. z,— cost., il che giustifica la nostra 
asserzione di pagina 399. 
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Cap. V. 
Il quarto caso. 
§ 12. Il caso dello Stickel. 


Nessuno dei gruppi we (r, r+ 1), = (s, 8’ + 2), ns (t, +3) @ 
identicamente nullo. Come abbiamo dimostrato nel § 10, avremo allora 
a™®) — a) — a) — 0; le superfici coordinate costituiscono allora un 
sistema triplo ortogonale. 

Siamo dunque nel caso dello Stickel, che lo trattd elegantemente 
(per » qualunque) tenendo conto delle costanti che entrano nell’ integrale 
completo della equazione di Hamilton-Jacobi. 

Le nostre formole generali condurrebbero con tutta semplicita alla 
osservazione che le superfici di un sistema sono tagliate da quelle degli 
altri due in congruenze isoterme di Liouville*); ma non sembra altret- 
tanto semplice ottenere l’espressione dei coefficenti del ds* della nostra 
varieta: né conviene ricercarla con fatica, quando con tanta semplicita ed 
eleganza pote per altra via ricavarla lo Stickel. 

La soluzione data da questi si pud scrivere 


| "1 Ve Ys 
| i & 4 
| Pr Ps Ps 


Ga+1 Wn+2 
| Past Pass 


dove numeratore e denominatori sono diversi da zero. Allora, al pit 
aggiungendo, come @ lecito, alle ultime righe di essi le penultime molti- 
plicate per un opportuno k,**) potremo supporre gli elementi di tale 


~~ 


*) Le (F) danno facilmente, con una integrazione, 


Glog a, , saga ie wits @ log @, , saa B 
“aie | ili, amen ies a 
h 


Cx, 
Per queste le (D) con una integrazione danno 


Angi — Boge = 41041 ge = Meeng2 Pag 
e per x, = cost.: 


Gyo Ong = Fag ng ngs nee nee Mee 
Questa mostra che, al pil mutando i parametri, il ds} assume la forma di 
Liouville. 
**) Basta che k, non sia soluzione di nessuna delle equazioni 
Whe + Pp=O (h—1,?, 8). 
Cid & possibile perch? ciascuna di esse non ammette pid di una soluzione. 
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ultima riga tutti diversi da zero, ed anche (dividendo ogni colonna per 
elemento dell’ ultima riga e mutando i parametri convenientemente) porre 
P= Pp=Pp= +1. 

Sara, come nella introduzione: 


1, Gs — Gs) + 124s — %) + 7s Gs — %) 


a,, => 
h 
. GW+1— Mee 





Per xz, = cost. abbiamo facilmente 


a js on, Teen So. Saree 
Gq — % GW — Is % — % GW — %% 


che mutati i parametri, da al ds,? la forma di Liouville; analogamente 
per 2, = cost., 4, — cost. Cid giustifica il nostro asserto della introduzione. 
Non ci sono altri casi possibili oltre a questi quattro. 
La integrazione delle (a), (b), (c), (d), (e) non presenta, caso per 
caso, alcuna difficolta. 


Mantova 28 di Maggio del 1908. 
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Berichtigung zu ,,Ein Satz von Routh“. 
Math. Ann. Bd. 64, 8S. 239—247. 


Von 
Puuiep Frank in Wien. 


1. Der fiir den auf 8. 245 aufgestellten Satz gegebene Beweis ist 
nur fiir solehe mechanischen Probleme richtig, fiir welche die orthogonalen 
Trajektorien der Niveaukurven Bahnkurven sind. Alle angefiihrten Bei- 
spiele sind von dieser Art. Der Satz selbst hingegen gilt allgemein, wie 
an anderer Stelle bewiesen werden soll. Nur tritt in der angegebenen 
Formulierung an Stelle von ,orthogonale Trajektorie* immer ,,Bahnkurve, 
die auf der Grenzkurve h—V=0O senkrecht steht“. Diese Ersetzung 
ist auch an allen anderen Stellen der Abhandlung vorzunehmen. 

2. In dem 8. 246 behandelten Beispiel ist fiir die Funktion @ die 
Voraussetzung 

yz, y,—27, —y) =+9(2,y,27,y’) 
zu machen. 


Wien, Oktober 1908. 











Hermann Minkowski fF. 


Die Redaktion der Mathematischen Annalen steht unter dem tiefen 
Kindruck von Hermann Minkowskis jahem Tode. Am 12. Januar, dem 
Todestag Fermats, ist er an einer Blinddarmentziindung gestorben, aus 
voller, frischer Tatigkeit weggerissen. 

Wir behalten uns eine eingehende Wiirdigung seines Lebenswerkes 
als liebe Pflicht fiir eine spitere Gelegenheit vor. Nur seiner besonderen 
Beziehungen zu den Annalen diirfen wir schon heute in kurzen Worten 
gedenken. 

Von der wissenschaftlichen Produktion Minkowskis ist nur ein kleiner 
Teil in den Annalen niedergelegt, da er die Publikation in Akademie- 
schriften oder in Buchform bevorzugte. Aber die beiden Arbeiten, die 
wir von ibm besitzen, sind besonders dazu geeignet, weitere Kreise in 
das Wesen und die Bedeutung der eigentiimlichen geometrischen Be- 
griffsbildungen Minkowskis einzufiihren. Die anschauliche Darstellung und 
Vertiefung der Kettenbruchentwicklungen in dem Aufsatz ,,Uber die An- 
niherung an eine reelle GréBe durch rationale Zahlen* (Bd. 54) hat 
wesentlich dazu beigetragen, seine Theorie der ebenen Gitter in ihren 
Beziehungen zu den konvexen Figuren popular zu machen. Die grobe 
zusammenfassende Darstellung ,Volumen und Oberfliche“ (Bd. 57) zeigt 
die Tragweite seiner Methoden auf rein geometrischem Gebiet, indem 
Volumen, Oberfliche und mittlere Gesamtkriimmung eines konvexen 
Kérpers als Spezialfiille eines und desselben allgemeinen Begriffes, des 
gemischten Volumens, dargestellt und dadurch vergleichbar gemacht 
werden. 

Vor allem aber hat die Annalen-Redaktion der stillen, bescheidenen und 
wirkungsvollen Tatigkeit zu gedenken, die Minkowski mit steter, liebevoller 
Bereitwilligkeit bei der Begutachtung von Manuskripten, besonders zahlen- 
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theoretischen Inhbaltes, im Interesse der Annalen auf sich nahm. Dieselben 
Eigenschaften, die in seiner wissenschaftlichen Leistung und in seinem 
Lehrberuf so wohltuend in Erscheinung traten, das priizise und griindliche 
Eingehen auf fremde Gedanken, die klare, niemals ruhende und doch 
wohlwollende Kritik, haben den Annalen in aller Stille unersetzliche 
Dienste geleistet. Im Sommer letzten Jahres ist dann, nach Adolph 
Mayers Tod, Minkowski auch férmlich in die Redaktion der Annalen 
eingetreten. Wir durften uns davon weitgehende Férderung und An- 
regung nach jeder Richtung versprechen: das sind Hoffnungen, die nun 
zu Grabe getragen sind. 
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E. Laypav. Riemannsche £-Funktion. 


Uber die Verteilung der Nullstellen der Riemannschen 
Zetafunktion und einer Klasse verwandter Funktionen. 


Von 


Epmunp Lanpav in Berlin. 


Einleitung. 

Die Riemannsche Funktion £(s) hat bekanntlich im Punkt s=1 
einen Pol erster Ordnung, ist sonst iiberall regular, hat die Punkte 
s=—2, —4, —6,---+, —2n,--- (m positiv-ganz) zu Nullstellen 
erster Ordnung und auferdem nur noch unendlich viele nicht reelle Null- 
stellen a, (n = 1,2,---), fiir welche 


0< R(a,)<1 
ist und 


konvergiert.*) Wenn also die Nullstellen — 2m und «, promiscue mit 
8, 8g, °*+ bezeichnet werden, ist nach der WeierstraBschen Produkt- 
darstellung einer ganzen transzendenten Funktion 


(s—1) es) J (2 - e e’*, 
n=l a 
wo g(s) eine ganze transzendente Funktion ist; bekagntlich ist hierin 
g(s) eine lineare Funktion, also (wegen **) £€(0) =— >) 


va & 


(1) (6-1) t@)— her J] (1-2)e*, 


n=1 . 


*) Hierbei sind etwaige mehrfache Nullstellen mehrfach aufgefiihrt. 
**) Auf den Wert von £(0) kommt es tibrigens nicht an, da der betreffende 
Faktor beim Differentiieren fortfallen wird und auf (4) keinen Einflu8 mehr hat. 


27* 
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wo A eine Konstante bezeichnet, und bei konstantem B 








@) (6-1) 6) — 3 % ia [I(- 2)" 
- ¥ n=1 
kurz geschrieben: ; 
(3) £(s) = _— roe IT (1 - *) r. 
: - 

sowie 

o" (8) 1 1 "GC +1) 1 1 
(4) fy Be 8 (8 ya) 2 eto) 
Endlich ist bekanntlich ; 

Oe 
£(s) — ——_— €(1—s). 


Der Leser, welcher aus der Theorie der Zetafunktion noch nichts 
kennt, findet mdglichst einfache Beweise aller dieser Tatsachen in einer 
kiirzlich erschienenen Arbeit*) von mir zusammengestellt. Man verdankt 
diese wichtigen Ergebnisse, welche Riemann nur zum kleineren Teil be- 
wiesen hatte, Herrn Hadamard. Aber es war Herrn von Mangoldt vor- 
behalten, unter Benutzung der Hadamardschen Ergebnisse durch Hinzu- 
fiigung einer langeren Kette von weiteren scharfsinnigen Schliissen folgende 
von Riemann**) ausgesprochene Vermutung zu beweisen: 


*) ,Beitriige zur analytischen Zahlentheorie“ [Rendiconti del Circolo Mate- 
matico di Palermo, Bd. 26 (2. Semester 1908), 8. 169—302], 8. 181—186, 194—208. Die 
dort auf 8. 208, Z. 8 vorkommende Gleichung 


~~ aay* Lt-<): 
+) & 


wo die a, in einer’ bestimmten Reihenfolge geordnet,sind und ¢ = —£(0) = ; 
ist, ist mit (2) gleichbedeutend. In (1), (2), (3), (4) ist die Reihenfolge der Wurzeln 
unerheblich. 

**) Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse“ [Monats- 
berichte der Kéniglichen Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahr- 
gang 1859, S.671—680; Werke, 2. Aufl. (1892), S. 145—155], S. 674 bezw. 8. 147—148. 


Riemanns Ausdruck ,,bis auf einen Bruchtheil von der Ordnung der Grisse + * glaube 
ich mit O(log 7), was ja > der wahren GréSenordnung ist, richtig interpretiert zu 
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Es sei N(T) die Anzahl der Nullstellen von £(s), deren Ordinate 
zwischen 0 (exkl.) und der positiven GréBe T (inkl.) liegt. Dann ist 


(5) N(T) = 4 Tlog T—*T28C* 7+ O(log 7). 


Herr Hadamard*) hatte ausdriicklich hervorgehoben, daB er nicht 
einmal die Existenz von 
lim Fog 7 
beweisen konnte; Herr von Mangoldt bewies alsdann zunichst**), daB 
N(T) = 2 Tlog T—* TBE) 7+ O(log? 7) 


ist, und mehrere Jahre spiter***) die Riemannsche Vermutung (5) in 
vollem Umfange. 

Es ist mir nun gelungen, den von Mangoldtschen Beweis der Rie- 
mannschen Vermutung (5) an mehreren Stellen zu vereinfachen, so dab 
er jetzt sehr kurz geworden ist; ich werde die neue Beweisanordnung im 
$ 2 darstellen. Zur Bequemlichkeit des Lesers schicke ich im § 1 direkte 
Beweise einiger bekannten Ungleichungen tiber die Gammafunktion voraus; 
dadurch habe ich nicht nétig, auf die komplizierten und fiir den vor- 
liegenden Zweck unndtig tiefgehenden Untersuchungen von Stieltjes7) 
Bezug zu nehmen, was Herr von Mangoldt tut. Im § 2 folgt dann der 
neue Beweis von (5). 

Der Kern des Beweises von (5) liegt in der Feststellung der Tat- 
sache, daB++) bei Fortsetzung lings der (von Wurzeln frei voraussetzbaren) 
Ordinate T 

SJ log (— 1+ Ti) = O(log 7), 
d. h. daB bei gerader Bahn 
haben; denn o(+) (was manche Autoren aus jenem Passus herauslesen, um einen 
Irrtum bei Riemann zu konstatieren) kann Riemann nicht gemeint haben. Riemann 
wuBte doch, daB8 die ganze Zahl N(T) nicht mit einem Fehler o(+) durch eine 
stetige Funktion dargestellt werden kann. 

*) Etude sur les propriétés des fonctions entidres et en particulier d’une 
fonction considérée par Rie 1ann‘“ [Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
Ser. 4, Bd. 9 (1893), S. 171—215], 8S. 214—215. 

**) ,,Zu Riemanns Abhandlung ,,Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer 
gegebenen Grisse’“* [Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 114 
(1895), S. 265—305], S. 257—278. 

***) Zur Verteilung der Nullstellen der Riemannschen Funktion &()* [Mathe- 
matische Annalen, Bd. 60 (1905), S. 1—19], 8. 2—11. 


+) ,Sur le développement de log f(a)“ [Journal de Mathématiques pures et 
appliquées, Ser. 4, Bd. 5 (1889), 8. 425—444]. 
+t) In s =u-+ vi (u, vo reell) schreibe ich « = R(s), v = Y(s). 
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—14+T7% 


(6) 3 ae ds = O(log T) 
24+7% 


ist. Bis auf diese Hauptschwierigkeit geht alles ganz glatt; aus dem 
kiirzlich veréffentlichten Briefwechsel von Hermite und Stieltjes*) geht 
sogar hervor, daB Stieltjes schon die Relation 


(7) N(T) = + Plog 7 — * TBE") 7+ OMogT)+0(| Slogg(—1+79)) 


beweisen konnte. Der fehlende Nachweis von (6) ist zuerst in der zweiten 
der genannten von Mangoldtschen Arbeiten enthalten und wird nun am 
Ende des § 2 einfacher gefiihrt. Beide Male wird zuniichst bewiesen, daB 
(8) N(T +1) — N(T) = O(log T) 
ist (woraus nur 
N(T) = O(T log T), 

also bei weitem noch nicht (5) folgt), und alsdann wird unter noch- 
maliger Heranziehung der tiefsten bekannten Eigenschaften der Zeta 
funktion (6) bewiesen. Ich habe auBer dem Wege des § 2 noch einen 
anderen von (8) zu (6) gefunden, der mir recht merkwiirdig erscheint; 
er benutzt die tieferen Eigenschaften von {(s) nicht nochmals, sondern 
macht im Gegenteil nicht einmal davon Gebrauch, daB £(s) in der ganzen 
Ebene existiert. Mit anderen Worten, ich habe gefunden, daB eine viel 
allgemeinere Funktionenklasse die Eigenschaft (6) besitzt, deren Nachweis 
bei ¢(s) bisher nur auf sehr speziellem Wege gelang. Diesen allgemeinen 
funktionentheoretischen Satz werde ich im § 3 entwickeln. 

Im § 4 werde ich zum ersten Mal den Nachweis fiihren: Fiir jede 
Dirichletsche Reihe 

L(s) = S*, 
n 


a=1 


wo z(m) einen vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter der Gruppe 
der zu k teilerfremden Restklassen bezeichnet, ist die Anzahl N(7’) der 
im Konvergenzgebiet 6 >0 gelegenen Nullstellen mit Ordinate zwischen 
0 (exkl.) und 7 (inkl) von der Gestalt 


N(T) = «T log T + BT + O(log 7), 


*) Correspondance d’ Hermite et de Stieltjes, Bd. 2 (Paris, 1905), Appen- 
dice (,,Lettres de Stieltjes & M. Mittag-Leffler sur la fonction £(s) de Riemann“, 
8. 445—457), vergl. insbesondere 8. 452—456. Dort steht sogar rechts O(1) statt des 
O(log 7) in (7). Diese Genauigkeit ist aber unndtig, da man beim heutigen Stand 
der Wissenschaft tiber das letzte Glied in (7) doch nur aussagen kann, daB es 
O(log T) ist. 
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wo « und # Konstanten sind, von denen iibrigens « den von / und der 
speziellen Wahl des Charakters unabhingigen Wert 
1 

ee te 
hat. Dadurch wird sich ohne weiteres die Anzahl aller Nullstellen der 
durch die Dirichletsche Reihe definierten ganzen transzendenten Funktion 
L(s), deren absolute Betriige < 7 sind, in der Gestalt 

AT log T + BT + O(log T) 

abschatzen lassen. 

In § 5 werde ich einige (nach dem bekannten Vorbild’ von §(s) 
niherliegende) Folgerungen aus den bekannten Eigenschaften von L(s) 
ziehen; ich werde nachweisen: es ist eine positive Konstante a vorhanden, 
so daB fir #> 2, 621- aii 

L(s) +0 
ist. 
§ 1. 
Hilfssiitze iiber die Gammafunktion. 
Hilfssatz (I): Fiir positives @ ist 


K (Hee) =loga + O (=) . 





Beweis: Es ist 


cera) § Cee ae 


n=1 
(9) ree ++ 2G — sta): 
x (-e2)- ~ oe b G » n?+ ro) , 


folglich (wobei ich unter einer nicht ganzzahligen Summationsgrenze u 
den Wert [uw] verstehe) 


R (Fen) — C+ (a n* rEat)+ Pe + @*) 
--0+ 34 ->' sto ay in 


ai=1 \ 





= —C + log(o) + 0+ 0(2,) - 
oP 


(10) =2loga + 0 (=) he oe 


Ms, 
A 
v 
o 
2% 
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Die Funktion =, ais Faq? hat fiir «=o ihren gréBten Wert ——; folglich ist 


Date fot (8) 


a= 


» log (of + @*) — > log(a*) + O(=) 
2 log@ + 0(=) —loga +0 (=) 
= logo+ 0(<), 
also in Verbindung mit (10) 
2 ((9) — ga + 0(2), 
was zu beweisen war. 


Hilfssatz (I1): Wenn zwei reelle Zahlen b, und b, > by gegeben 
sind, so ist fir b<b<b, gleichmipfig 


r’(b+ 1) 
Foto —~ Plog). 


Beweis: Es sei B die gréBere der beiden Zahlen |b,|, |},! 
> 26 angenommen. Aus (9) folgt fir s=b+ oi, b <b<d, 


x 


r’(s) 1 1 
Ir@|2¢t,+Is > actal 


a=1 


<0 1 = 1 
<c++ + +0) > Watery 


= O(1) + o(o 3) + 0(. > aan) 
n=1 


‘ n=o@t+l 


also, da in der letzten Summe x > 28, d.h. n— p> = ist, 


Fin = O01) + O(0™"%*) + Of@ Ss) 
= O(log @) + O(c : <) Wwe 
= O(log a). 
Hilfssatz (Ill): Es ist fiir jedes feste reelle b 


r b+ ta) 
fai (Fete) ae = alog@ — o + O(log). 
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Beweis: 1) Fiir }=0 ist nach dem Hilfssatz (I) 


r’ (té) 1 
R (FG) —logt+ O(F), 
; r(iot+ ‘a r’ Oo) a 
J x Rota) 4 im fa RF) 4 


~ f iogtat+ of'# 
1 1 


= aloga — a + O(loga). 


2) Fir b 20 werde der Cauchysche Satz auf das Rechteck mit den 
Ecken 6 + i, b+ wi, wi, i angewendet. Dies ergibt 


also 


b+o8 b+oai 
r (s) r (s) r’(s) r (8) 
J rie -fFias +fts ast fr ” 


also, da nach dem Hilfssatz (II) im letzten Integral der Integrand gleich- 
maBig = O(log @) ist, 


b+wi owé 
fFoas- 0(1) + [rade O(log @), 
b+i 
b+me 





r’(s) r 
free =3 figs O(log @), 


(F@+ to) (Fa) 
1 


also nach dem Ergebnis des Falles 1) auch hier 
= aloga — a + O(log a). 
Aus dem Hilfssatz (II) folgt ohne weiteres 


r b—t 
Sai ae fp) at = logo — 0 + 0 (loge). 


§ 2. 


Neue Beweisanordnung fiir den Riemann- von Mangoldtschen Satz 
tiber die Verteilung der Nullstellen der Zetafunktion. 


N(T) bedeute die Anzahl der Nullstellen von £(s), deren Ordinaten 
zwischen 0 (exkl.) und 7’ (inki.) liegen. 
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Hilfssatz (IV): Es ist 
N(T + 1) — N(T) = O(log T) 
Beweis: Aus (4) folgt 


Bet B- 2+ +5 r($ 41) 





a 


Fiir s = 2+ Ti ist daher, weil dort 


Fi) 8? (p + ps +) 


= O(1) 
ist, unter Anwendung des zweiten Hilfssatzes G +1=2+4 >‘) 


SGar-+- ~) = O(1) + O(1) + O(F) + $ O(log 5) 


— O(log 7), 
also a fortiori 
x (—_— + +) = 0(log 7) 
A (, +Ti—« + =) g F 
Wird 
a=—B+ yt 


gesetzt, wo also stets*) 0 < 6 <1 ist, so ist demnach 


a (s = perma +e +7) = Ofee?), 


a 


folglich, wegen 


1 1 1 2-6 2—8 B 
41 FT SAF 1 SBF TSO Tt 
1 


Wenn in 2’ nur diejenigen — etwa vorhandenen — Nullstellen « beriick- 


a 


sichtigt werden, deren Ordinate y zwischen 7 (exkl.) und 7’ + 1 (inkl) 
liegt, so ist 


Dita-y? Dite= yz D2 ee, 


*) Die Kenntnis der Tatsache, dab 0< #6 <1 ist, gebrauche ich nicht 
einmal. 
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also nach (11) 
N(T + 1) — N(T) = O(log 7), 
womit der Hilfssatz ([V) bewiesen ist. 
Derselbe liefert offenbar 


T 
N(T)= > — Naw — 1) + (ND) — NT)) 
n=1 


T 
= 0 > logn + O(log T) 
n=1 


= O(T log 7). 
Hilfssatz (V): « durchlaufe in >” nur die Nullstellen, fiir welche 


y ST—1 oder y>TH+1, ah. |\T—y\>1 ist. Dann ist 


” 1 
Tote Oe, 


Beweis: Aus (11) ergibt sich wegen 


1 ” 1 ” 1 
Discov? D izap? D t= 7 
unmittelbar die Behauptung. 

Jetzt komme ich zur eigentlichen Sache. «> 0 sei so gewahlt, dab 
fir —-l<o<2, 0<t<e die Zetafunktion nicht verschwindet*). T' >< 
sei so gewihlt (was keine Beschrinkung der Allgemeinheit ist**)), dab 
keine Nullstelle von €(s) die Ordinate 7 hat. Das Integral 


*) DaB sogar der Wert « = 14 dies leistet, braucht man nicht zu wissen. 
Die Existenz eines ¢ > 0 ist klar. 

**) Uberhaupt wiirde es geniigen, (5) fiir eine abzihlbare, ins Unendliche 
monoton wachsende Folge von Werten T = 7,, 7,, T,,--- zu beweisen, fiir welche 


p = T, + O(1) 
ist, um schlieBen zu kénnen, daB (5) iiberhaupt fiir positives 7 gilt. Denn fir 
T,<T<T,,, liegt N(T) zwischen N(7,) und N(T7,,,), und aus 


N(T,) = «T,, log T, + 6 T, + O(log T,), 


N(T, 4) = wT, ,, log T,,, +6 T,,, + O(log 7, , ) 
folgt, wegen 


log T, .» = log T, + °(z): 
N(T,,;) = «(T, + OW) (108 T,+0 (z-)) + B(T, + OW) + O(log 7,) 
= «T, log T, + 6 T, + O(log 7,), 


N(T) = « T, log 7, + 6 T, + O(log T,) 
=a Tlog 7+ 61 + O(log 7) 


daB 
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(8) 
J £(8) ” 
werde im positiven Sinne tiber das Rechteck mit den Ecken — 1 + ai, 


2+ ei, 2+ Ti, —1+ Ti erstreckt, auf dessen Rand keine Nullstelle von 
£(s) liegt. Dann hat das Integral den Wert ee Also ist 


+08 2+T7% —1+ei 
—— _ (t@ Jina fg ¢ (s) 
(12) 2ai N(T) S54 + te 7 + J ti) ass t) ds. 
Hierin ist, da das erste Integral von 7 unabbingig ist, 
2+ei 
(13) Fas = O(1); 
—it+ed 


ferner ist, wenn p alle Primzahlen, m alle positiven ganzen Zahlen durchlauft, 


2+Ti 





(8) 
Sis ds | Dart Ti) 2 ror S$? > Dar 
(14) = O(1). 
Aus (12), (13) und (14) ergibt sich bei geraden Bahnen 
—1+T% 
1k “ea & (8) £ (8) 
(15) 2axin)-3f%Mas+ 3/tB as 0, 


Zur Abschiitzung des letzten Integrals in (15) werde die Funktional- 
gleichung 
i—s 
r 
( 2 ) -} 


£(s) =- / ¢ ?*"s(1— 8) 
r 


benutzt. Aus ihr folgt 


r(ics r(s 
ft ( 2 OS) ge £92, 


2 
£(s) 2 r(>4 r(2) 


3 fe ds —— fs (3 tin at 


 (r(i— 4s) 6 (Pr (-54+ 4%) 
a ha CO cna le) cle 
= Ka =9 ds; 
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nach dem — (IIT) und mit Riicksicht auf 


2-—Ti 
a—s) £ (8) 1 
J a-9* ~See-3 pna-T) ae ape ~ OC) 
p,m 


erhalt man also 


8 T T v | T T 
afigee- Flog 5 — 3 + O(log 7) + Slog > — 7 
+ O(log T) — Tlogx + O(1) 


= Tlog T — (1 + log (22)) T + O(log 7’, 
folglich nach (15) 


—1+T7i 
(16) N(Z) = Hog T— 129) 74 OfogT) + +3 Fo as. 
+74 
Fiir den Nachweis von (5) fehlt also nur noch der Beweis, dab 
—1+T7i 
(6) ¥ f' ae ds = O(log 7) 
¥+ 74 


ist; dies ist eben die Hauptschwierigkeit. 
Ich gehe zu diesem Zwecke von (4) aus und zerlege die Summe in 


zwei Partialsummen = und =, indem ich in 2 " allle diejenigen (etwa 


vorhandenen) « eel, fiir willie | T-—y< 7 ist, in = die tibrigen, 
fiir welche also | 7 — y| >1 ist*): 


r(i44 ‘ 
H-2- 4-4 ake “ (Lt t)+ Sat) 


—o 
witti 


| z+) | 





one 
2+Ti 
ry —1+Ti 
ur 1 1 
Ty - —- + saial Ps (= + =)as. 
+Ti 2+Ti «@ 


*) Letateres sind gerade die beim Hilfssatz (V) in S” aufgenommenen Werte. 
a 
>” ist nicht mit dem y 4 des Hilfssatzes (IV) 2u verwechseln; das gegenwirtige 
a a 


>” hat aber nach dem Hilfssatz ([V) auch nur O(log 7) Glieder. 











430 E. Laxpav. 


Auf der rechten Seite von (17) ist das dritte Glied nach dem Hilfssatz (II) 
gleich O(log7’). Das vierte Glied ist — O(log 7), da >” héchstens 
N(7 +1)— N(T— 1), also nach dem Hilfssatz (IV) nur O(log 7) 
Summanden hat und jeder Summand gleichmibig = O(1) ist (da die 
Amplitude von s—« sich um weniger als 2 verindert). Alles ist also 
bewiesen, wenn ich zeigen kann, da das fiinfte Glied — O(log 7’) ist, 
also a fortiori, wenn dargetan werden kann, daB auf dem geraden Wege 
von 2+ Ti bis — 1+ Ti gleichmiibig 


mf 1 ‘ 
(18) DS (sat @) = O(log 7) 
ist. ” 
Nun ist*) auf diesem Wege 


>| 1 ++) —f¢t? B+ 1 p12 0s +9) 


s+8—al a} fe+38) s+2'" 2 s., & 
a r(34+3) 
— O(1) + O(1) + O(F) + O(og 7) 
= O(log T), 
also, da 


> sit x) 


a 


nur O(log 7) Glieder hat, deren jedes gleichmiBig O(1) ist, 
aw D Gateet 1) 0006: 


Nach dem Hilfssatz (V) ist 


Dat )-F Get D- 1D eatel 


a a 


” 1 
<3 e-a1seti—a 


" 4 
ite 3> (T—y)* 


= O(log T), 


und dies liefert in Verbindung mit (19) die Relation (18) und damit nach 
dem Obigen (6), also nach (16) den Riemann-von Mangoldtschen Satz (5). 


*) Das jetzt Folgende ist der Hauptkunstgriff. Vorbildlich war mir dabei der 
verwandte Schlu8 Herrn von Mangoldts (vergl. die auf S. 421, Anm. ***) zitierte Abhand- 
lung, 8. 5 ff). Herr von Mangoldt gelangte erst in dieser Arbeit durch ihn zum Ziele 
O(log T). Obne ihn kiime man mit der Methode des Textes nur bis O(log* 7); dies 
war gerade das in Herrn von Mangoldts erster Arbeit (vergl. 8. 421, Anm.**)) erreichte Ziel. 
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Aus Symmetriegriinden folgt aus (5) fiir die Anzahl der Nullstellen 
von ¢(s) mit Ordinaten zwischen 0 (exkl.) und — 7 (inkl) auch der Wert 
N(T); also ist offenbar*) die Anzahl der nicht reellen Nullstellen, deren 
absoluter Betrag < T' ist, 


1 1 1 2 P 
=+Tlog r—*t 82”) 7+ 6 (log 7). 


Folglich ist, wenn die reellen Nullstellen —2, —4, —6,--- mitberiick- 
sichtigt werden, die Anzahl aller Nullstellen von £(s), welche dem Kreise 
s| << T angehoren, 


1 1 1 l 2 
— + Thog 7 + (5 —** 82) 7+ 0 (log 7). 


§ 3. 
Ein allgemeiner Satz itiber die Anderung der Amplitude einer 
analytischen Funktion. 

Ich beabsichtige nun zu zeigen, daB man von (8) zu (6) gelangen 
kann, ohne nochmals die tieferen Eigenschaften von {(s) anzuwenden. 
Ich benutze nur noch die Tatsache, dab fir 6 >— gleichmaBig 

f(s) = O(t*) (@ konstant) 
ist; diese Tatsache folgt unmittelbar aus der durch partielle Integration 
leicht aaiincaninn sy fir 6 > — 2 giiltigen Gleichung 


¢(s)—1 = —* — £ (¢6-)—1)— “8 F 6649-1) 


a a (s +2) 3 Ji udu 
(nuyt® 


zunachst fiir 6 > + , alsdann fir o > — ; und schlieBlich fir 6 > — : 
*) Denn der Kreis |s|= 7 schneidet fiir 7>>1 die Geraden o=0 und 6 =1 in den 
Punkten + Ti und 1+ )/7*—1-i, so daB die gesuchte Anzahl zwischen 2 N(7) und 
2Nn(VT?—1) = 2n(r m o(t)) = 2N(T + OW) = 2N(T) + O(log 7) 


(vergl. 8. 427, Anm. ™)) liegt. 
™) Es ist nur fiir o>1 





1 1 
=i (6¢99— wo) tery 
ee tthe, _ 86+ 1) 1 -eegeeny udu 


2mpsytt 6 wp yt? . 


tiber m = 1, 2, 3,--- zu summieren. 





(nwt 
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Ich behaupte also allgemein folgenden*) 

Satz: Die analytische Funktion f(s) sei fiir o > — = t>1 reguléir. 
Dort sei gleichmiépig 
(20) f(s) = O(t*) (a konstant). 
Alle jenem Gebiet angehirigen Wurzeln migen ihre Abszisse zwischen 0 
(inkl.) und 1 (inkl.) haben. N(T) sei die Anzahl jener Wurzeln, deren 
Ordinate zwischen 1 (inkl.) und T (inkl.) liegt. Es sei 
(21) N(T +1) — N(T) = O (log 7). 
Es sei ferner, wenn log f(s) irgend einen bestimmten fiir 6 > 1, t>1 ein- 
deutigen Zweig bezeichnet, 

log f(2 + Ti) = O (log 7), 
d. h. es sei**) bei einem Wege in jenem Gebiete 
2+T7% 


m0) 
Pa r® ds — 0 (log 7). 


Alsdann ist bei gerader, wurzelfrei vorausgeseteter Bahn 


Sed Ti 
3f © as— O(log 7), 
3+ 
mit anderen Worten, wenn lings der Ordinate T fortgesetet wird, 
3 log f(—1+ Ti) = O (log T), 
Amplitude von f(—1+ Ti) = O (log T). 


Beweis: Tschebyschef**) hat den merkwiirdigen Satz bewiesen: 
»Die ganze rationale Funktion vom Grade n > 1 


d.h. 


*) Die Zahlenwerte — = 1 usw. sind natiirlich nicht wesentlich; der Deut- 
lichkeit wegen habe ich an den betreffenden Stellen bestimmte Konstanten eingesetzt. 

**) Ubrigens ist bei f(s) — f(s) sogar 

log (2+ Ti) = O(1), 
was aber nichts weiter vereinfacht. 

*) Vergl. z. B. seine groBe Abhandlung ,,Sur les questions de minima qui se 
rattachent & la représentation approximative des fonctions‘ [Mémoires de l'Académie 
Impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, Sciences mathématiques et physi- 
ques, Ser. 6, Bd. 7 (1859), S. 199—291; (Euvres, Bd. 1 (1899), 8S. 273—878], S. 225 
bezw. 8S. 302. Das Merkwiirdige dieses Satzes liegt darin, daB die in der Behauptung 
auftretenden Konstanten von » unabhiingig sind. Auf die Analogie dieser Klasse 
Tschebyschefscher (elementar beweisbarer) algebraischer Siitze mit gewissen (bisher 
nicht elementar bewiesenen) algebraischen Sitzen von mir habe ich schon bei anderer 
Gelegenheit hingewiesen, auf S. 191 (FuBnote) der Arbeit: ,,Sur quelques générali- 
sations du théoréme de M. Picard“ [Annales Scientifiques de I'Ecole Normale Supé- 
rieure, Ser. 3, Bd. 24 (1907), S. 179—201]. Ein sehr kurzer, von Herrn Markoff 
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G(x) =a" + pa"? +--- +P, 
mit reellen Koeffizienten kann fiir — 2 <a < 2 nicht bestindig zwischen 
— 2 (exkl.) und 2 (exkl.) gelegen sein.“ Fiir jedes 2 hat also die Un- 
gleichung G(2)\>2 
mindestens eine Lésung im Intervall 4 <2 <a + 4. 

Es seien nun s,,---,s, die etwa vorhandenen Nullstellen von f(s) 
(mehrfache natiirlich mehrfach gezahlt), deren Ordinaten zwischen 7 — 8 
(inkl.) und 7 + 8 (inkl.) liegen; ¢,,---, ¢, seien diese Ordinaten. Es ist 
nach der Voraussetzung (21) 

n= n(T) < N(T+8) — N(T—9) = O (log 7). 
Nach dem Tschebyschefschen Satz kann ich fiir jedes 7>9 ein 7, = 7,(T) 
zwischen 7’ — 8 (inkl.) und 7 — 4 (inkl.) so wablen, dab 
\(7,— 1) ion (T,—t,) 22>1 
ist. A fortiori ist dann fir s=o + 7,i, -><o<¥ 


(22) (s—s,) ---(s—s,)| 21. 
Ebenso wihle ich ein 7, zwischen 7 +4 (inkl.) und 7'+8 (inkl) so, dab 
(T,—t,) : ibe (T,—t,)| =2 >1 
ist, also fiir s =o + 7,i, —~<o6<~ auch die Relation (22) gilt. 
Ich betrachte nun die Funktion*) 


f(s) 
98) = G4): @—8) 


Sie ist fiir 6> 1, {1 und in dem Rechteck mit den Ecken —— +(7'+8)i, 


1 + (7+8)i einschlieBlich seines Randes regulir und von 0 verschieden. 
Es bezeichne 


h(s) — log g(s) = log f(s) — >" log (s—s,) 
r=1 
einen in dem ganzen genannten Gebiet reguliren Zweig. Auf den Ge- 
raden 6 = — = und 6 = ~ ist, da nach Voraussetzung die Abszisse jeder 
Nullstelle s,,---, s, dem Intervall (0---1) angehért, 
(23) |s—8,| >1,---, |s—s, > 1; 
es ist daher nach (22) und (23) auf dem Rande des Rechtecks mit den 
° 3 - il - il . 

Ecken — ; + Ti, —>+ Ti, + T,i, > + Ti 
herriihrender Beweis des Tschebyschefschen Satzes steht bei Herrn Seliwanoff, 
Lehrbuch der Diffe hnung", Leipzig (1904), S. 76—77. 

*) Im Falle n = 0 ist natiirlich g(s) — f(s) zu setzen, und 7,, 7, kénnen irgend 
welche Zahlen in den betreffenden Intervallen bedeuten. 
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9(8)| SIf@), 
9(8) = O(7"), 
folglich fir alle 7 >9 bei passender Wahl einer Konstanten*) A, 
Hh(s) — log |g(s)| <A, log 7. 


Da der reelle Teil einer reguliiren analytischen Funktion in einem Punkte 
des Inneren eines Rechtecks nicht gréBer sein kann als in allen Rand- 


also wegen (20) 


punkten, ist auf dem Kreise s—2—Ti = = welcher ganz jenem 
Rechteck angehért, auch 
(24) Rh(s) <A, log 7. 


Im Mittelpunkt dieses Kreises ist nach Voraussetzung 
log {(2+ Ti) = O (log T), 


also 
|h(2+ Ti)| = |log f (2+ 7%) — >'log (2+Ti-—s,)| 
vr=1 
< O(log 7) + >’ |log (2+ Ti—s,)| 
vr=1 
(25) = O (log 7), 


da n = O (log 7’) und fiir jedes v wegen 
V8? + 22> |2+ Ti—s, >1 
log (2+ Ti—s,) = O(1) 


gleichmiBig 


ist. 

Nun besteht der Satz von Herrn Carathéodory*™): ,,Wenn eine 
analytische Funktion /(s) fir s—s, <r reguliir ist und M das Maximum 
von h(s) fir |s—s,|—r bezeichnet, so ist fir |s—s,|<e, wo 
O<e<,r ist, 


[A(s)| < |Bh(s)! + | Rh(y)| FS + ae Fe 


? 


also a fortiori 
h(s)|<\M(s)| "5 + Me 


Im vorliegenden Fall sei = 2+ Ti, r=, @—3. Nach (24) ist 
M < A, log T, 


*) Ebenso bezeichnen A,, A,,--~- im folgenden Konstanten in bezug auf die 
Variablen der betreffenden Relationen. 
**) Vergl. S. 191--192 meiner auf 8. 420, Anm. *) zitierten Abhandlung. 
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nach (25) 
h(s,)| < A, log T. 
Also ergibt sich fiir |s-—-2—Ti| <3 
h(s)| << A, log T - 14 + A, log T - 12 

= A, log T, 

insbesondere also fiir s = —1-+ Ti 
| Sh(—1+ Ti)| < A, log 7, 
Slog/(—1+ Ti)—Jlog(—1+ Ti—s,)—---—Jlog(—1+ Ti—s,)|< A, log 7, 
folglich, wegen 
3 log (—1+ Ti—s,) +---+ Blog (—1+Ti—s,)| < A, log 7, 
|S log f(— 1+ Ti)| < As log 7, 


- 1+7% 
. 
3f Fs ds = O(log T), 
was zu beweisen war. 


§ 4. 
Uber die Verteilung der komplexen Nullstellen der Dirichletschen 


Reihen > zu"), 
n 
n=1 


Es sei k eine positive ganze Zahl, x(n) ein vom Hauptcharakter ver- 
schiedener*) Charakter der Gruppe der zu k teilerfremden Restklassen 
und L(s) die fiir 6 >0 durch die Dirichletsche Reihe 


Sem) 
L(s) 2 H 
definierte analytische Funktion. Bekanntlich**) ist L(s) eine ganze trans- 


*) Der Fall des Hauptcharakters, bei welchem die Dirichletsche Reihe nur fir 
6 > 1 konvergiert , liefert nichts Neues, da 


L®) “I (2 - = £(s) 


*) Vergl. die zusammenhiingende Darstellung mit Beweisen bei Herm 
de la Vallée Poussin, ,,Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers“ 
[Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, Bd. 20, Teil 2 (1896), 8S. 188—256 
und 8. 281—397], S. 281—348. 


ist. 


28° 
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zendente Funktion vom Geschlecht 1 mit folgenden Eigenschaften: L(s) 
ist entweder von der Gestalt*) 


a 


Ls) = &* J] (1- *) (2 &(s) 
2 


v=1 


oder von der Gestalt 


L(s) = oor [TT (1 ) Fees 8 


wo b konstant (und zwar = ; log ? , wok ink aufgeht) ist, DP, * DP, 


gewisse Primzahlen, ¢,, ---,, gewisse Einheitswurzeln sind und § (s) eine 
ganze transzendente Funktion vom Geschlecht 1 ist, deren Nullstellen 
simtlich dem Streifen 0 < 6 < 1 (sogar 0<6< 1) angehéren und welche 
die Funktionalgleichung erfiillt: 


(26) §(s) = e&(1—s), 


wo £&(s) die aus dem konjugierten Charakter 7(m), d. h. aus der konjugierten 
Funktion L(s), entspringende Funktion ist und « eine Konstante vom 
absoluten Betrage 1 ist. Zusammenfassend ergibt sich also, wenn ¢ einen 
der Werte 0 oder 1 bezeichnet, in jedem Fail 


Us) -T]( “2 “et 4” TI0- a) 


wo « die Wurzeln von §(s) in beliebiger Reihenfolge durchiiuft und A, B 
zwei Konstanten sind. L(s) hat also zu Wurzeln auBer den a die Zahlen: 
0, —2, —4, —6,--- (fir c—0) bezw. —1, —3, —5,--- (fiir e=1) und, 


&, = e%' gesetzt, die Zahlen SF 2Ee i (v=1,2,--,4; u=0, +1,--:). 
Es ist 


log p, 
(27) L'(s) _ es + 4a? ‘) + log p, + a= +=) 
L(s) r(t Ea * p.—s, s—a ‘ a}? 





; - i 
*) Eventuell ist 4 = 0, so daB das Produkt T 7 die Zahl 1 bedeutet. 


v=1 
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Fir s= 2+ Ti ist also mit Riicksicht auf die fir o> 1 giiltige 
Identitat 
L's) _ ue", log p 
Le) “2 


und den Hilfssatz (II) 


> x wa t ) = O(1) + O(1) + O (log 7) + O(1) 
° = 0 (log 7). 
Wenn N(7’) die Anzahl der Wurzeln « = 6 + yi von &(s) (d. hb. der nicht 
trivialen Wurzeln von L(s)) mit Ordinate zwischen 0 (exkl.) und 7 (inkl.) 
bedeutet, ergibt sich also wie beim Beweise des Hilfssatzes (IV) auch 
hier, daB 
N(T+1) — N(7) = O (log T) 


und wie bei (V), daB 
DS’ pte 0 (0g 7) 
ist, wo >>” sich auf alle « bericht, fiir die |7—y|>1 ist. 
Nun ist bei passend kleiner Wahl von « fir alle 7’ >«, wo die 
Ordinate 7 von Nullstellen frei angenommen werden darf, 


S+es 2+T7¢ —14+T% —l+eé, 
‘92 7 Fg & (s) §’(8) §'(s) 
(38) 2aN(2)— af to +95 as+3 fi +3 fig a 


Hierin ist das erste Integral von 7 unabhingig, also das erste Glied 
rechts = O(1). 
Wegen 





a r’ (+4 
&(s) = L’(s) b — >see + 1 2 


&() Ls) P—e | 2 -(etey 


ist, mit Riicksicht auf den Hilfssatz (III) und die Relationen 


2+T7i 


L'(s) x(p™) x(p™) 
fis ds = ->— mp™@t 79 ap mp™a+ed = 0(1), 
2+ei p,m ,m 


2+T7% 24+7i 


ip soe ds = S225 fy log p, ds 


1 m= 
S+ei = 


-> > = (— nares + pare) — 9), 


v=1 m= 
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das zweite Glied auf der rechten Seite von (28) 
2+T7% 


3 f Fas = 0(1) —bT + O(1) + J log 5 — F + O(log 7) 


2+ei 


— J log = — ~— oT + O (log 7’). 


Fiir das vierte Glied auf der rechten Seite von (28) ergibt sich 


nach (26), da 
e@ _ Fa—s) 
§(s) wi &(1 — 8) 
ist, 
—1l+ei —i+ei 
§ (8) § (1 —s) 
-_ ds 
3 f Ha ~of to-4 
—1+Ti —1+T7% 
2-—Ti 
--3/* ds, 
“5 &(s) 


was, da bekanntlich dem Charakter 7() dieselben Konstanten b, c ent- 
sprechen wie dem Charakter 7(m), nach der obigen Diskussion des zweiten 


Gliedes 
2-Ti 
s+e 
r 
= 0(1)—bT— 43 / () ds 
J . ) 
= og 7 — ToT + 0 (log 7) 
ist. 
Es ist daher zuniichst festgestellt, daB 
—1+Ti 
(29) 2aN(T)—T log T— (14+2b-+log2)T + O(log 7) +3 f eas 
3+ 7% 


ist. 
SchlieBlich laBt sich das in (29) verbleibende Integral genau so be- 


handeln wie das entsprechende Integral im § 2. Es werde vo in 


eo *-4 COP Gre 


zerlegt, wo in |>” die Ordinate y von dem Werte 7 um weniger als 1, in 
Y um mindestens 1 entfernt ist. Dann ist 


a 
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—1+7i , —1+T7i —1+T% 
€ (s) 
3 [iea-00+ 57 3 f(A z)a+3 fS( sats) 
24+T7% 2+T7% 2+T7i 
—1+T7% 
(30) = O(log T) + 0. Pi m tds 
Sars 7 


nun ist auf dem Integrationsweg 


s 1 § (s + 3) 
atti T =)" was + b — B= O(log 7) 


Ya + *) = O(log T- 1), 


a 


SD adct })- coun, 


a 


T+ 9- Get + Feet 


a 


= O(log 7’) + 0S” s- 
=O(logT), — 


und 


also 


also nach (30) 


—14+T7% 


(s) - 
3 Eas = O(log T), 


2+T% 


folglich nach (29) 


N(T) =~ Tlog T —*+ 28+ "8? 7+ O(log 7). 
Da nach (26) zugleich mit 
5(«) = 0 
auch 7 
E(1—a)=—0 


ist, ist die Anzahl der a, deren Ordinaten zwischen 0 (exkl.) und — T 
(inkl.) liegen, auch 


1 1+ 2b-+ log 2 : 
= Tlog T—* +2848? 7+ O(log 7); 


denn sie ist mit der Anzahl der Nullstellen des zu L(s) gehérigen § (s) 
identisch, deren Ordinaten zwischen 0 (exkl.) und 7’ (inkl.) liegen. 
Die Anzahl aller «, deren absoluter Betrag < 7’ ist, ist also*) 


*) Vergl. S. 431, Anm. *); die Anzahl der a mit der Ordinate 0 ist endlich. 
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1 1 2b log 2 ,, ‘ 
=) Plog T—*+22+ 08? 7 O(log 7); 


folglich ist, wenn die trivialen Nullstellen hinzugenommen werden, die 
Anzahl aller Nullstellen von L(s), deren absoluter Betrag < T' ist, 
i 
> log p, pus 
1 1 v=1 1 + 2b + log 2 
= | Tlog T + (5+ — <2 8*) 7+ O(log 7). 
Natiirlich hiitte sich der Beweis auch unter Heranziehung des Satzes 
aus § 3 fiibren lassen. 


§ 5. 
Beweis, da6 in einem bestimmten Teile des Streifens 0 < « <1 die 
Funktion L(s) von Null verschieden ist. 

Aus der Relation (27) laBt sich in Anlehnung an eine SchluBweise 
von Herrn de la Vallée Poussin*) (fiir €(s)) folgern: Die « = B + yi 
geniigen der Relation: 

untere Grenze von (1 — B)log(|y +2)>0, 
d.h. es gibt eine positive Konstante a derart, dap fiirt >2, 6>1— 
L(s) +9 


= 
a logt 
ist. 

Beweis: Da gleichzeitig alle h = m(k) Funktionen L(s) betrachtet 
werden, so werde ein Index x(—1,..., h) eingefiihrt, wo x=1 dem 
Hauptcharakter entspricht; dann ist nach (27) fiir x= 2,...,h 


(tte) 
L;, (8) 1 2 ) . Pye log Py, x 1 1 
Bl) 76 ~ Bs “(tat een 
v=1 
2 


und fir x= 1 wegen 


L,(s) = T] (1 — pets) 


p/k 


r({ iy 
(32) 7. Pea ee 
2 —_ 


nach (4) 


wo also im Vergleich mit (31) nur — _ is hinzugetreten ist. 


—1 


*) Vergi. seine Abhandlung ,,Sur la fonction ¢(s) de Riemann et le nombre 
des nombres premiers inférieurs 4 une limite donnée“ [Mémoires couronnés et autres 
Mémoires publiés par |"Académie Royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts 
de Belgique, Bd. 59 (1899—1900), 8S. 1—74], S. 7—29, oder auch 8. 208—212 meiner 
auf 8. 420, Anm. *) zitierten Arbeit. 
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Es werde : 


A 
[]1.6 -101L0..-1,@ = Me 
zx=1 
gesetzt; wegen 
D,(1) + 0,---, L,(1) +0 
hat bekanntlich M(s) fir s = 1 einen Pol erster Ordnung und ist sonst 
iiberall — Aus (31) und (32) ergibt sich 





M'(s) _ Li,(8) 
M(s) y L (8) 
22) 1 1 . 1 . (= ie 
2 ate 





+ D+ @)? 


wo a= £6 + yi jetzt promiscue alle Wurzeln «, der h Kategorien durchliuft. 
Fir 6 >1 ist nun 


Li, @_ 1,42") a 
L, 6 -a 8 


M’(s) _ vlog p 
Ho ~~" ‘2 ym? 
worin p alle Primzahlen und m alle stihl ganzen Zahlen durchiauft, 


fir welche p"=1 (mod. k) ist. Fir 1<o<2, ¢>2 ist nun die rechte 
Seite von (33) gleichmabig 


— 0(%) + 0(+) + 0(1) + O(log?) + 0(1) + Deet 1), 


WS) Per < Aslogt— 8D) (5-5 + =), 


p™ 1 
1 t log p) — 
GHA —. “EP < Ag log t — = (promt Pte) 
sg” 1 


(34) liefert zuniichst, da wegen 0<f<1 in D jedes Glied > 0 
ist, im vorliegenden Gebiet 1< 6 <2, t>2 


berm (mt log p) — A, logt, 


p” o 


also 


also 


ae | 


M 
(35) — 9 (F78) < As loge. 
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Nun sei a = 6 + yi eine bestimmte der Nullstellen*) « mit Ordinate 
y=>2. Dann tritt fiir ¢—y in der Summe auf der rechten Seite von 
(34) ein Glied 


auf; daher ist fir 1<o<? 


1 log p cos ( (my logy) 
s—p <Aclogy—h > =< 
m 1 


P 
also, wegen 


1 1 3 1 
—cesO@l,+, cos? 0 = z+ 1 008 20, 


3 l l (2 | 
p< Aclogy + ph Sh one + 14 Sinerew Gerken 


td 


p™ 1 


@ 3 M'(e) 1 M’ oa008 

= A, logy — 7 tie — weeny, 
also nach (35) 

1 3 M'(c) 
o—p <4 logy —; Mo, +3 = al slog (2). 
Nun ist fir 1<o< 2 
M' (6) 1 : 
— Fie <sai t+ 4 


(da M(s) fir s = 1 einen Pol erster Ordnung hat); fir 1 < 6 < 2 ergibt 
sich also: 
1 3 


(36) o—p <4 o—i + Aslogy. 
(36) lehrt zunichst die bekannte Tatsache, dab 
B<l 


ist (da sonst (36) fiir kleine 6 —1 nicht richtig bleiben kénnte); ferner 
ergibt sich fiir 


g 
6=1+ ae 
wo die Konstante g so gewihlt ist, dab 


0< fas! 


3= 


und 
1 
. Ag< 4 
ist: 
*) Aus Symmetriegriinden geniigt es, die Nullstellen in der oberen Halbebene 
zu betrachten 
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, 3 
—* < log y + A,logy, 


1 <(1—8) (5+ 4s) logy + f + Aug, 


1 
449 
1—p>-4 log 7 
ty 8 
~ 
alogy’ 
1 
B<1— alog y 
Fir ¢>2, o>1— slog? ist daher 
M(s) +0, 
also jeder Faktor 
L,{8) + 9, 


womit die am Anfang dieses Paragraphen ausgesprochene Behauptung 
bewiesen ist. 
1 


Da bekanntlich fiir ¢ >2, e6>1— shai 
L,(s) = O (log #) 
ist, so ist also dort log L,(s) regular und 
R log L,(s)< A, + log log?. 


Hieraus folgt in bekannter Weise*): Es gibt eine Konstante A,, derart, 
daB auf der stetigen Kurve 
1 


onl ~ 7 fir ¢<—2, 
27 1 P 
(37) 6=1— A,, log 2 fir —2<t<2, 
1 
=-_ |] — 2 
o=1 Zw fir t>2 


ra fiir x= 2,---,h regular ist, fir x =—1 bis auf 
den Pol erster Ordnung s=1 mit dem Residuum — 1 regular ist und 


1 
* 9 ree aes 
fir ¢ >2, o6S1 A, log it 
L,(8) 
L, (8) 


und rechts davon 


der Ungleichung 


< A,, log’ \t 
geniigt. 


*) Vergl. S. 232—236 meiner auf 8. 420, Anm. *) zitierten Arbeit. 
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Nun sei / eine gegebene zu k teilerfremde Zahl. Weil fiir «6 >1 
h 


h : = 
Ps x aH a -»> 70 — na > log p 
m p™ ; 


ms 
zx=1 x=1 P 


ist und fir 6>5 


> 2 - 041) 
p” 


p@=i 
m = 2,3,--+ 


ist, so ist, da das obige A,, gréBer als — angenommen werden kann, 
bewiesen: Die fiir 6 > 1 durch die Dirichletsche Reihe 


7 log p 
x 
pl P 


definierte Funktion f(s) ist auf der Kurve (37) und rechts davon bis auf 
den Pol erster Ordnung s= 1 mit dem Residuum x regulir und geniigt 


fir jf >2, 6>1— = ,, der Ungleichung 


|f(8)| < Aj log? |t). 
Hieraus folgt aber durch die bekannte*) Anwendung des Cauchy- 
schen Integralsatzes fiir die Anzahl g(x) der Primzahlen ky + l<~- die 
Formel 


(38) o(2) ; Li(a) + O(xe-7Ver), 


wo y eine (von k abhiangige) Konstante ist. 

Mit elementaren Mitteln, insbesondere ohne Benutzung der Existenz 
der Funktionen L(s) in der ganzen Ebene (was fiir die analogen Probleme 
der Idealtheorie wesentlich ist) hatte ich**) schon vor mehreren Jahren 
gezeigt, dab 


1 numa 
e(2) = , Li(z) + O (xe Vire=) 


ist, wo ~ eine (von k abhingige) Konstante ist. Aus (38) folgt nun 
fiir alle p>2 


e, 
o(x) = 5, Li(z) + O(ae-Vere), 
also z. B. 


*) Vergl. S. 236—239 meiner auf S. 420, Anm, *) zitierten Arbeit. 

**) Uber die Primzahlen einer arithmetischen Progression“ [Sitzungsberichte 
der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, mathematisch - naturwissen- 
schaftliche Klasse, Bd. 112, Abt. 2a (1908), S. 493—535], 8. 532. 
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' 8 
(39) o(z) = 4, Li(z) + O(ce-Voss), 
wo die GréBenordnung des Fehlers von k unabhingig ist. 
Aus (39) folgt z. B. weiter fiir die Anzahl x(x) der Primideale mit 


Norm <2 im Kreisteilungskérper ((k)-ten Grades) der k-ten Einheits- 
wurzeln der Wert*) 


(40) x(x) = Li(x) + O (ce-Vioee), 


in der Tat zerfallt bekanntlich in jenem Kérper jede Primzahl ky + 1 
in h Primideale ersten Grades, wihrend sonst nur noch endlich viele 
Primideale ersten Grades vorhanden sind. Ubrigens hatte ich**) einen 
vom Grade unabhingigen Index der Wurzel, nimlich 13, schon friher 
fiir diese Kérper und sogar fiir simtliche algebraische Zahlkérper erlangt, 
obgleich ich auch heute noch nicht weiB, ob die zu einem beliebigen 
Kérper gehérige Zetafunktion in der ganzen Ebene existiert oder nicht. 
Jene gleichmissig giiltige Zahl 13 hitte ich damals schon durch jede 
Zahl > 10 ersetzen kénnen, und ein Passus meiner auf §. 420 zitierten 
Arbeit ***) gestattet, sie durch jede Zahl > 8 zu ersetzen. 


Berlin, den 21. Juni 1908. 


*) Statt 3 kann in (40) auch jede andere GréBe > 2 stehen. 
**) Neuer Beweis des Primzahlsatzes und Beweis des Primidealsatzes* | Mathe- 
matische Annalen, Bd. 56 (1903), 8. 645—670], 8, 670. 
**) S. 187—188 
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Einleitung. 


In dieser Arbeit handelt es sich um Differentialgleichungen der Form 
d dty | a” 
P+ BB+ T i+ PEL —0, 
wo die Koeffizienten P, Polynome in ~ sind. Ist 2, keine Nullstelle von 
P,(x), so laBt sich das allgemeine Integral in eine Potenzreihe 


y ~ 37,e—ny 


entwickeln, deren Konvergenzkreis bekanntlich mindestens bis zur niichst- 
gelegenen Nullstelle von P,(x) reicht. Im allgemeinen wird er auch nicht 
dariiber hinausreichen. Dies hindert aber nicht, dab einzelne Partikuldr- 
integrale in einem gréBeren Kreis, ja sogar in der ganzen Ebene konver- 
gieren kénnen. Ebenso kénnen, wenn 2, eine Nullstelle von P,(z) ist, 
einzelne Partikularintegrale im Punkt z, regulir sein, wihrend das all- 
gemeine Integral es nicht ist. In einer mehrfachen Nullstelle von P,(x) 
wird das allgemeine Integral, wenn nicht gewisse wohlbekannte Bedingungen 
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erfiillt sind, sich sogar nicht einmal bestimmt verhalten, wihrend bei ein- 
zelnen Partikulirintegralen dies sehr wohl der Fall sein kann. 

Bekannte Beispiele fiir das Vorkommen von solchen ausgezeichneten 
Partikulirintegralen bieten unter andern die hypergeometrischen Differential- 
gleichungen (zweiter und héherer Ordnung). Siitze allgemeinerer Natur 
verdankt man hauptsiichlich Herrn Helge von Koch, der seine Theorie 
der unendlichen Determinanten fiir die Frage nutzbar gemacht hat.*) In- 
dessen sind die Bedingungen, die Herr von Koch herleitet, so kompliziert, 
da8 ihr Erfiilltsein sich praktisch bei den wenigsten Differentialgleichungen 
wird feststellen lassen. Im folgenden werden nun nach einer neuen Methode 
einige verhiltnismaBig umfassende Typen von Differentialgleichungen an- 
gegeben, iiber die sich beziiglich der Existenz von solchen besonderen 
Partikulirintegralen sehr bestimmte Aussagen machen lassen, wobei dann 
die fraglichen Integrale auch berechnet werden kénnen. 

Die Methode besteht einfach darin, daB eine hypothetische Potenz- 
reihe an Stelle von y in die Differentialgleichung eingesetzt wird. Man 
erhalt dadurch, ganz wie bei der Fuchsschen Theorie, fiir die Koeffizien- 
ten eine Rekursionsformel (Differenzengleichung), welche eine Anzahl von 
Anfangskoeffizienten willkiirlich liBt. Dann handelt es sich darum, diese 
willkirlichen Koeffizienten, wenn dies méglich ist, so zu wiihlen, daB die 
entstehende Potenzreihe konvergiert, oder auch, daB sie in einem még- 
lichst groBen Kreis konvergiert. Diese besondere Wahl der Anfangskoef- 
fizienten wird erméglicht durch einige Theoreme tiber lineare Differenzen- 
gleichungen, die ihrerseits mit Hilfe der kiirzlich von mir entwickelten 
Theorie der Jacobi-Ketten beliebiger Ordnung**) gewonnen werden. Die 
ganze Untersuchung stellt also wesentlich eine Anwendung dieser Theorie 
dar. Um jedoch den Leser nicht fortgesetzt auf die zitierte Arbeit ver- 
weisen zu miissen, habe ich in § 2 ohne Beweis alle diejenigen Definitionen 
und Theoreme iiber Jacobi-Ketten zusammengestellt, die im weitern Ver- 
lauf gebraucht werden. 


§ 1. 
Vorbereitende Beispiele. 


In diesem Paragraphen behandle ich als Einfiihrung einige ganz 
spezielle Differentialgleichungen, die nur auf Ketten erster Ordnung, also 
auf Kettenbriiche fiihren, die aber doch das Wesen der allgemeinen Methode 
bereits klar erkennen lassen. 


*) Sur les intégrales. réguliéres des équations différentielles linéaires. Acta 
mathematica, Bd. 18 (1894). 

“*) Uber die Konvergenz der Jacobi-Kettenalgorithmen mit komplexen Elementen. 
Sitzungsberichte der bayr. Akademie (math. phys. Klasse), Bd. 37 (1907), pag. 401—482. 
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Erstes Beispiel y—=—(1+a)y"+a%y”. 
Setzt man fiir y die Reihe 


(a) y= ee 
v=0 
ein, so erhilt man fiir die Koeffizienten y, die Differenzengleichung 


Vy = YY, 41 + Vr42 (vy =0, 1,2,---), 
welche y, und y, willkiirlich lit; oder was dasselbe ist, 


Vy —, v + 1 : 
Vy+1 Vy4+1 
Vy+2 


Hieraus entsteht sogleich der endliche Kettenbruch 


Vo 1| 1 1 = 1| 
» ©) * 0+ Ai wed wa +t Tras 
Vy+2 


Wahlt man daher die noch willkiirlichen Anfangskoeffizienten y,, y, 
derart, daB = gleich dem unendlichen Kettenbruch 
. 1 1 1j, 1 
(c) Reeertg te tet 
ist, so sind alle weiteren y, dadurch eindeutig bestimmt, und wegen (b) 
ist offenbar fiir alle v > 0: 
, 1! 1 


Vr4t or | (w+ 1)° 


= > 
ieee toe: 

Daher ist y,,, << zy , und folglich konvergiert die Reihe (a) fir alle z, 
und zwar auBerordentlich stark. Die Differentialgleichung hat also jeden- 
falls ein Integral, welches eine ganze transzendente Funktion von 7 ist. 

Sie hat aber auch nur ein solches Integral. Denn sei 


(a) Dai* 


v=0 
ein zweites; dann ist auch wieder 
(e) 6,= v7d,,1.+ 9,49- 
Aber wenn wieder @ den Kettenbruch (c) bezeichnet, so ist diesmal 
6, — «6, +0, weil sonst das Integral bis auf einen konstanten Faktor 
mit dem frttheren identisch wire (oder auch identisch Null, namlich fir 
6,—6,—0). Vermége (e) kann man d,,, linear durch 6, und 4, aus- 
driicken, und zwar 
(f) (—1)",,, = B,d, — 4,0, = (6,—«9,) B, + 6,(a@B,—A,), 
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wobei die A,, B, Zahler und Nenner des v“" Niaherungsbruches des Ketten- 
bruches (c) bedeuten. Nun ist aber 

B, = v°B,_, + B,_, > vB,_1, 
woraus wegen B, = 1 sogleich 

B, > (vl)? 
folgt. Andererseits ist nach dem bekannten Niherungsgesetz fiir regel- 
miaBige Kettenbriiche: 
|eB,—A,|< 5 < 
Daher folgt aus Gleichung (f): 

18,42) > | —«9, | (w!)? — ae 


und hieraus, weil 6,—ad,+0 ist, mindestens fiir alle v tiber einer 
gewissen Grenze: 


1 
(w!)* 


9,42| > C(v!), 
wo C eine von v unabhiingige wesentlich positive Zahl bedeutet. Daher 


divergiert die Reihe (d) fir alle z, sie stellt also kein regulires Integral 
der Differentialgleichung dar. W. z. b. w. 


Zweites Beispiel: Besselsche Funktionen. 

Sucht man die Differentialgleichung 
(g) ay” + hy’—y=0 
durch eine Potenzreihe $(7) zu befriedigen, so sieht man ohne weiteres, 
daB dies, von einem konstanten Faktor abgesehen, nur die Reihe 


(h) P(x) = y,_1 (2) - > areia 
r=0 


sein kann*), welche in der ganzen Ebene konvergiert. Die Differential- 
gleichung hat also ein und nur ein Integral, welches eine ganze transzen- 
dente Funktion von z ist. Setzt man weiter, unter x, irgend einen von 
Null verschiedenen Wert verstanden, die Reihe 


(i) y= > 2 (e—m)" 


in die Differentialgleichung ein, so erhilt man fiir die Koeffizienten y, 
die Rekursionsformel 


(k) LoVr42 + (vt+h)y,41 —%, 0 (v=0, 1,2,---), 


*) Dabei darf h auch eine ganze Zahl <0 sein. Es ist dann 
setzen, solange »+h<0 ist. om 


1 


rem °™ 


Mathematische Annalen. LXVI. 29 











450 O. Perroy. 


oder, was das gleiche sagt: 


; x 
(I) te my th+— 
Vy 41 Vy 41 
Vy+2 


Nun sei N eine fest gewahlte ganze Zahl, die gréBer ist als |h| + |z,| 
Dann ist der unendliche Kettenbruch 


Sa) 


N+h+ (wey + waagst'': 

nach dem Pringsheimschen Kriterium konvergent. Wahlt man yy, yy4; 
derart, dab der Quotient = gleich diesem Kettenbruch wird, so sind 
dadurch vermége Gleichung (k) alle vorhergehenden und nachfolgenden y, 
mit bestimmt, und aus (I) schlieBt man fiir alle v: 

(m) tad cb dled o+h+i 


sobald nur y,,,+0 ausfillt, wihrend fiir y,,,—0 der Kettenbruch 
divergiert, sein reziproker Wert aber nach Null konvergiert.*) Aus Glei- 
chung (m) folgt nun 


Xo 
+ fetata tt’ 


lim -7"—' =o 


4 ? 
r=0 Vy+1 


so daB die Reihe (i) in der ganzen Ebene konvergiert. Da aber die Dif- 
ferentialgleichung auber g,_,(z) kein im Endlichen itiberall regulires 
Integral mehr hat, so ist notwendig 
i (a—a%)’ = Cy_,(2), 
vy=0 


wo C eine Konstante bedeutet. Daher ist 


Yo = CH,_1(%); 
V1 = C@i-1(%) = Cpr(ao), 
und es folgt somit aus Gleichung (m), wenn man darin v = 0 setzt: 


P,~1 eo) a 
(n) “9, (a) =—h+ 


_% | Xp | Xo| 


mit h+2 waa" 


Dies gilt fiir alle endlichen Werte von z,, ausgenommen die Null- 
stellen von g,(x), fiir welche der reziproke Wert des Kettenbruches gegen 
Null konvergiert. Die Formel (n) ist nichts anderes als die bekannte 


*) Dies kann offenbar nur fiir » < WN, also allenfalls fiir eine endliche Anzahl 
von »-Werten eintreten. 
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Kettenbruchentwicklung des Quotienten zweier Besselschen Funktionen, 
da ja die durch Gleichung (h) definierte Funktion g, sofort auf die 
Besselsche Funktion J, zuriickgefiihrt werden kann. 

Zum Schlu8 bemerke ich, daB wesentlich die gleiche Methode, wie 
sie in diesen Beispielen zum Ausdruck kommt, auch kiirzlich von Herrn 
Lerch an einem ahnlichen Beispiel erliutert und recht passend als ,,Prinzip 
der schnellsten Konvergenz“ bezeichnet worden ist.*) 


§ 2. 
Zusammenstellung der Hauptsiitze tiber Ketten. 

Die hier folgenden Definitionen und Theoreme sind meiner auf pag. 447 
zitierten Arbeit fast wértlich entnommen. Sie sind mit fortlaufenden 
Nummern versehen, unter welchen spiiter auf die betreffenden Sitze ver- 
wiesen wird, wihrend die’ jeweils am SchluB eingeklammerten Seiten- 
zahlen und sonstigen Angaben auf die beziigliche Stelle in der genannten 
Arbeit hinweisen. 


Nr. I. Das System der linearen Rekursionsformeln 
(1) stern ate ay? A? + a Art) ie rt a”) Av”) 
(¢=90,1,---,n; »=0,1,2,---) 
mit den Anfangswerten 


(2) A? — 


lfiri=k 
(i, k= 0,1,--+,m) 


0, i+k 
heiBt eine Jacobi-Kette oder kurz Kette n* Ordnung. Die Zahlen a” heiBen 
die Elemente der Kette (404, Definition I). 

Nr. II. Betrachtet man die af” als beliebige Variable, so sind die 
A‘ ganze rationale Funktionen von diesen Variabeln. Wenn man in der 
Funktion AS? die oberen Indizes aller vorkommenden aX” um eine be- 
stimmte Zahl 4 erhdht, so wird der entstehende Ausdruck mit A{’) be- 
zeichnet. Fir die A‘) bestehen daher die Rekursionsformeln (405): 
(3) AREA alt AM) + af 9 ALITY +--+ at ALI 

(¢=0,1,---, m5 y=0,1,2,---), 
und die Anfangswerte sind natiirlich wieder 
1 fir i=k 
(k) 

4) 7 ri 

*) Uber einige Punkte der Theorie der Eulerschen Integrale. Monatshefte fiir 
Math. u. Phys., 19. Jahrg., 1908. 


(i, k=0,1,-++)m). 
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Nr. Ill. Es wird ein fiir allemal a{’) +0 vorausgesetzt fiir alle v (407). 
Nr. IV. Die in Nr. 1 definierte Kette heiBt konvergent, wenn die 
(») 
Quotienten ai? me mit wachsendem » gegen bestimmte endliche Grenz- 


werte konvergieren: 


(r) (r) (¥) 
of) ima “oj — A> a Lim Jy — eS, =» a Lim “= a, 
welche dann das Wertesystem der Kette genannt werden. Andernfalls 
heiBt die Kette divergent (407, Definition I]). 
Nr. V. Wenn die Kette konvergiert und das in Nr. IV angegebene 
Wertesystem hat, so wird dies symbolisch angedeutet durch die Formel 








0 1 eS i 0 
a, al), ai?), 7 «) 
™ @®) a) a®) ees | a?) 
(5) so ye SE's ats 
1 
0 1 2 aes 0 
La, a), a®, ---J a), 


AuBerdem wird aber das Zeichen links itiberhaupt als Symbol fiir die in 
Nr. I definierte Kette gebraucht ohne Riicksicht auf ihre Konvergenz oder 


Divergenz. An Stelle des ausfiihrlichen Kettensymboles soll yelegentlich 
auch abkiirzend 


rg@ ra (1 
ray ray”, ay” ra, ay, ay) , 
| a” (0) alr) | 0) git) g(r) | 
| “4 | oder | 917% | oder | S19 Ss % | usw. 
. . . | : . . . | 
° | | 
La v=0 a), at? | ont La®, a®, a} ,os 


geschrieben werden (408—409). 


Nr. VI. Die Kette (5) hei®t wnbedingt konvergent, wenn die unend- 
lich vielen Ketten 


[gla A+1 meen. cea l 
af), aft), aft?, 


>| (4=0,1,2,---) 


2 (A+1) te, f.| e 
|_a®), @]t®, @**, x 


siimtlich konvergieren (411, Definition II). 
Nr. VII. Bei unbedingter Konvergenz existieren definitionsgemaB 
die Grenzwerte (siehe Nr. II): 
) 
eo. 


und es ist 
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| [ af), af+, af+®), ar | \ 


A+1 A+2 
a), a+, aft, . 


oa | 


le, 
AuBerdem ist notwendig «+0 fiir 4>1, und es besteht das Glei- 
chungssystem (412): 


af +1) 
(2) —. g(a) Se 
ay a + ari) 
n 
(A +1) 
Saudis 28 
an = Gy; + ~G37) (= » 3, ++) M). 
n 


Nr. VIII. Wenn die Kette 
rap, aZ+), aft, .. ] 
Berean se id . 


La, aft», aft+®, --- | 
wo A ein bestimmter Index 4>1 ist, konvergiert, und ihr Wertesystem mit 
ec), a, ---, e® bezeichnet wird, so ist die Kette 


a®, a), a®, acme 


Lan” a”), a, ahi 
konvergent oder divergent, je nachdem die GréBe 
AD a 4 AST» g@ 4 ASD o@ 4... 4 AS gi) 
von Null verschieden oder gleich Null ist. Das Wertesystem der Kette 
ist dann im Konvergenzfall gegeben durch die Formel (414, Lemma): 


@ a@ 4 42+) o@ 1... 4 gatn),@ 
a) = ay? =i en Bitte es ah ey (¢=1,2,--,m). 
Ay’ ag’ + Ag ey es + AQ a, 
Nr. IX. Wenn die Elemente einer Kette n** Ordnung fir »>1 
durchweg die Ungleichung 


al? | + | af” Ap nina a” ,| < @(\a®?| —1) 
erfiillen, wo # eine positive Zahl kleiner als 1 bedeutet, wihrend die 


Zahlen a‘) sehr wohl auch komplex sein diirfen, so ist die Kette unbe- 
dingt konvergent (417, Theorem II). 


Nr. X. Wenn die in Nr. IX geforderte Ungleichung schon fir »>0 
erfiillt ist, so gentigt das Wertesystem «(, of, ---, a der nach Nr. IX 
konvergenten Kette den zwei Ungleichungen: 

| a| D af? + |e) + |e) +--+ + leh 


n-1 


ja —a) + |e —af| + +--+ ae —a| < @; 
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auBerdem gilt die Beziehung 
lim (a® A” — & AM) = 0, 


wobei die Zahlen A die Bedeutung von Nr. I haben (424, Theorem III). 

Nr. XI. Unter den Voraussetzungen der vorigen Nr. wachsen die 
absoluten Betriige der Zahlen A{” von y= 1 ab monoton mit wv (428), 
und es gilt die Ungleichung (429): 


|Ag+*+9| > Jaf (Jal? — 1) (/a|—1) --- (Jal?) —1).*) 


Nr. XII. Wenn die Elemente einer Kette ganze rationale Zahlen 
sind, welche von einer gewissen Stelle y> N ab die Ungleichung 


ay| + |aP|+---+)a,| SO(jaP|—1)  (@<1) 
erfiillen, so ist die Kette unbedingt konvergent, und ihr Wertesystem 
a, of, ---, &® geniigt keiner Relation der Form 
Poa” + Pie + Poo +---+ Po =O 
mit rationalen, nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten P, (452, 
Theorem IX). 
Nr. XIII. Die beiden Ketten n* Ordnung 


Fal”) ~o be") ~ 
L as) J7@ bY j 


=0 L Jjr=0 

wobei 
(6) Ui” = ai, 0,-1° °° Cr— nasi (¢=0, 1,--+,m) 
gesetzt ist, heiben dquivalent, wenn die Multiplikatoren g, beliebige von 
Null verschiedene Zahlen sind, und speziell g, = 1 fir »v < 0 (410—411). 

Es erweist sich nun aber als notwendig, auch solche Ketten in Be- 
tracht zu ziehen, bei denen diese letzte Bedingung nicht erfillt ist. Es 
sollen also jetzt alle g,, auch die mit nicht positivem Index, keiner 
weiteren Bedingung unterworfen sein als: g,+ 0. Dadurch werden mit 
den af” zugleich die }{ von Null verschieden, so daB auch die Kette 8 
der Forderung Nr. III geniigt. Die Ketten & und 8 mégen jetzt halbdqui- 
valent heiBen. 

Zur Kette & gehéren die Rekursionsformeln (1), wihrend die ent- 
sprechenden zur Kette 8 gehérigen Formeln lauten: 


*) A a.O. steht auf der rechten Seite dieser Ungleichung noch eine ganze 
Anzahl weiterer positiver Glieder; doch ist die darin liegende Verschirfung fiir unsere 
Zwecke nicht erforderlich. Ebensowenig brauchen wir hier die Tatsache, daB die 
Ungleichung auch unter der Annahme @ = 1 besteht. 
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ie n 
Beret) a 7 "yi Bet” — 7 } at" 0,0, 1 *** Oye nar BY ts 


r=0 r=0 
wobei die Anfangswerte wieder durch 
1 fir i=—k 
0, i+¢k 


gegeben sind. Hieraus schlieBt man leicht: 


Be =| (i, k=O, 1,-++,n) 


(7) B00 an Sone Seek stent AW),*) 
C..5090.985490"**C.a5s—-5 

Denn die Rekursionsformeln fiir A® und B® zeigen, daB, wenn die 
Formel (7) fiir » + 1 aufeinanderfolgende »-Werte gilt, sie auch fiir den 
niichstgréBeren bestehen bleibt. Aber fiir v = 0, 1, 2,---, ist sie evident, 
also gilt sie allgemein. 

Nach (7) ist nun fiir groBe Werte von v (es geniigt y >i zu denken), 
indem sich die g des Nenners siimtlich gegen soleche im Ziahler wegheben: 


Bo = 0. nt Oi n+iga °° O-n+r-1 AW), 
Daher auch: ; : i 


(r) 
Cn gi@—n ditt C-ngy—1 Ay 


by mo = a!) Qo 0_1°"* On 
0 


(r) 
Cn Cin41*'C-n+r-1 


(v) 


_ 0 : 
= CR Conse A? oy” 


Hieraus folgt nun fiir v= oo, da® zwei halbiquivalente Ketten immer 
zugleich konvergent oder divergent sind. Bedeuten dann im Konvergenz- 
fall a und B® die Wertesysteme der Ketten & und %, so ist 


BS = 090-1 °° * On gs % (¢=1,2,---,n), 
also wegen (6) auch 
BO: « = b : a. 
Ist ferner die Kette 2% unbedingt konvergent, so gilt das gleiche von 8, 
und es ist, wenn «,”), 8, die entsprechende Bedeutung haben (siehe Nr. VID), 
auch allgemein 


B® = 0,0:-1 9 Op ng i eh (¢=1,2,---,m), 
und folglich auch wieder wegen (6): 


*) Die hier im Zahler und Nenner auftretende Zahl ¢_,_,, die seither gar 
nicht vorkam, ist ganz willkiirlich (4 0); sie hebt sich auch von selbst weg und 
ist nur beigefiigt, weil die Formel sonst fiir »—0 eine kleine Korrektur er- 
fahren miiBte. 
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g 3. 
Uber eine besondere lineare Differenzengleichung. 


Es sollen zunichst zwei einfache Bezeichnungen festgesetzt werden. 
Sind k,, k,,---, k, irgend welche reelle Zahlen, so bezeichnen wir die 
algebraisch gréBte unter ihnen mit 


Max (k,, k,, 7. k,), 
oder auch mit 


Max k,. 
i=1 
Ebenso die algebraisch kleinste mit 
Min (k,, ky, ++, ky) oder Min k,. 
i=1 


Des weiteren bedeute {»*} jede fiir y= 0, 1, 2,--- definierte (nicht 
notwendig reelle) Funktion, fiir welche 


lim ie =1 

ist; dabei kann /& irgend eine reelle Zahl sein, die mit der Funktion 
natiirlich eindeutig gegeben ist. Unter {v-~} soll folgerichtig eine Funk- 
tion verstanden werden, deren Absolutwert rascher gegen Null konvergiert als 
jede Potenz von : ; insbesondere wird also jede Funktion, die von einem 


gewissen v-Wert ab dauernd gleich Null ist, mit {»~~} zu bezeichnen sein. 

Wir betrachten dann die lineare Differenzengleichung (+ 1)** Ordnung: 
(8) Vr+n+1 ™ bY y, + Wy, ore A ae (v=0, 1, 2,--+), 
wobei die Koeffizienten 
(9) bf) = bv) (i= 0,1,--,n) 
sein mégen. Dabei darf ohne weiteres b, + 0 angenommen werden; sollten 
nimlich zufallig fiir einen bestimmten Index i alle b,”) verschwinden, so 
kann dem dadurch Rechnung getragen werden, dab man k;, = — oo setzt. 
Weiter setzen wir bf” +0 voraus fiir alle v. Infolgedessen liefert die 
Gleichung (8) aus irgend welchen »+ 1 aufeinanderfolgenden y, nicht 
nur alle spiteren, sondern auch riickwirts die vorhergehenden. 

Wir substituieren nun in (8) 

5 é, 

(10) Vy got” 
wobei g eine positive, r eine reelle Zahl bedeutet, tiber die beide spiiter 
je nach Bedarf in passender Weise verfiigt wird. Gleichung (8) geht dann 
‘fiber in eine ahnliche: 


(11) 9.4041 3 ayo, + ays, +1 +> is + a 
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wobei zur Abkiirzutig 
(12) a”) = bg"**~[(y+i+1) (v+i+2)---(v+m41)]" 
gesetzt ist. Nach (9) ist also 
(13) a, = b,gtt2-# {pit intt—Or) 


Fiir spiiter ist besonders zu beachten, daS nach unseren Voraussetzungen 
tiber }{”) auch af”) fiir alle v von Null verschieden wird. 
Man wihle nun fiirs erste die Zahl r derart, daB 


(14) k, + (n+1—i)r <0 (¢=0,1,---,m) 


wird; ferner g so klein, daB 


Swiger<1 


ist. Dann wird offenbar fiir geniigend grobe v out 


Sie" < <1, 


so daB aus Gleichung (11) folgt: 
19, 4.041) < Max (|d,|, Graals ++ +> Orenl)- 
Hieraus ergibt sich aber sogleich, dab |d,| unter einer von v unabhingigen 
Schranke G bleibt, und folglich nach (10): 
G 
g(vty” ; 
Die giinstigste obere Schranke fiir |y,| erhilt man offenbar, wenn man r 


moéglichst groB wahlt. Da aber r an die Ungleichungen (14) gebunden 
war, so wird man 


ly, < 


— k, I 
r= Min Bes ~ — Ma si; 
setzen. Man erhilt pre ye v 4 1: 
Max a . 
(15) Y,|< Meurer", 


wo M eine vielleicht sehr groBe, von den Anfangswerten 7, 7,,-- +; 7, 
abhiingende, aber von v unabhiingige Zahl bedeutet. 


Von jetet ab sollen die Exponenten k, den Ungleichungen 
(16) => —k, (§=0,1,--,n—1) 
geniigen, oder auch, wenn man nach k, auflist: 


(16a) k,> (i =0,1,---,n—1). 


k; 
n+1—i 
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Dann geht (15) tiber in: 
(17) 17,| < MM*(wl)*m. 

Diese Ungleichung bezieht sich auf das allgemeine Integral der Dif- 
ferenzengleichung (8), da wir tiber die Anfangswerte y,, y,,---, y, keinerlei 
Festsetzungen getroffen haben. Es soll nun gezeigt werden, daB bei dem 
allgemeinen Integral der Exponent von v! in Ungleichung (17) auch 
niemals unter k, herabgedriickt werden kann, wiahrend fiir einzelne Parti- 
kulirintegrale eine Erniedrigung eintritt. 

Zu dem Zweck wihlen wir die Zahl r nun nicht mehr gemiB den 
Ungleichungen (14), sondern derart, dab 
. (18) =? 


n—t 


‘>r>—k, (i=0,1,---,-n—1) 

wird, was ja wegen der Voraussetzung (16) méglich ist. Diese letzten 
Ungleichungen sind aber gleichbedeutend mit den folgenden: 

(19) k,+r>0, 

(20) k,trak,+(n+1—ir (¢=0, 1, ---,m—1). 

Daher ist wegen (13) mindestens von einer gewissen Stelle vy > N ab: 
la,| < |b,| gtt-§. Qari t@+t-de 

<2\d,\gttt-ivet” (fir v>N). 


Andererseits aber auch, indem man nétigenfalls die Zahl N noch gréBer 
denkt, wegen (13) fiir i =m und (19): 


(21) 


lal?| > |b,\g- ot", 
1< 4 [b\gut" (fur »>N), 
woraus durch Subtraktion folgt 
(22) a|—1> 4 |d,|gu*" (fir »>N). 
Wihit man daher die Zahl g so klein, daB die Ungleichung 


a—1l 


1 5 | gu+i—i 
4 |b, 9>>'2\b\g*** 


i=0 

besteht, so folgt schlieBlich nach (22) und (21): 
a—1 

23) (ia? —1I)> S'la, (fir v>). 
i=0 


Wegen dieser Ungleichung ist nun nach Nr. IX des vorigen Para- 
graphen die Kette n** Ordnung 
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a), a+), aft, . 
a®), a¥+1), gi¥+%),... 


(24) | 
a), a+), gi¥+%, . 
unbedingt konvergent.*) Die zugehérigen Rekursionsformeln lauten: 
Ag? al Ait + oft ALE 4 ot ASS 


mit den bekannten Anfangswerten A{" (siche Nr. II). Nach Gleichung (11) 
ist aber auch, wenn man dort » + N an Stelle von v setzt: 


+N) » r+ NV) » +N 
Re wecer oe Bart ar Oem t: +e "Rsaee 


Daher laBt sich 6,,y linear ausdriicken durch Aj’y, Af’y,---, AS’y, und 
zwar ist 


(25) Or49 =>) Ox 4: An. 
i=0 


Fiir vy = 0,1,---, ist diese Formel niimlich evident, und die Rekursions- 
formeln zeigen dann wieder, daB, wenn sie fiir m + 1 aufeinanderfolgende 
v-Werte gilt, sie auch fiir den nachst gréBeren richtig bleibt. 

Bezeichnet man mit «{),---, a) das Wertesystem der Kette (24) 
und setzt zur Abkiirzung 


N (¥) 4 ’ 
(26) ay ) AS y om AD y _ H'x, 


so folgt, wenn man das Theorem in Nr. X auf diese Kette anwendet, 
deren Elemente ja den Ungleichungen (23) geniigen, die Beziehung 


(27) lim H{"}, = 0. 


v=e 


Wenn man jetzt die Gleichung (25) mit af") multipliziert, so kommt: 
088, 5— 06" By ASe + >" Bra ca? AS 
i=1 


= as" dy Ady + >" bx 4(HEk+ af” Ady) 
i=1 


= Ayy(ay” dy + ee ayes + la -- a”) Svan) a > Ov4: Heh 
i=1 








*) Wie bereits bemerkt, ist die Forderung Nr. II: al”) +0 ebenfalls erfillt. 
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Da aber nach (27) die einzelnen Terme unter dem letzten Summenzeichen 
mit wachsendem v dem Wert Null zustreben, so erhilt man die folgende 
wichtige Beziehung: 


(28) lim [ap’’ 6,4. »— Ag’v (ab dy + oh Ow41 +++ + ae yy 4)| = 0. 
Hier bieten sich nun zwei verschiedene Fille dar. 
Erster Fall: 
ay’ dy + oY Oya, +-*-+ Pi + 0- 
Nach Nr. XI folgt aus den Ungleichungen (23): 
|AS3**™| > lal? |(\alt*™| —1) (Gt ®| —1) -(Jall*?|—1) 
und daher wegen (22): 


|Age"*”| > las” | (5 |0,| 9)" (N+1) (N+2)--- (N+0)y*" 
> 9G (o+N)I"*’, 


wo g, von » nicht abhingt. Setzt man »—m—1 an Stelle von v, so 
kommt 
| AS'y| > gi "(e+ N—n—1)1]"*" > gal (vt NDT?" 
Aus (28) folgt daher fiir hinreichend groBe v: 


\8r+4| > gsl(v+N)Iy**”. 
Hieraus endlich, indem man v — N an Stelle von vy schreibt und statt 
der 6, vermége (10) wieder die y, einfihrt: 
(29) 7,| > m(v!)™, 
wo auch m eine vielleicht sehr kleine, von den Anfangswerten 7, 7,,---,7, 
abhiingende, von v aber unabhiingige Zahl bedeutet. Ubrigens gilt Un- 
gleichung (29) nur fir hinreichend grofe v, wihrend fir eine endliche 


Anzahl von v-Werten natiirlich sehr wohl y,=0 sein kann. 
Zweiter Fall: 


iy) (y) (y) 
a, Oyta, Oy, +--+ +a, $y4.= 0. 


In diesem Falle folgt aus (28), daB |d,! unter einer von v unab- 
hingigen Schranke G bleibt. Also, wenn man wieder zu den y, iibergeht 


ly! — 
Ve! S ey’ 

Das giinstigste Resultat ergibt sich hieraus wieder, wenn man fiir r einen 
méglichst groBen Wert wihlt. Da aber r diesmal den Bedingungen (18) 
unterworfen ist, wird man 
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~lk —k, 
r= Min 
=0 n—t 
. wahlen, und erhilt somit: 
n—1 ky —k; 
— Min —” a 
(30) ¥e|< M(t) =O", 


wo nun M wieder nur von den Anfangswerten y,,7,,°--, 7,» aber nicht 
von v abhdngt. Diese auf ein partikuldres Integral unserer Differenzen- 
gleichung beziigliche Abschitzungsformel ist nun unter allen Umstinden 
schirfer als die fir das allgemeine Integral giiltige Ungleichung (17), da 
ja die Zahlen k, den Forderungen (16) unterworfen sind. 

Es eriibrigt noch, die das Partikulirintegral charakterisierende Be- 
dingung 
(31) a6, ae +--+ $09, = 0 


durch eine andere zu ersetzen, welche statt der 6, die y, enthilt. Be- 
trachtet man zu dem Zweck die Kette 


ro yo” prt 1) 


ee | 


? ? 
(32) if "eer prt, 2 oe 


(¥) (V+) (N+ 2) 
b. ; b. . b: pote 


(N +2) 
b, st 


so ist diese wegen des in Formel (12) gegebenen Zusammenhangs der 
b” mit den a” mit der Kette (24) halbiquivalent (Nr. XIII). Sie ist 
also ebenfalls unbedingt konvergent, und wenn ge, teey p” ihr Werte- 
system bedeutet, so hat man 


(33) a) Bg" **~*T-N 4441) (N+i+2)---(N+n+1)]’. 
AuBerdem ist ja auch 


ay? = 00g" *[(N +1) (N+2)---(N+n+Dy’, 


und wenn man fiir . a”) diese Werte in (31) einsetzt, so ergibt sich 


grt? (N+ 1) ot wy (N+n+ 1)/ Oy 
+ DS Arg (Hit 1) N+ mt YY dxee= 0, 


i=1 
oder auch, indem man diese Gleichung durch 
ghtn+t[(N+n+ 17 
dividiert: 


p™ {N) Ov si one 
"og ni +>e roa a aa 
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Nach (10) ist dies aber gleichbedeutend mit 
(34) OO y+ Ora. 4 ita I. Yuen = 0. 


Diese Formel ist nun mit (31) vollkommen fquivalent, in dem Sinne, 
daB jede von beiden die andere nach sich zieht. Fassen wir also unsere 
Resultate zusammen, so ergibt sich folgendes 
Theorem: Wenn die Koeffizienten der linearen Differenzengleichung 
Ve+n+2 _ oy, + OM 41 a ie ae (v _ 0, 1, 2, aie *) 
die Form 
I” = b,{v*} (i= 0,1,---, m) 

haben, wo die Exponenten k, die Bedingungen 

b.—2, 

———- > —~ he, (¢=0,1,---,n—1) 
erfiillen, und wenn spesiell auch 0° +0 ist fiir alle v, so geniigt das 
allgemeine Integral den Ungleichungen: 

r1< M(t fir v>1, 


7,.> m'(v!)"" fiir v>%. 
Die durch die Gleichung 
Ot vy + ae = siete ae Pe »=@ 
charakterisierten Partikuldrintegrale dagegen, aber auch nur sie allein, 
geniigen der andern Ungleichung 
I7,| << Mr(vt) “=? 
Dabei sind M,m von v unabhiingige Konstanten; ferner bedeutet v,, ebenso 
wie N, eine hinreichend groB gewihlte Zahl; e, tesy p” aber das Werte- 
system der unbedingt konvergenten Kette (32). 

SchlieBlich sei bemerkt, daB man die hier ausgezeichneten Partikular- 
integrale statt durch eine lineare Gleichung zwischen yy, 7y,,5°°*)¥y4n 
ebensogut durch eine solche zwischen den Anfangswerten 7, 7,,---, 7, 
charakterisieren kann. Zu dem Zweck fiihren wir die Kette 


(0) (3) (2) a 
is y”, Oe] 
) 
LW, W, 0, ---J 
ein, deren zugehérige Rekursionsformeln lauten: 
Byrte+» a be” B” } Be” Beth rrr oo Bt”). 


" (0, itk 


(35) 


(¢,k=0,1,--+,m). 








Differenzen- und Differentialgleich 463 


a) 





Wegen der Differenzengleichung (8) erhilt man dann durch die gleiche 
Induktion wie bei Formel (25): 


Y, -> 7: Bi”. 
i=0 


Setzt man dies fir v= N, N+1,---,N+™ in die Gleichung | 


BO yw + BY ywer to ++ + Be win =O 

ein, so kommt: 
(36) PB + APB +--+ + BB”) 1 = 0, 

i=0 
womit die gewiinschte Beziehung gefunden ist. Hat hier nicht zufillig 
der Koeffizient von y, den Wert Null, so laBt sie sich noch etwas ver- 
einfachen. Dann folgt niimlich aus dem Satz in Nr. VIII, angewandt auf 
die Ketten (32) und (89), daB die letztere ebenfalls konvergiert, und daB 
ihr Wertesystem f{,---, As’ durch die Formeln 


po — 1 * Oo Bi + BOB TY +... + BO Bt (i= 1,2,--.,n) 

1) BM) +. Bi) B+) fee pO) Bate) ae ? 
gegeben ist. Gleichung (36) erweist sich daher, indem man durch den 
Koeffizienten von y, dividiert und mit })” multipliziert, als gleich- 
bedeutend mit 


Wye + Or t+ BO yn 
Setzt man allgemein 
en oe eae 
b®, Bete yee batik ~ |g 


sofern nur die Kette konvergiert, was fiir 4 > N ja sicher der Fall ist, 
so besteht fiir unsere Partikulirintegrale zwischen je m+ 1 aufeinander- 
folgenden y, stets die lineare Gleichung 


(38) OW v2 + BO yaar ts + Boyan =O. 


Denn fiir 4—N diente diese ja zur Charakterisierung der betreffenden 
Partikularintegrale; fir 2< N wird sie genau so bewiesen wie soeben 
fir 4=0. Fir 1>N endlich ergibt sie sich am einfachsten durch 
vollstiindige Induktion. Angenommen nimlich, die Gleichung (38) sei 
fiir ein gewisses 41(> N) richtig. Es ist dann, da die Kette (32) un- 
bedingt konvergiert, nach Nr. VII: 








O. Perron. 


a a 
Bi = b + porn? 
get» 
pet) 
i Setzt man dies in (38) ein, so ergibt sich durch Multiplikation mit 6¢+": 
OO vag + BE yes toe + Be se 
+ Bot? OP», + BO vss ++--+ be 242) =. 

Allein die hier auftretende KlammergréBe ist nach (8) gleich y,,,,;, 
so daB vorstehende Gleichung nichts anderes ist als (38); nur ist 4 ersetzt 

durch 4+ 1. Dadurch ist aber die Allgemeingiiltigkeit bewiesen. 
Umgekehrt ist auch leicht zu sehen: Wenn ein Integral der Diffe- 
renzengleichung (8) nicht unserer besonderen Klasse von Partikulirinte- 
gralen angehdrt, so befriedigt es fiir gar keinen Index 4 die Gleichung (38). 
Denn andernfalls wiirde durch den riickwirtigen SchluB das Bestehen 
der namlichen Gleichung auch fiir den Index 4 = N folgen, so daB das 


betreffende Integral gegen die Voraussetzung doch eines der obigen 
Partikulirintegrale wiire. 


pi? =v) + (i= 2,3,-++,m). 


§ 4. 
Die adjungierte Differenzengleichung. — 
Mit der im vorigen Paragraphen studierten Differenzengleichung 
(8) grants =O +O yar te +O 4. (vy =0,1,2,---) 
ist nahe verwandt die folgende: 
(39) eee ety ee ee hi (y=0,1,2,---). 
Man nennt diese Differenzengleichung die inverse (Pincherle) oder auch 


die adjungierte (Bortolotti) der vorigen. Der Zusammenhang zwischen 
beiden fuBert sich insbesondere darin, daB der Ausdruck 


(40) %, re +O ae He HOT niga) Prsis 
i=0 


wo 4,, y, je ein beliebiges Integral von (39) und (8) bedeuten, von v 
unabhingig ist. In der Tat ergibt sich, wenn man hier den letzten Sum- 
manden getrennt schreibt: 


n—1 
%,= > tres + OE nas + [= aa te, sa) Vvr+i 
i=0 


+ (8 tees + Ot nes +--+ Ft na nes) Yr+n- 
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Aber dieser letzte Summand ist nun nach (8) und (39) gleich 

1, (00 yeaa + OY yy + + +O 4-1). 
Setzt man dies ein, so geht der ganze Ausdruck durch eine einfache 
Umordnung der Glieder iiber in %,_,. Es ist also ©, =—,_,, und daher 
in der Tat ©, unabhingig vom Index v. 


Man beachte weiter, daB man durch Umordnung der Glieder dem 9, 
auch die Gestalt 


(41) %, -> (OY? y+ + o_o + a + OP», 40) Yvekse 


k=0 
geben kann. 
Wir machen tiber die Koeffizienten {” die gleichen Annahmen wie 
im vorigen Paragraphen, also 


bb + 0, 
bi” — bi {v*} (¢=0,1,---,m), 
k,—k 


2 >=k GeO 1,++0—i> 


n—t 


Auch alle andern Zahlen, wie N, A”, aS"? usw. sollen ihre friihere Be- 
deutung behalten. 

Hinsichtlich der Integrale von (39) sind dann ebenfalls zwei Fille 
zu unterscheiden. Der erste Fall ist dadurch charakterisiert, dab zwischen 
den n+ 1 Integralwerten yyii1, qwsp,°**, Nv+n+1 die m linearen 
homogenen Gleichunger 
(42) We nyt + alae ee +ee°+ aed Pra = Be nw+1 

(¢=1,2,---, m) 
statthaben. Der zweite Fall besteht darin, dab wenigstens eine dieser 
n Gleichungen nicht erfiillt ist. 

Wir behandeln den zweiten Fall als den allgemeineren zuerst. Man 

wird in diesem Fall »+1 Zahlen yy, ywii1,--*) Yv+n 80 bestimmen 


kénnen (fiir »>1 sogar auf unendlich viele Arten), daB die zwei 
Gleichungen bestehen: 


(43) be ry +> BY pws: =0, 


al 
n 
(44) Oy nw +a%y +2 ("nv 41 + Oe aes fees bt nvsies) Peri 1; 
f=1 


denn die Koeffizienten der zweiten Gleichung sind ja nach unserer jetzigen 
Annahme denen der ersten nicht proportional. 


Mathematische Annalen, LXVI. 30 
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Betrachtet man jetzt die so bestimmten Werte yy, yyi1,---, Yin als 
Ausgangswerte eines Integrals der Differenzengleichung (8), so gehért 
dieses Integral wegen Gleichung (43) zu denjenigen Partikulirintegralen, 
welche in dem Theorem Seite 462 besonders ausgezeichnet sind, und es 
ist daher: 


- ee ky — ky 
(45) 7,,<M(v!)", r= Min *= 


ixo *—8 
Andererseits besagt aber Gleichung (44) 
Oy= 1. 
Daher ist, weil ®, von y nicht abhingt, allgemein ©, = 1, oder nach (41): 


(46) Ot ee tO reer te -+ 007 Yan) Nveeei = 1. 


Da nun aber 
b | = |b.) - | {vi }| < Cri < G (fir » > 1) 
ist, wo G eine von v unabhingige Zahl bedeutet, so ist nach (45) auch 


>| Oe at OT rane te FOP ren | < MICO), 
so a8 die linke Seite von (46) kleiner wird als 
M,'(v!)-"- Max “r+ke1 


Die Zahl 1 ist daher kleiner als dieser Ausdruck, und folglich: 


ry 


Max H, +k+1 > 


M; 


Infolgedessen ist jedenfalls fiir unendlich viele Werte von v (nimlich 
fir je n+ 1 aufeinanderfolgende »-Werte mindestens einmal): 


(47) 'n,| > m*(vl)’, 
wo nun natiirlich auch wieder m von v nicht abhingt. 

Wir holen jetzt den ersten der obigen zwei Fille nach. Da bestehen 
also die m Gleichungen (42), und ich behaupte, es ist dann allgemein 
fir v > N: 

(48) Be neat sg Of. eas +°°°+ Ot aces = p” Yv+t 

(i =1,2,--+,m). 
In der Tat gelten diese Gleichungen jedenfalls fiir v= N, weil sie dann 
mit dem System (42) identisch sind. Nehmen wir also an, sie gelten fiir 
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einen vestimmten Index »(> N); dann ist insbesondere, indem man 
i=1 setzt: 

) (+1) » » , &*” 
by Yr+1 + bo ‘ros = BS Qv+i = by + Rea) tren 
Also, da b+? + 0 ist: 


Ny 
a9) tsa th 


Ferner folgt fir i> 1 aus (48): 
¥ ¥ +i ¥ a", - 
bi e+ + nas ++--+ bs , pre = (o eas) Nv+1- 
Daher, noch mit Beriicksichtigung von (49): 


(v +1) +4 +1) "y+1 +1 
be Nee terest by 9 teae41 - prt , gern) —_™ prs, he 49° 
n 


Dies gilt fir i= 2,3,---,m. Setzt man aber i+ 1 an Stelle von i, so 

erbalt man: 

(50) Yv+2 + af* Nv+3 + res + wre Yv+i+2 = B’*” nae 
(¢=1,2,---.»—1). 


Weiter ist aber nach den Gleichungen (39) und (49): 
(51) “r teas + OSS? nas + +2 + +007" * ents = Yrs = prt” tess. 


Die Gleichungen (50) und (51) zusammengenommen sind nun aber 
nichts anderes als das System (48); nur ist der Index v ersetzt durch 
v+1. Damit ist die Allgemeingiiltigkeit von (48) erwiesen. 

Es besteht dann aber auch die soeben aus (48) abgeleitete Glei- 
chung (49) fiir »>N zu Recht, woraus dann sogleich die Formel re- 
sultiert: 


“i n) 
(52) — gages. pHs (far »>N+2). 


Die willkiirliche Zahl y,,, ist natirlich von Null verschieden zu denken, 
sonst hiitten wir die triviale Lésung des Systems (42), bei der alle Un- 
bekannte Null sind, und damit das triviale Integral von (39): 4, = 0 
fiir alle v. 


Es handelt sich nun darum, den Nenner in Gleichung (52) passend 
abzuschiitzen. Nach Formel (33) fiir i =m hat man: 


ai) = BO g(N+n+ly, 
und analog auch allgemein: 
(68) d= pga+n+1y (aD), 
wobei natiirlich 
80* 
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al, aZ+), af+?), we a al) 
a ne (a>) 


a, a@+), aZ+®, oes a) 





gesetzt worden ist. Aber wenn man den Satz von Nr. X auf diese letzte Kette 
anwendet, deren Elemente ja den Bedingungen (23) geniigen, so kommt: 


jag? —aP)| + [ag — ap + --- + ja —a| < 9 
also a fortiori 
a) — af\ <1, 
woraus sogleich folgt 
a®\+1>\e) > a) —1. 
Nach den Formeln (21) und (22) ist daher 
G, dint > a) > gy aint", 
wo G,, 9, von 4 nicht abhingen. Fiihrt man hier mittels Gleichung (53) 
B® statt «@ ein, so ergibt sich: 
G, dim > | BP | > gyd*. 
Setzt man der Reihe nach 4= N+1, N+ 2,---,»—1, und multi- 
pliziert dann, so folgt schlieBlich: 
BX+) B+)... O—2) | > 95-*~ "UN +1) (+2) -++(v—1)f 
ld / <G-*-*[(N+1)(N+2)---(—-D FP, 
oder was dasselbe sagt: 


Gy(vlyn > | Bt) B+? ... BO-D| > g(vl). 

Damit ist die gesuchte Abschiitzungsformel gefunden, und wenn man 
sie auf Gleichung (52) anwendet, so ergeben sich die Ungleichungen: 
(54) mi(v!)- <|n,|< Mv (v>N+2), 
wo nun natiirlich auch m, M von vy nicht abhingen. Die zweite dieser 
Ungleichungen gilt tibrigens auch schon fiir vy > 1, indem nétigenfalls die 
Zahl M etwas gréBer gewihlt wird. Nicht so die erste Ungleichung, da 
es keineswegs ausgeschlossen ist, dab einzelne 4,(v< N+2) den Wert 
Null haben. 

Zu beachten ist, daB die » Gleichungen (42) voneinander unabhingig 
sind, so dab die Verhiltnisse y+: : ywa2:---: 4w+n+1 durch sie eindeutig 
bestimmt werden. Da mit (42) zugleich auch (49) besteht, wie wir sahen, 
so sind diese Verhiiltnisse die folgenden: 

1 1 1 


(55) QN+124wee* i Ywengi =: W+1)* W+i) “ey Wei) giWe3) (Wn) 
py BY 6 BY BY 6, 


Es gibt demnach (von einem konstanten Faktor abgesehen) ein wnd nur ein 
Partikularintegral der Differenzengleichung (39), welches die Gleichungen 
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(42) und folglich die Ungleichungen (54) erfiillt. Alle anderen Integrale 
geniigen, wie wir sahen, fiir unendlich viele » der mit (54) nicht ver- 
triglichen Ungleichung (47). 

Zusammenfassend erhalten wir das 

Theorem: Wenn die Koeffizienten der linearen Differenzengleichung 

ye =O? a HOOD ge tee EO nas (v= 0, 1,2, ---) 
die Form 

bf? = db,{r} (i =0,1,--*,n) 
haben, wo die Exponenten k, den Bedingungen 
L555 GeeQt,.-,c-2) 


n—t 
geniigen, und wenn speziell auch bf) + 0 ist fiir alle v, 30 geniigt das all- 
gemeine Integral der Ungleichung 
cae kn — k; 
»,| > m*(v!)*=° hi 
fiir unendlich viele v. Nur das eine, durch die n linearen Gleichungen 
Of” ny 4s + oT? nse +-°-+ Ot? vases = BY n+ 
(i =1,2,---,m) 
charakterisierte Partikuldrintegral geniigt den anderen Ungleichungen: 
n, < M*(v!)-* fiir y>1, 
In| > me (vt) fiir v > my. 
Zum SchluB sei wieder bemerkt, dab auch hier das ausgezeichnete 


Partikularintegral sich ebensogut durch » lineare Gleichungen zwischen 
den Anfangswerten mo, 7,,°°-, %, das heiBt also durch die Verhiltnisse 


was ja nur ausnahmsweise nicht der Fall sein wird, so werden diese Glei- 
chungen analog zu (42) sich in der Form schreiben lassen: 


(56) b % + be sn tToo°+ bP ni +1 = BO ms (i= 1,2,---,n—1) 
: (0) 
jo = B M1, 

wobei noch von (39) fiir » = 0 Gebrauch gemacht ist. Wenn die Kette (35) 
sogar unbedingt konvergiert, wird man in Analogie zu (55) auch erhalten: 
57 a ree See 1 
(1) EME EMT a ag BT. GD 

Dabei dirfen die 0 fir i+ <n, die ja in dem Theorem gar nicht 
vorkommen, bis auf die Einschrankung b{”) + 0 ganz willkiirlich angenom- 


men werden. Die #, 6”, --- werden dann von selbst derart, daB (56) 
und (57) besteht. 
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§ 5. 
Anwendung auf Differentialgleichungen. 

Wir betrachten homogene lineare Differentialgleichungen m'‘* Ord- 
nung, deren Koeffizienten rationale Funktionen der unabhingigen Variabeln 
sind. Jede solche Differentialgleichung li8t sich auf die ,,Normalform“ 
bringen : 


m . : ; 
(58) D>) Hot Gat +++ + Guy") 479 
i=0 


wobei man unbeschadet der Aligemeinheit annehmen darf, daB wenigstens 
eine der Zahlen c,, und wenigstens eine der Zahlen ¢,,,, von Null ver- 
schieden ist. Auch die ¢ mit dem ersten Index m verschwinden nicht 
alle, weil sonst die Differentialgleichung von geringerer als m‘*™ Ord- 
nung wire. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB sich das 
allgemeine Integral an der Stelle 0 bestimmt verhilt, lautet dann 
bekanntlich: ¢,, 5 + 0. 

Wir untersuchen jetzt die gegenteilige Aunahme: 

(59) Cn,9 = 0. 

Dann ist also der Nullpunkt eine Stelle der Unbestimmtheit fiir das all- 
gemeine Integral; aber einige Partikulirintegrale kénnen sich sehr wohl 
bestimmt verhalten. Um dies zu priifen, setze man 


RD 
(60) y= >)», at" 
v=0 


in die Differentialgleichung ein. Dann erhilt man, wenn zur Abkiirzung 


(61) Con + 420 + ¢, ,e(@—1) te €m,n@(@—1) -++(9—m+1) =f, (@) 
(h=0, 1,--+,+1) 


gesetzt wird, zur Berechnung der Koeffizienten y, die Formeln: 


Yofo(e) = 9, 
Vifo(e+1) + rofi(e) = 
(62) Mallet?) * nner), 4 Yols\ @) = 0, 


Peenashotr ened + tHreah(otetn) 4 +: +7 fars(Otr) ig 0, 


Soll die Entwicklung (60) wirklich mit der o%" Potenz von x be- 
ginnen, also y,+ 0 sein, so folgt aus der ersten dieser Gleichungen das 
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bekannte Resultat, daB f,(@) = 0, also @ eine Wurzel der determinierenden 
Fundamentalgleichung sein mu8. Wir nehmen jetzt an, es sei sogar @ eine 


gemeinsame Wurzel der ” ® as ») Gleichungen: 


fi(et+i) =O fir h+i<p, 


wo p eine positive ganze Zahl bedeutet.*) Dann sind die p ersten der 
Gleichungen (62) ohne weiteres erfiillt, und es bleibt zur Berechnung der 
y, bloB das Gleichungssystem: 


Ypfol@t+P) + %-:fi(e+p— 5 dha ee 
Yorsfolot+l) + Ypli(e+P) +-+-+ Yo froi() = 


26> 


(03) 


trensshlOtetnt + reahlete ta) + + Pehaesl0t)= 0, 


Die — ist jetzt, ob man dieses Sytem durch soleche Werte von y; 
befriedigen kann, daB die Reihe (60) einen von Null verschiedenen Kon- 
vergenzradius hat. Ist dies der Fall, so stellt die betreffende Reihe in 
ihrem Konvergenzgebiet ein Integral der Differentialgleichung dar. 

Nun ist nach der Annahme (59) ¢,,,=0. Da aber, wie zu Beginn 
des Paragraphen bemerkt wurde, die Zahlen 


€o,09 1.09 ate. Cm,0 
nicht simtlich verschwinden, so sei etwa c,,_,9 die letzte von Null ver- 
schiedene. Dann ist j>1, und nach (61) wird f,(e@) genau vom 
(m—j)*" Grad. ***) 
Weiter setzen wir von jetzt an 

(64) Cn +O 

voraus, so dab f,(@) genau vom m" Grad ist. Die iibrigen Funktionen 
f,(@) sind héchstens vom m‘" Grad; sie kénnen ganz gut auch von ge- 
ringerem Grad sein und zum Teil sogar identisch verschwinden. Nur 
f,41(@) darf jedenfalls nicht identisch verschwinden, weil von den in f, ,,(@) 


*) Ubrigens muB p <m-—1 sein. Denn es ist ja insbesondere 
daher hat die Gleichung /,(2) = 0 mindestens p verschiedene Wurzeln. Aber f, (x) 
ist nach der Definitionsgleichung (61) héchstens vom (m— 1)" Grad, da nach An- 
nahme ¢,,4=0 ist. Also folgt p<m—1; w.z. b. w. 

™*) Ist p>n-+1, so bricht die linke Seite dieser Gleichung natiirlich schon 
mit dem Glied y p—n—ilng 1 +P—n—!1) ab; analog bei der niichsten Gleichung, 
da ja der Index der Funktionen f héchstens gleich n + 1 ist. 

***) Die Zahl j wird nach Herrn Thomé (Journal f. d. reine u. angewandte 

Mathematik, Bd. 75) als charakteristischer Index bezeichnet. 











472 O. Pernon. 


vorkommenden Koeffizienten ¢ , .1, Ci,.41> °°» ma41 J@ auch mindestens 
einer von Null verschieden sein sollte. 
Sei daher N eine so groBe Zahl, dab die Ausdriicke 


flet+v+n+1) und f,,,(e+”) 


fir »> WN nicht mehr verschwinden, und wir behalten uns vor, die Zahl NV 
durch eine weitere Forderung noch zu vergréBern. Aus (63) folgt dann 
fir v > N: 


(65) fag r 0+”) fle+e+1) 
Vr+ass— Ketetati)”— Kletetapy) M+ — 
fle-te+n) 


~ folotepn $i) Met 


~ Hier sind rechter Hand die Koeffizienten der y rationale Funktionen 
von v, und speziell der Koeffizient von y, ist stets von Null verschieden. 
Der Koeffizient von y,,, hat nach der auf pag. 456 festgesetzten Be- 
zeichnung die Form: 


Cn i?) Cot 

Cn j,919"~} “m—j,0 *"] 

Auch die tibrigen Koeffizienten sind von der Form 
b{v*), 


wo aber alle k,<j sind. Man kann daher auf die Differenzengleichung 
(65) das Theorem pag. 462 anwenden, und findet, daB im allgemeinen 


v,| > m" (vl) 
wird, so daB die Reihe (60) fiir alle x divergiert. Nur wenn die Aus- 


gangswerte yy, 7v+1,°**, Yv+n emer gewissen linearen homogenen Glei- 
chung geniigen, erhilt man statt dessen:*) 


—Min 4—* 


(66) y,|<_M*(v!) ="! <M. 


*) Das Theorem pag. 462 hat indes nur fiir » >0 Bedeutung. In der Differen- 
tialgleichung (58) kann aber auch » = 0 seine Dann geht (65) iiber in 


wie tei —jegepnh— Plein 2M, 


und daher ist unbedingt , 
\7,| - m” (v 1)’, 


auBer fiir y7y=0. Der Fall n=0 la8t sich daher nachtriiglich dem allgemeinen 
subsumieren, und es bleiben alle Folgerungen, insbesondere auch das auf der folgen- 
den Seite formulierte Theorem bestehen. Die Gleichung (67) lautet einfach: 7, — 0; 
da dann wegen (65a) auch 7,—0 fiir » > N, so sind die Integrale der Form (60) 
im Fall » = 0, vom Faktor x? abgesehen, siimtlich Polynome. 
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Besagte lineare Gleichung kénnen wir, wenn nur N hinreichend groB 
gewahlt wird, stets in der Gestalt 


(67) BO” yw + BY yw + +++ + Be Yen =O 
annehmen, wobei 

fags @t+) 
~ fol@+N+n41)’ 
und A("), BYY,---, BY) das Wertesystem einer gewissen Kette n‘* Ord- 
nung ist. 

Wir bestimmen jetzt N+-+1 Zahlen 7, 7,,---, yv+n derart, daB sie 
den N +» —p+1 ersten Gleichungen (63) und auBerdem der Gleichung (67) 
geniigen. Es sind das im ganzen N + »— p+ 2 homogene lineare Glei- 
chungen fiir N+”-+1 Unbekannte. Ein solches Gleichungssystem hat be- 
kanntlich mindestens p—1 linear unabhingige Lésungen. Zu jeder Lésung 
berechnen wir dann die Zahlen yy..+1, Yvy+n+2,°°* Sukzessive aus den 
noch nicht benutzten Gleichungen (63), oder, was dasselbe ist, aus (65). 
Diese Zahlen y, werden dann immer, da ja die Gleichung (67) erfiillt 
ist, auch der Ungleichung (66), also 


Vy | < M”’ 


geniigen; daher hat dann die Reihe (60) allemal einen von Null ver- 
schiedenen Konvergenzradius. Wir sehen somit, daB es mindestens p— 1 
linear unabhingige Koeffizientensysteme y, gibt, welche den Gleichungen (63) 
geniigen, und fiir welche die Reihe (60) in einem gewissen Gebiet kon- 
vergiert. Das besagt aber, daB es mindestens p— 1 linear unabhingige 
Integrale der Form (60) gibt. Daher: 

Theorem: Wenn in der Differentialgleichung 


N 
i? — 


D> Mot G2 dit Con 2"*") &y =0 
i=0 é 
der Koeffizient c,,.— 0, aber c,,, +0 ist, und wenn @ eine gemeinsame 
Wurzel der Gleichungen 
filet =0 fir h+i<p 
ist, so gibt es mindestens p—1 linear unabhiingige Integrale der Form 


v=0 


Die bisher notwendige Annahme, da8 nicht alle ¢,, verschwinden, 
wurde in der Fassung des Theorems weggelassen, weil es auch ohne diese 
Annahme richtig bleibt. Wenn niimlich alle c,, verschwinden, so kann 
man die Differentialgleichung durch x dividieren, ohne die Normalform 
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zu zerstéren; wegen ¢,,, +0 gehért sie dann dem Typus an, bei dem das 
aligemeine Integral sich bestimmt verhilt, den man also nach den gewéhn- 
lichen Methoden erledigen kann. Man sieht auch ohne weiteres aus dem 
System (63), da jetzt f,(@) identisch verschwindet, daB von den y, min- 
destens p— 1 willkiirlich bleiben. Fiir geniigend grobe » nimmt auBer- 
dem die allgemeine Gleichung (63) die Form an: 
f.(e-+v+n—1) ha+1 @+”) 
Tee RetePS Tee heron) 7? 
und da wegen ¢,,,+-0 der Grad von f,(@) den der iibrigen f,(@) min- 
destens erreicht, so folgt hieraus (unter Benutzung von Ungleichung (15)): 
¥, <M, 
so daB die Reihe jetzt stets einen von Null verschiedenen Konvergenz- 
radius hat, ohne daB die p—1 willktirlichen y irgend welchen Ein- 
schriinkungen unterliegen miissen. 
Besonderes Interesse verdient der Fall g = 0. Die Bedingungen des 

Theorems werden dann 

i,O=0 fir h+i<p, 
und dies ist, wie leicht zu sehen, gleichbedeutend mit 

¢,=9 fir h+i<p. 
Die Differentialgleichung nimmt daher die Form an: 

p-1 dy 


De Cag asB?—! + Cay gs a8? OIE + + + ag rt) S 


dz 
i=0 


m a d ; 
+ D>) Mee + at + + Geert) 5 = OF), 
i=p 
wobei zu beachten ist, daB die zweite Summe noch mindestens zwei Terme 
enthalt (siehe die erste FuBnote pag. 471). Jetzt kann man durch zx? 
dividieren und erhalt dann wegen ¢,, , = 0: 


p-1 e m-—1 P 
dy | iP dy m—p+1 Pi a”"y 
2 Pile) ag +2 Q(z) 53 + amet R(x) Y= 0, 
wo P,(z), Q(z), R(x) Polynome sind, und wegen ¢,,,+0 speziell 
R(O)+0. Es ergibt sich so das 
Korollar I: Die Differentialgleichung m* Ordnung 
gmt! Ry) +4 av—Pp-i e. gS + ii oT ae + ae 
+ a Q, y'?) + P,.-* ? P,-2y¥'?-® T° °s Pyy 7 0, 


*) Ist p >n+1, so liuft die erste der beiden Summen natiirlich nur von 
t=—p—n—1 an. 








Differenzen- und Differentialgleichungen. 475 


wo R, Q,, P, Polynome in x bedeuten, von denen das erste im Nullpunkt 
nicht verschwindet, hat mindestens p — 1 linear unabhéngige, im Nullpunkt 
analytische Integrale. 

Nach den seither iiblichen Methoden diirfte sich dieser Satz kaum 
beweisen lassen. Es gelingt dies nur, wenn alle Q, im Nullpunkt ver- 
schwinden, was dem Fall von vorhin entspricht, wo alle c,, 0 waren. 
Fiir p = m — 1 gestattet der Satz noch die folgende Formulierung: 

Korollar Il: Hat eine lineare Differentialgleichung m*® Ordnung 
Polynome zu Koeffizienten, so sind in einer doppelten Nullstelle des Koef- 
fizienten der hichsten Ableitung mindestens m—2 linear wunabhiingige 
Integrale analytisch. 

Bekanntlich sind in einer einfachen Nullstelle mindestens m— 1 
Integrale analytisch. Fiir eine doppelte Nullstelle konnte aber das obige 
meines Wissens seither nur in dem Fall bewiesen werden, daB auch der 
Koeffizient der zweithéchsten Ableitung in dem betreffenden Punkt ver- 
schwindet. Es ist nun sehr wahrscheinlich, daB ganz allgemein in einer 
i-fachen Nullstelle wenigstens noch m— i Integrale analytisch sind. Doch 
konnte ich diese Vermutung fiir i>2 mit meiner Methode nicht mehr be- 
weisen und auch in der Literatur einen Beweis nicht finden. 

Hierbei sei noch auf den Zusammenhang dieser Frage mit dem 
folgenden, zuerst von Herrn Poincaré ausgesprochenen Satz hin- 
gewiesen: *) 

yoind die Koeffizienten einer linearen homogenen Differentialgleichung 
m** Ordnung Polynome p'" Grades (p< m), so sind mindestens m — p 
linear unabhiingige Integrale im Endlichen iiberall analytisch.“ 

Herr Poincaré hat diesen Satz mit Hilfe der Laplaceschen Trans- 
formation bewiesen; doch ist sein Beweis nur fiir den Fall erschépfend, 
daB der Koeffizient der héchsten Ableitung der Laplaceschen Transfor- 
mierten bloB einfache Nullstellen hat, weil bei mehrfachen Nullstellen 
unter anderem der Ubelstand auftritt, daB gerade die obige durch keinen 
Beweis gestiitzte Vermutung zu Hilfe genommen wird.**) Herr Poincaré 
bemerkt aber, daB der Beweis sich auch direkt (d. h. ohne Laplacesche 
Transformation) fiihren lasse, und in der Tat gelangt man durch folgende 
einfache Uberlegung zum Ziel: 

Sei in einer reguliren Stelle ¢ 


Yi> Yar" * 9 Um 
*) Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux différences 
finies. American Journal of Mathematics, vol. 7 (1885). 
**) Durchgreifender diirfte vielleicht die Methode sein, mit welcher Herr Helge 
von Koch zum gleichen Satz gelangte (Comptes Rendus, 116 (1893), pag. 368). Leider 
ist aber der Beweis nicht durchgefiihrt. 
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ein Fundamentalsystem, so daB jedes Integral die Form 


Y= GY + Hy + °° + Onn 

hat, wo ¢,,---,¢,, Konstanten sind. Die im Endlichen gelegenen singu- 
liren Punkte sind die Nullstellen des Koeffizienten der héchsten (m‘™) 
Ableitung, welche die Ordnungszahlen i,,i,,---,i, haben mégen; es ist 
ij tit: > +i —p. 
Nun fiihre man das allgemeine Integral y vom Punkt £ aus auf irgend 
einem Weg in die erste Nullstelle. Dort bleiben, die fragliche Vermutung 
als richtig angenommen, m— i, Integrale analytisch, welche sich offenbar 
durch i, homogene lineare Relationen zwischen den Konstanten ¢,,¢,,---,¢,, 
charakterisieren lassen. Ebenso bleiben in der zweiten Nullstelle m — i, 
Integrale analytisch, welche sich also durch i, analoge Relationen charak- 
terisieren lassen usw. Betrachtet man schlieBlich diejenigen Integrale, 
deren Konstanten ¢,,---,¢,, allen i, + %,+---=—p Relationen zugleich 
gentigen, so bleiben diese in saimtlichen Punkten (auBer oo) analytisch. 
Die genannten p Relationen lassen aber bekanntlich mindestens m — p 
der GréBen ¢,,---, ¢, Willkiirlich, so daS in der Tat mindestens 
m—p linear unabhingige Integrale- im Endlichen iiberall analytisch 
sind. W. z. b. w. 

Man sieht, dieser Beweis setzt ebenfalls die strittige Vermutung als 
zutreffend voraus und kann daher bis jetzt als ausreichend nur gelten, 
wenn der Koeffizient der héchsten Ableitung bloB einfache Nullstellen 
hat, weil ja dann die Vermutung nur fir i= 1 benutzt wird. Wiahrend 
weiteres mit den bisherigen Mitteln wohl nicht bewiesen werden kann, 
folgt aus unserem Korollar I] als neu noch die Tatsache, dag der 
Poincarésche Satz richtig bleibt, auch wenn der Koeffizient der hichsten 
Ableitung zweifache, aber keine mehr als zweifachen Nullstellen hat. Dann 
wird nimlich die Vermutung aufer fiir i=1 nur noch fir i=—2 be- 
ansprucht, in welchem Falle sie aber mit Korollar II identisch, also be- 
wiesen ist. 


$ 6. 
Uber eine spezielle Klasse linearer Differentialgleichungen mit einem 
im Endlichen iiberall holomorphen Integral. 
Als Anwendung der Ergebnisse des § 4 untersuchen wir die Dif- 
ferentialgleichung (n+ 1)** Ordnung 
(68) Py(z)y + Pi(z)y +--+ Pe) y+ O@)y**9=0, 
wo Q(z) ein Polynom n™ (aber nicht geringeren) Grades bedeutet, waihrend 


die P(x) fir i=0,1,---,2 vom #” oder auch von geringerem Grad sind. 
Sei x, irgend ein Wert, fir den das Polynom Q nicht verschwindet, 
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so daB also 2, eine regulire Stelle der Differentialgleichung ist. Das all- 
gemeine Integral hat dann in der Nahe von 2, die Form 


(69) v= 2h (a — x). 


Die Rekursionsformel fiir die 7, findet man entweder, indem man diesen 
Ausdruck fir y in die Differentialgleichung eintrigt, oder, da ja y, = y”)(a,) 
ist, indem man die Differentialgleichung v-mal differenziert. Die zweite 
Methode ist hier bequemer; man findet, unter Beriicksichtigung des an- 
gegebenen Grades der verschiedenen Polynome: 


Py”) + [P, yrt+(i ) P, ‘y|+[ Pry? + (7 )P, yr +(5 )Py"y|+--- 
+[P, yotr4.. +(? "Poy? |+[ayrte+? +-- +(? °) Qeryr*| — 


Setzt man hier z= 2, y=, und faBt die einzelnen Glieder etwas 
anders zusammen, so erhalt man die gesuchte Rekursionsformel: 


(70) 9o(¥) 0, + IV) M41 + Pt. + Ini (¥) Ny 4 net 7 0 (v=0, 1,2, see), 
wo die g,(v) die Bedeutung haben: 


90) —Py(ta)-+ (%) Py’ (a) +-~-+(%) Po (a), 


(71) 94(v) = Ps) + (5) P’ 51 (0) +( 4”) Pa) + 4 4) Oe) 


(¢=1,2,---,n), 

Ins1(¥) = Q(%)- 

Danach ist g,,,(v) von Null verschieden und hiangt von v nicht ab. 
Man beachte weiter, daB g,(v) von x, nicht abhingt; denn da P, héchstens 
vom i" Grad, so ist die i* Ableitung P,” vom Argument nicht abhingig. 
Wenn nun g,(v) identisch in » verschwindet, so ist insbesondere P, = 0; 
also hat die Differentialgleichung das Integral y= 1. Wenn weiter g,(v) 
zwar nicht identisch, aber doch fiir gewisse ganzzahlige, nicht negative 
Werte von v verschwindet, so hat die Differentialgleichung mindestens 
ein Polynom (eventuell von Null verschiedene Konstante) zum Integral. 
Denn sei v= N ein solcher Wert, also g(N)=0. Dann kann man 
das Gleichungssystem (70) dadurch befriedigen, dab man y,—O setzt fiir 
v > N, wahrend 7, ;,,---,; 9v aus den N ersten der Gleichungen (70) 
bestimmt werden. Dies ist a immer méglich, und das Polynom 


-> * (%— %)’ 


v=0 


ist dann ein Integral der Differentialgleichung. Unter Umstinden kann 
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es sogar mehrere Polynome geben, welche die Differentialgleichung be- 
friedigen. Als Beispiel dafiir diene auBer den trivialen Fallen, wo die 
Koeffizienten von y und y’ verschwinden, etwa die Gleichung 
3y — 3ay + zy" + azty” =0, 
bei welcher g,(v) fiir »—1 und »y=3 verschwindet, und welche die zwei 
Integrale hat: 
¥,=2, Yo = 6az*+ 2°. 


Ganz anders verhilt sich die Sache in dem allgemeineren Fall, wenn 
9o(v) fiir keinen der Werte v = 0, 1, 2,--- verschwindet; es ist dann ins- 
besondere auch g,(0) +0, das heiBt: P,+0. Aus (70) folgt jetzt zunichst: 


9, (») 92 (¥) In41) 
(72) — g.(0) t+. — 9.(°) — Io (¥) “vtnti 


(vy =0,1,2,---), 


woraus man ersieht, dab die Differentialgleichung jedenfalls kein Polynom 
mehr als Integral zuléBt. Denn wiire dies etwa vom N” Grad, so wire 
yy +0, aber 4, = 0 fir vy > N, was mit Gleichung (72) fir » = N im 
Widerspruch steht. 
Fiirs weitere beachte man, dab die Polynome 
P,(), P, (2), “ee P,(2) 

nach Annahme héchstens einen Grad haben, der gleich ihrem Index ist, 
und da dieser Maximalgrad zum mindesten von P,(x) wirklich erreicht 
wird. Sei etwa P,_,(x) das letzte unter ihnen, welches den zuliissigen 
Maximalgrad wirklich erreicht, so daB j eine Zahl zwischen 0 und m be- 
deutet, die Grenzen eingeschlossen. Dann ist 


P&=} (a) +0, PP(a,)=0 fir i>n—j. 
Nach (71) pat daher g,(v) genau vom (n—j)** Grad in ». Weiter 
ist nach Annahme Q(x) genau vom n“” Grad in «; daher wird wieder 
nach (71) g,(v) wegen des Gliedes (*) Q(z) genau vom n™ Grad in v. 


Die tibrigen g,(v) werden héchstens vom (n+ 1—i)** Grad. Schreibt 
man also Gleichung (72) in der Form 


.= b, {7 } Nyaa + by—s{v'*-*} Yye2 tot by{v**} “vtn+19 
wobei zu beachten ist, daB der Koeffizient von y,,,,, nie verschwindet, 
80 ist: 
k=" — (n—j) =j; 
k,Si—(n—j)=j—n+i (i=0,1,--n—1), 
folglich auch : 
= 


Pt te —(j—"+9 =-1>-—j=—k,. 


Gud 
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Die Differenzengleichung (72) erfiillt demnach die Voraussetzungen 
des Theorems auf pag. 469. Daher wird im allgemeinen fiir unendlich 
viele v 

Ny | > m’ v! 
werden, so daB die Reihe (69) nur einen endlichen Konvergenzradius hat. 
Nur in dem einen Fall, wenn die Anfangswerte 7, 7,,--:, 4, im einem 
ganz eindeutig bestimmten Verhiiltnis zueinander stehen, wird 


(73) m’(v!)-7< 9, << M*(w!)-4. 

Da j nicht negativ ist, hat daher jetzt die Reihe (69) einen unendlich 
groBen Konvergenzradius, stellt also eine ganze transzendente Funktion 
dar.*) Man gewinnt so das 

Theorem: Die Differentialgleichung (n+-1)* Ordnung 
Py(x)y + Pi(z)y +--- + P,(z)y+ U(a)y** = 0, 

wo die Polynome P, hichstens einen Grad gleich ihrem Index haben, und Q 
genau vom n*" Grad ist, hat, wenn der Ausdruck 


Iv) = Py + (*) P,' + (3) Py’ +-+++ (*) Po 


fiir mindestens einen der Werte v = 0, 1, 2, --~- verschwindet, wenigstens ein 
Polynom zum Integral. Wenn aber f,(v) fiir keinen der angegebenen Werte 
verschwindet, so existiert ein und nur ein Partikuldrintegral, welches eine 
ganze, notwendig transzendente, Funktion ist. 

Uber diese ganze transzendente Funktion la8t sich nun noch weiteres 
aussagen. Bedeutet nimlich « eine beliebig kleine positive Zahl, so folgt 
aus (73) fiir geniigend groBe Werte von v: 

1, 
opti <|* 
Dies besagt aber, daB der u-Index**) der ganzen Funktion gleich j + 1 
ist. Insbesondere wird also, wenn j > 1 ist, das heiBt, wenn das Polynom 
P,(x) nicht den n*" Grad erreicht, der u-Index mindestens gleich 2; also 
die Hohe der Funktion gleich Null. Daher: 

Zusatz: Der u-Index der ganzen transzendenten Funktion des obigen 

Theorems hat den Wert j +1, wenn P,_ ,(x) das letzte unter den Polynomen 


P,(2), P,(2), 7 P,(2) 


|p! ~@pti-e 


*) Der Fall n= 0, auf welchen das Theorem pag. 469 wieder nicht anwendbar 
ist, ordnet sich, wie man direkt sieht, im Endresultat dem allgemeinen Fall wieder 
unter. Die Differentialgleichung lautet ja fir n 0 einfach: ay + by =0. 

**) Terminologie nach Vivanti-Gutzmer: Theorie der eindeutigen analytischen 
Funktionen, pag. 229. Leipzig 1906. 
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bedeutet, welches den zulissigen Maximalgrad wirklich erreicht. Insbesondere 
ist die Funktion dann und nur dann von der Hoke Null, wenn P,(x) von 
geringerem als dem n* Grad ist. 

Um dasjenige Verhiiltnis 7, :7,:---:%, zu berechnen, welches die 
ganze transzendente Funktion hervorbringt, brauchen wir nur die Glei- 
chung (72) mit der Differenzengleichung in dem Theorem auf pag. 469 
in Ubereinstimmung zu bringen, also 


(74) — a0 = bh), — : a = b+), ..., — fai = bet») 

zu setzen. Dann ist fiir geniigend groBe N die Kette n** Ordnung 
WX), B+), BHD... Bo) 

(75) re os a 
BY), H+), H+), ... pe) 

konvergent, und aus dem Gleichungssystem 


(76) Wes + a Waste t+ ta oe = * Uye1 
(¢=1,2,-- *,m) 

ergibt sich das Verhiltnis yy +: : y+2:--:: Qw+n+1, Woraus vermége (72) 
leicht auch 7%: 4,:--::4, gewonnen wird. 
Man kann auch die Kette 

Tb, bo, bY), --- 
(77) Pee nate | 
| we, DM), bY, .-. 
einfihren, deren Elemente b nun fiir i+» > durch die Gleichungen (74) 
gegeben sind, fiir i + »< aber bis auf die Einschrinkung bf) + 0 ganz 
willktrlich angenommen werden diirfen. Nach Nr. VIII wird diese Kette 
konvergieren oder divergieren, je nachdem der Ausdruck 
(78) BY? By”? + BY*” + re: + Byte 
von Null verschieden ist oder nicht, und im Konvergenzfall ist das Werte- 
system gegeben durch die Formeln: 


TE es ha) ue ee haa 
1 BO) 4 BUD BO) 4. 4 Bae gm) 
Die B sind dabei natiirlich mittels der Rekursionsformeln 





Biyrteth ad a”? BY + by” Ber raved a” BY” 


1 fir i=k 


BY = 0 i+k (i, k= 0,1,---,n) 
” 
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zu bilden. Der kritische Ausdruck (78) geht nun aber, wenn man ihn 
mit der von Null verschiedenen Zahl yy, multipliziert, nach (76) tiber in 

p (OO ny 4 + ata ial ae _ "y4541) -?—*. 

s=0 , 
Nach den Untersuchungen zu Beginn des § 4 hiingt aber diese Summe gar 
nicht vom Index N ab*), und hat daher, indem man N = 0 setzt, den 
Wert 6% ,. Die Kette (77) wird daher dann und nur dann konvergieren, 
wenn 7, + 0 ist. 

Analog nimmt auch der Zahler der rechten Seite von (79), wenn 

man ihn mit 4y41 multipliziert, die Gestalt 

Zz OE tise +t tines +. atthe Sr ee om 

s=0 
an. Dieser Ausdruck ist ebenfalls von N unabhingig und daher, indem 
man wieder N = 0 setzt, gleich 


a m+ be sas +--+ + by’ Ni+1- 
Folglich konvergiert die Kette (77) fir 4, +0, und ihr Wertesystem 


ist dann 50 5 0 
iP an i Es ee 
P” = : 





(80) 3 
wihrend sie fir 4, = 0 divergiert. Fir i= geht (80) speziell iiber in 
(81) po ons No . 

uh) 


Nun hatten die 4, die Bedeutung 


1_= y' ”)(%q) ’ 
wo y diejenige bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte ganze 
transzendente Funktion ist, die der Differentialgleichung (68) geniigt. x, 
war ein beliebiger Wert, fiir den Q(z.) +0 ist. 

Denken wir jetzt x, variabel, so werden die Polynome g,(v) auch 
ganze rationale Funktionen der Variabeln z,. Da aber insbesondere g,(v) 
von 2, gar nicht abhingt, so werden auch die b,”), das heiBt die Elemente 
der Kette (77), ganze rationale Funktionen von 2. Diese Kette konver- 
giert dann fiir alle x, welche nicht Nullstellen der Funktionen Q oder y/ 
sind, und ihr Wertesystem ist nach (80) wnd (81) 

0 0 Oy Ge) + OE 19 me) ++ + OY yt) 
(82) .- “¥@) , 
und speziell 


*) Sie hat nfimlich das Bildungsgesetz des Ausdrucks ®, (Formel (40), da ja 
die Differenzengleichung der y, die adjungierte von derjenigen der BY) ist. 
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() _ YG) | 
(83) Bn y' (>) 


In den Nullpunkten von y' divergiert dagegen die Kette, wihrend die Null- 
punkte von @Q tiberhaupt nicht in Betracht kommen, weil fiir diese ja die 
an jede Kette gekniipfte Bedingung bf +0 nicht erfiillt ist. 


§ 7. 
Arithmetische Eigenschaften gewisser transzendenter Funktionen. 


In Fortsetzung der Untersuchungen des vorigen Paragraphen nehmen 
wir jetzt speziell an, daB die Gradzahlen der Polynome 


P,(2), P, (2), ae P, (2) 
kleiner sind als ihr Index, also j=». Setzen wir demgemaB 
P(x) = Q_1 (2) (¢=1,2,---,n), 
und wiahlen auberdem P,=—— 1 (was ja stets zu erreichen ist, indem 


man die Gleichung durch — P, dividiert), so nimmt die Differential- 
gleichung (68) die Form an: 


(84) ¥= Q(z) ¥ + A) yy +--+ Q,(@) ¥**”, 
wo nun Q, genau vom nn" Grad ist, und die andern Q, héchstens einen 
Grad gleich ihrem Index haben. Es wird jetzt 
Io(¥) =-—1, 
(85) 94(r) = Q._1(%0) + (7) Of (ma) +--+ (44 54) OFT?) 
(é=1,2,---,n+1). 


Da demnach g,(v) nie verschwindet, so hat die Differentialgleichung ein 

und nur ein Partikularintegral y, welches eine ganze, notwendig transzen- 

dente Funktion ist, und zwar, weil j =» ist, mit dem u-Index n + 1. 
Die Elemente der Kette (77) sind jetzt (vergl. (74)): 

(86) of? = 9i41(¥) (i ~ 0, 1,--+, n). 

Die willkiirlichen Anfangselemente ” fir i+v<n wollen wir speziell 

folgendermafen wihlen: 

by =1 (vy=0,1,---,n—1), 


87 
1) Ww=0 ¢>0,i+n<n). 


Dadurch sind dann alle Elemente der Kette (77) definiert, und diese 
nimmt die Gestalt 
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| 1, 1, oe 1, 1, Ings () he 
0, 0, pie 0, 9,(0) ? In(¥ + 1) 
(88) [9% — 9% +4 Ina) Ina), Ina (¥ +2) 
0, 93(0), ---, nn 8), ‘nhin—2), a(v-+n—1) 
9:0), %(1),---, m(m—2), g(m—1), g,(v+n) _ly=o 


an. Ihr Wertesystem ist nach den Formeln (82), (83) unter Bertick- 
sichtigung von (87) gleich: 


@ 9") 2 _y¥” (a) o ¥@) 0) __ ¥ (e) 
89) Ayan? Pr iyeg? Bam yey? Bm Fey» 
vorausgesetzt, daB z, keine Nullstelle von y’ ist, in welchem Fall die 
Kette divergieren wiirde, und selbstverstiindlich auch keine Nullstelle des 
Polynoms Q,. 

Von jetzt ab setzen wir voraus, dab die Koeffizienten der Polynome Q, 
sdimtlich rationale Zahlen sind; auch x, sei eine rationale Zahl. Dann 
werden die g,(v) als Funktionen von v ebenfalls nur rationale Zahlen zu 
Koeffizienten haben. Ist aber h deren Hauptnenner, so werden die Ele- 
mente der Kette 





het}, het}, rey or. Aer, hn**g, .1(v) “oe 
0, 0, Poe: 0, h"g,(0), hg,(v + ) 
0, h*g,(0), oe a ig,(n—8), ig,(n—2), Wg, (v + _— 1) 
(hg,O), hg(1), +--+, ho(n—2),hg,(n—1), hg(v+n) |, 


nun lauter ganze rationale Zahlen sein. Diese Kette ist aber halbiqui- 
valent zur Kette (88), und hat daher das Wertesystem: 


i" ., a Mths | hp®, 
also nach (89): 


n¥'@) peer S”"@) . 2 ¥” (%) Y (a) 
a y (%)’ a y (ay) ’ of y (%) ” h VG)’ 











auBer wenn etwa y'(x,) = 0 ist, in welchem Fall ja die Kette (88), also 
auch (90) divergiert. 

Nun ist aber nach (85) g,(v) von héherem Grad in y als die tibrigen 
9,(v), und folglich erfiillt die Kette (90) alle Voraussetzungen des Satzes 
der Nr. XII. Sie ist daher erstens konvergent, und folglich kann nicht 
y'(%,)=0 sein. Zweitens aber existiert nach dem gleichen Satz keine 
Relation der Form 





31* 
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r (») % 
n+1 n¥ eer ec 2Y¥ (&,) > Y (Xp) 
Pyh + Pyh wea} + + Pi_yh v@,) + Ph y @,) 

mit rationalen nicht samtllch verschwindenden Koeffizienten P,. Beide 


Aussagen zusammengenommen sind offenbar gleichbedeutend damit, dab 
keine Relation der Form 


PoY(%o) + Py Y' (Xo) + Py y (%) +--+ PY” (%) = O 


mit rationalen nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten p, besteht. 
Dies ergibt das 

Theorem: Bedeutet y(x) diejenige stets existierende und bis auf einen 
konstanten Faktor eindeutig bestimmte ganze transzendente Funktion, welche 
der linearen Differentialgleichung 

y= Q(z)¥ + A(@)y +--+ Q(@)y** =0 
geniigt, wo die Polynome Q,(x) rationale Koeffizienten haben und vom 
hichstens i" Grade sind, speziell Q,(x) genau vom n* Grad; ist ferner 
Z eine rationale Zahl, fiir welche Q,(%)+0 ist: dann existiert keine 
Relation der Form 
Po¥ (Xo) + PY (4) + °° + PY (Xo) = O 

mit rationalen nicht stimtlich verschwindenden Koeffizienten p,. 

Man beachte dabei, dab die Bedingung @,(z)) + 0 nicht unterdriickt 
werden kann. Denn ist Q,(a,) = 0, so existiert in der Tat eine Relation 


der obigen Form, nimlich, wie ohne weiteres aus der Differentialgleichung 
zu entnehmen: 


Y(%o) — Qo(%o) ¥'(%o) — Or (%o) ¥” (Xo) — - +» — Qa (40) Y (Xo) = 9. 
Herr Hurwitz hat den folgenden Satz bewiesen*): 


»Die ganze transzendente Funktion y() geniige folgenden Bedingungen: 
1) Fiir jedes endliche k und z ist lim k’y™(x) = 0. 


2) y() befriedige eine Differentialgleichung der Form 
py"? = 9,9” + Bry") +--+ Pr + oy 


WO , 9,,°**; Po Polynome in x mit ganzzahligen Koeffizienten bedeuten. 
Dann ist stets mindestens eines der Verhiiltnisse 
yryrys-- sy” 
irrational, wenn « rational, und g(x) + 0 ist.“ 
Die in obigem Theorem auftretende Funktion y geniigt den Hurwitz- 
schen Bedingungen, da ja ihr w-Index gleich »+1 ist. Aber was wir 


*) Ober arithmetische Kigenschaften gewisser transzendenter Funktionen II. 
Math. Ann., Bd. 32 (1888). 


. 
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iiber diese Funktion ausgesagt haben, reicht weit tiber die Hurwitzsche 
Aussage hinaus. Andererseits geht allerdings auch der Hurwitzsche Satz 
iiber den unsern hinaus, insofern er sich auf eine viel allgemeinere Funk- 
tionenklasse bezieht. Indes kommt unseren Entwicklungen doch gerade 
fiir den Hurwitzschen Satz noch eine besondere Bedeutung zu. Denn 
Herr Hurwitz hat als Beispiel von Funktionen, die seinen Bedingungen 
geniigen, lediglich gewisse hypergeometrische Reihen héherer Ordnung 
angegeben, und es war durchaus nicht ausgemacht, ob es andere der- 
artige Funktionen iiberhaupt noch gibt. Durch unsere Untersuchungen 
gewinnt man nun eine recht ausgedehnte Klasse von solchen Funktionen. 
Denn nicht nur die im letzten Theorem erwiihnten gehéren dazu, sondern 
auch die in dem Theorem pag. 479 genannten, wenn man dort nur P,() 
von geringerem als dem nv" Grad annimmt. Denn dann ist ja der u-Index, 
wie wir sahen, mindestens gleich 2, also die Hurwitzsche Bedingung 1) 
erfiillt. In dieser Klasse von Funktionen sind dann die von Herrn Hurwitz 
angegebenen als Spezialfille enthalten. 
Ich behandle zum SchluB als ein einfaches Beispiel die Funktion 


73) 1 2am 


v=0 
Diese geniigt einer Differentialgleichung m“* Ordnung der Form 
(92) y= ay + ary” + agar” + --- + a,a"—*y™, 


wo die a, ganze rationale Zahlen sind. In der Tat: setzt man die Reihe (91) 


fiir y in die Differentialgleichung ein, so entsteht eine Identitit, wenn die 
a, der Gleichung 


(93) av + ayo(v—1) +--+» + a, (v—1) - + (v—m +1) 
= mv(myv—1) (mv—2) ---(my—m-+1) 


fiir alle » Geniige leisten. Diese Forderung laBt sich aber erfiillen, und 
zwar sind dann die a, in eindeutiger Weise als ganze Zahlen bestimmt. 
Denn hebt man beiderseits den Fuktor v weg, so bleibt rechts und links 
ein Polynom (m—1)*" Grades in v, und indem man die Koeffizienten 
von v”~1, y-?,..., vy beiderseits gleich setzt, findet man sukzessive 
Any Gm—y***, @ als ganze Zahlen. 

Mit Anwendung unseres Theorems kénnen wir daher sagen: Wenn x 
eine rationale, von Null verschiedene Zahl bedeutet, so existiert keine 
Relation der Form 


(94) Poy(%) + Pyy'(%) + +++ + Pp y@~ ?(a) = 0 


mit rationalen nicht simtlich verschwindenden p,. 
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Nun ist aber 
~ a” 1 ~ 
(95) 1D wow 


wo « in der zweiten Summe die m”° Einheitswurzeln durchlauft. 
Differentiation folgt hieraus: 


¥ = VE Seek, 


y” — —* V2'- 2m Deel + = V22- Im > ev, 


Setzt man also z = &", und auBerdem 


(96) a= Det (i=0,1,--,m—1), 
so ergibt sich: 
y = T%, 
y = 73,9, 
(97) yo —§_- = Fy, O, + TQM, 
y*—) = Tm —1,1% > m—1,2%2 poses} Tm—1,m—-19%m-1) 


Durch 


wobei die r,, gewisse Funktionen von § sind, die fiir rationale § jedenfalls 


rationale Zahlwerte annehmen.*) Insbesondere ist 


m 


1 / “ene 
i mi) Ys = ati i—im 4. Q), 
Daher laBt sich das System (97) umkehren, und man erhilt: 


®» = SooY, 
QO =S8,Y; 


(98) @, = Sy A + Sy’, 


®,,.1= Sm ii ¥ + Sn-129 + c°* + Gent y*— 9, 


wo auch die s,, fiir rationale § rational sind, und speziell s, ; + 0. 


*) Die Akzente an y bedeuten natiirlich immer noch Differentiation nach 2, 


nicht etwa nach &. 
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Daraus folgt, daB fiir rationale — (+0) eine Relation der Form 
Go % + 4% H+ In 1% -1 = 9 
mit rationalen, nicht simtlich verschwindenden gq, nicht existieren kann. 
Denn wire dies der Fall, so wiirde hieraus mit Hilfe von (98) auch eine 
Relation der Form (94) hervorgehen, welche aber fiir rationale z, also 
erst recht fiir rationale £ (+0), nicht existieren kann. 

Damit haben wir einen recht interessanten Satz tiber die Exponential- 
funktion nachgewiesen, der allerdings nicht neu, sondern als Spezialfall in 
dem Lindemannschen Satz enthalten ist. DaB dieser Spezialfall mit 
Hilfe der Jacobi-Ketten gewonnen werden kann, habe ich a. a. O. bereits 
angedeutet und die betreffenden Entwicklungen fiir m—3 (in anderer 
Weise wie hier) durchgefiihrt. 


Miinchen, im Juni 1908. 
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Uber die charakteristischen Wurzeln einer linearen Substitution 


mit einer Anwendung auf die Theorie der Integralgleichungen. 
Von 


I. Scuur in Berlin. 


Ist eine algebraische Gleichung in der Form 


Ay, — Ly Ay p° "9 tke 


Ag, » Aygg — 2, ++", Ay, _a” 
a, ? Ans ey a,,— 7% 


gegeben und sind @,, @,,---,@, ihre Wurzeln, so laBt sich, wie Herr 
A. Hirsch*) gezeigt hat, in sehr einfacher Weise eine obere Grenze fir 


die absoluten Betriige der @, angeben; bedeutet niimlich a die gréBte 
unter den »* Zahlen |a,,|, so ist 


@,| < na. 


In der vorliegenden Arbeit méchte ich auf einige andere, wesentlich 
schirfere Ungleichungen aufmerksam machen, die fiir die absoluten Be- 
triige der w, bestehen. Die einfachste und zugleich wichtigste unter ihnen 
ist die Ungleichung 


> |\a,°< > e,,|*. 
vr=1 x2 
Indem ich noch angebe, welche Bedeutung hier das Auftreten des Gleich- 
heitszeichens besitzt, erhalte ich einen Satz (Satz II), der eine Reihe von 
bekannten Resultaten iiber Hermitesche Formen und orthogonalen Sub- 
stitutionen als spezielle Fille umschlieBt. 


Sur les racines d'une équation fondamentale“, Acta Mathematica, Bd. 25, 
8. 367. 
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Der zweite Abschnitt enthilt eine Anwendung meiner algebraischen 
Resultate auf die Theorie der linearen homogenen Integralgleichung 


1. { K(s, t) p(t) dt = 9(s). 


Einem von Herrn E. Schmidt fiir reelle symmetrische Kerne K(s, ¢) 
angegebenen Verfahren folgend, zeige ich, wie man auch fiir einen all- 
gemeinen Kern den Begriff der Ordnung eines Eigenwerts 2 auf elemen- 
tarem Wege ohne Benutzung der Fredholmschen ganzen transzendenten 
Funktion begriinden kann. Zugleich ergibt sich unter allgemeinen Voraus- 
setzungen tiber den Kern K(s, ¢) ein Beweis fiir die absolute Konvergenz 
der Reihe > in der jeder Eigenwert 4 so oft zu schreiben ist, wie 


seine Ordnung angibt. 


Abschnitt L 


Uber die charakteristischen Wurzeln einer linearen 
Substitution. 


§ 1. 

Im folgenden soll stets die zu einer GréBe a konjugiert komplexe 
Zahl mit @ bezeichnet werden. Ebenso soll, wenn P = (p,,) eine Matrix 
(lineare homogene Substitution) ist, unter P die mit Hilfe der GréBen p,, 
gebildete Matrix verstanden werden. Mit P’ bezeichne ich, wie iblich, 
die zu P konjugierte (transponierte) Matrix. Geniigt P der Gleichung 
(1) P’P = E, 
wo E =(e,,) die Einheitsmatrix ist, d. h. wird 


> PrePrr = 2s (¢,,=1, Cg = C3 = + = 0) 


so nenne ich nach dem Vorgange von Herrn L. Autonne*) P eine unitire 
oder auch eine wnitiir orthogonale Matrix. Die Bedeutung der Gleichung (1) 
ist bekanntlich die, daB die Hermitesche Einheitsform 


4,2, + %y%yt+--: 
ungeandert bleibt, wenn z, durch 3 Py p%y (und also Z, dureh > P,,% i) 
i a 


*) ,Sur l'Hermitien, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T. 16 
(1902), 8. 104. 
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ersetzt wird. Sind die Koeffizienten von P reell, so wird P eine ge- 
wohnliche (reelle) orthogonale Matrix. 
Es sei nun 
A =(a,,) (x, 4=1, 2, --+, m) 
eine Matrix mit beliebigen reellen oder komplexen Koeffizienten. Die 
charakteristischen Wurzeln von A, d. h. die Wurzeln der Gleichung 


Ay,;— FT, Ay 9 °° % &, 
rf —Z eee 
(2) A—sE\ja|% + %~*%"' 2% =| 0, 
1 > Ing 9 °°» 42,2 


seien @,,@,,---,@,. Dann gilt folgender Satz: 
Il. Es lapt sich stets eine unitiir orthogonale Matrix P bestimmen, so- 
dap die Matrix a 
P’AP=P-'AP=A 


die Form 
o, O O-.--- 90 
Cas @, QO .«- @ 
in Cy yg «3 + 0 
Cat Cas Cas -. @, 
erhiilt. 


Der Beweis ist leicht zu erbringen.*) Da nimlich @, eine Wurzel 
der Gleichung (2) ist, so kénnen wir » Zahlen q,, q,---, q, bestimmen, 
die den » Gleichungen 


> Ait = %%, (x= 1,2,--., n) 


4=1 


gentigen und nicht simtlich Null sind. Die Summe > 7,4,— q ist dann 


eine positive Zahl. Setzt man n=l 
4, 
i Va’ 
so wird auch 
> iM — oO, V1 
4=1 


und 


Sant = 1. 
saw izi 


*) Vergl. L. Stickelberger, ,,ber reelle orthogonale Substitutionen“, Pro- 
gramm der polyt. Schule, Ziirich, 1877, und L. Autonne, a. a. O., 8S. 119. 
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Man bestimme nun in bekannter Weise »(m—1) Zahlen 
G2» Usr***> Un 
22» Wes> °* "> Von 
Gna» Ins» °°" Inn 
so, dab mn 
> Ton Geni = ni (x, 4=1, 2, a n) 
vy=1 
wird. Dann ist die Matrix 
Q — (4,4) 
eine unitare Matrix, auBerdem wird 
o OO O.---90 
: : ee 7 bs; bys bys re bs 
CAQ*=2'40=— 15, 9 
bas bas bas +d 
wo die b,, gewisse Zahlen bedeuten. Die charakteristischen Wurzeln der 


Matrix 
Dye bys site ben 
Beau bss Dy +++ Ds, 
Das Das 27 Ris 


sind dann die GréBen @,, @,,---, @,. Nimmt man nun den zu beweisen- 
den Satz, der fiir » = 1 evident ist, fiir Matrizen mit n —1 Zeilen und 
Spalten als richtig an, so laBt sich eine unitire Matrix 


Te, 93 * Ton 


R=| "2 "ss 3m 
Tne Tn8 Tan 
bestimmen, sodaB 
Gy 0 S 0 


RBR=| % @,--- 0 


wird. Setzt man dann 4 
1 0. 0 
s- O Ta Ts. 


O te 7 











492 I. Scuur. 


so wird P= QS eine unitér orthogonale Matrix, die den Bedingungen 
unseres Satzes geniigt.*) 

Der Satz I 1éBt sich auch folgendermaBen aussprechen: 

I*. Fiir jede lineare homogene Substitution A in n Variabeln x,, %,---,%, 
lassen sich n Linearformen y,, Y,,° --, y, angeben, die folgenden Bedingungen 
geniigen: 

1. es ist 


WI, + Yes tee FUG = MT, + Uta +++ + 2,2,; 


2. die Linearform y, geht durch Anwendung der Substitution A in 
eine Form iiber, die sich linear und homogen durch y,, Yo, --*, y, @us- 
driicken lépt. 


§ 2. 
Aus 7 
(3) PAP=A 
folgt 
(3’) P’A P=W. 


Daher ist wegen P’ P = E 

P'AA' P= AN. 
Es ist aber P’ = P-', folglich besitzen die Matrizen AA’ und AA’ als 
iihnliche Matrizen dieselbe Spur, und da die Spur einer Matrix der Form 
PP’, wie man leicht sieht, nichts anderes ist als die Summe der Quadrate 
der absoluten Betrage aller Koeffizienten von P, so erhalten wir 


= 2 » {2 
> , é,,\; = > } @, + > } Chale 
#42 , 


*>i 


Insbesondere ergibt sich 


Das Gileichheitszeichen steht hier stets und nur dann, wenn die Zahlen c,, 
simtlich gleich Null sind. Dies gibt uns den Satz: 

Il. Ist A =(a,,) eine beliebige lineare homogene Substitution in n 
Variabeln mit den charakteristischen Wurzeln @,, @g, - - 


«) Diets Die" 
¥ x2 


Das Gleichheitszeichen gilt hier stets und nur dann, wenn sich A durch eine 
unitér orthogonale Transformation der Variabeln auf die Diagonalform 


*, @,, So ist 


*) Sind die a,, und die o, reell, so kann P auch als reelle (orthogonale) 
Matrix gewihlt werden. 
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@, 0... 0 

ae 0 a--. 0 
. ¢.c& 
bringen lapt. 
Es ergibt sich zugleich das merkwiirdige Resultat, dab, sobald 


> |e, |? = > |a,,\" 
r #4 


ist, die Determinante A—wzF_ lauter lineare Elementarteiler besitzen mubB. 
Dieses Resultat liBt sich noch etwas verallgemeinern. 
Sind niimlich die Elementarteiler von |A—z£}| simtlich linear, so 
laBt sich eine Matrix Q von nicht verschwindender Determinante be- 
stimmen, sodaB 


Q'AQ=A 
VAg-'=A 


ALN’ = 9 'AQY A'Q'=". 
Die Spur >| * von AA’ ist daher gleich der Spur der rechts stehen- 


wird. Dann wird 


also 


den Matrix oder, was dasselbe ist, gleich der Spur der Matrix 
AQQ A'Q’-'Q-'= AHA H-', 
wobei H = QQ’ zu setzen ist. Hierbei ist H die Matrix einer positiv 
definiten Hermiteschen Form von nicht verschwindender Determinante 
oder, wie man auch kurz sagt, eine positive Hermitesche Matrix. 
LaBt sich umgekehrt eine derartige Matrix H so bestimmen, dab die 
Spur von AHA'H-' gleich 2% * wird, so wihle man, was stets 


méglich ist, eine Matrix Q, fir die H= QQ’ wird. Dann ist 2 o, 
zugleich auch die Spur von 

Q'AQ-QA'Q'-'= BB, 
wo B= Q-'A@ zu setzen ist. Die charakteristischen Wurzeln der zu A 
iihnlichen Matrix B= (b,,) sind aber wieder die GréBen o@,, @,, ---, @, 


und, da fir B 
> 7 =>) be? 
¥ x2 


wird, so ist B und folglich auch A der Diagonalmatrix A dhnlich. 

Es ergibt sich auf diese Weise der Satz: 

Ill. Die Elementarteiler der charakteristischen Determinante einer Matrix 
A =(a,,) mit den charakteristischen Wurzeln @,, @,,---, @, sind dann 
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und nur dann séimtlich linear, wenn sich eine positive Hermitesche Matrix 
H =(h,,) 30 bestimmen lat, dap 


2°. 8S ha line Oe Epp 


#4, My ¥ 
wird; hierbei sollen die Zahlen h,,, die Koeffizienten von H~-' bedeuten. 
Allgemein ist bei einer beliebigen Matrix A fiir jede positive Hermitesche 


Matriz H = (h,,) 
; 2! oD ha Mice et Uy: 


#, A, My 


§ 3. 
Setzt man 
Oy = 143 + t8, 4; a,= @, + i6,, 


so geht die Ungleichung (4) tiber in 
(5) > (+o) < Shit st). 
¥ xa 


Andererseits ist aber, da @?, ?,---, @? die charakteristischen Wurzeln 
von A® sind, > 2 die Spur von A’, also wird 


> 2 >’ 
@, _ A, 9x) 


¥ xa 


De 4 + 20, 6,) ~ 2 atu 8, 18;, + 2ir, , 8),)- 
Daher ist 


(6) > (e:-—#) => (ei "in — $2812): 


Aus (5) und (6) ergibt sich 


2>'e SDtat rate + 2) Gam satin) 
20 aX rand+ Se xa + 8,2 83,)- 


Diese Ungleichungen eevee sich auch, wie eine einfache Betrachtung lehrt, 
auf folgende Form bringen: 


des PE) + TA), 


a, 


Ses Tee ety 


*% 2 


oder 
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oder, was dasselbe ist, 


(7) pe — : 


me | 


(8) 





Man kann diese Formeln auch anders beweisen. Aus (3) und (3’) folgt 

1 > ri 1 u 
Hieraus schlie8t man wie friiher, daB die Summe der Quadrate der ab- 
soluten Betriige aller Koeffizienten der Matrix ; (A+ A’) gleich sein muB 
der analog gebildeten Summe fiir die Matrix - (A+A’). Dies gibt uns aber 


Sled SSE es Bie 


mA x>a 





woraus dann wieder die Ungleichungen (7) und (8) folgen. 

Es sei noch hervorgehoben, dab, wenn in einer der Ungleichungen 
(4), (7) und (8) das Gileichheitszeichen steht, dies auch in den beiden 
anderen der Fall sein muB. 


§ 4. 


Bezeichnet man mit a die gréBte der Zahlen |a,,|, mit b die 
groBte der Zahlen Fd “**| und mit ¢ die gréBte der Zahlen | 7 = 
so folgt aus den Ungleichungen (4), (7) und (8) 


= |o,? < n*a’, a e < nb, > 6 < nie?. 
Speziell wird also 
\o,| < na, 'e,| Sand, \o,| Sane. 


Diese Ungleichungen sind bereits von Herrn A. Hirsch a. a. O. abgeleitet 
worden. Sind ferner die Zahlen a,, simtlich reell, so wird a,,—d@,,=0; 
daher ergibt sich inbesondere aus (8) 


> &Sn(n—-1)e. 


Da auBerdem jedes von Null verschiedene 6? mindestens zweimal vor- 
kommen muB, so wird 














|? 
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° n(m—1) «4 
6; < , e 


a) sef/22=». 


Diese Ungleichung hat zuerst Herr I. Bendixson*) auf einem anderen 
Wege erhalten. 
Ich méchte noch eine Bemerkung an die Hirschsche Ungleichung 
o,|< na 
ankniipfen. Soll hier fiir eine Wurzel @,—@ das Gleichheitszeichen 


gelten, so ergibt sich aus dem hier Bewiesenen, daB folgende Be- 
dingungen erfiillt sein miissen: 


1. Unter den » Wurzeln @,, @,,---,@, sind n—1 gleich 0. 
2. Die Koeffizienten a,, sind alle von gleichem absoluten Betrage a 


und der absolute Betrag der Summe p a,, ist gleich na. 


also 


3. Die Elementarteiler von A—wz£) sind simtlich linear, woraus 
in Verbindung mit 1. folgt, daB A vom Range 1 sein muB. 
Hieraus schlieBt man ohne Mithe, daB die Zahlen a,, von der Form 


j — ) 
a,, = ae Pt 9-9) 


44 


sein miissen, WO , 9,, Py, °° -, p, Teelle GréBen bedeuten. 


g 5. 


Ehe ich weiter gehe, méchte ich noch darauf aufmerksam machen, 
daB in dem Satz II der bekannte Hadamardsche Satz tiber den Maximal- 
wert einer Determinante**) enthalten ist. 

Die Determinante D der Matrix A = (a,,) ist nimlich nichts anderes 
als das Produkt @,@,---@,. Nach dem Satz iiber das arithmetische 


und das geometrische Mittel wird daher 
(9) D? = 0, |? omy)? + Jeol? < (ie tt lene 


n 
n*a*\n eal 
< ( =) = n"a*". 
Folglich ist 


(10) |\D <n* a’ 


*) ,Sur les racines d’une équation fondamentale*, Acta Mathematica Bd. 25, 
8. 359. — Herr A. Hirsch hat noch gezeigt, daB die Bendixsonsche Ungleichung auch 
dann gilt, wenn nur vorausgesetzt wird, daB die a,, + a,, reell sind. 

**) ,,Résolution d’une question relative aux déterminants“. Bulletin des sciences 
mathématiques, 1893, 8. 240. 
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Dies ist die Hadamardsche Ungleichung. Soll |Di =n? a sein, so 
muB nach Hadamard weiter 


\@,, = d, 


es 2 a,,4,, = nae,, 


sein. Dies ergibt sich hier folgendermaBen. Gilt in (10) das Gleichheite- 


zeichen, so miissen auch die — (9) und (4) in Gleichungen 
Ghergehen. Daher muB 


(11) |o,|=|o,\=---=|o,|—aYn, -|a,|=0 
werden. AuBerdem muB, da 


2 |o,|* “2% a, |" 


wird, die Matrix A der Diagonalmatrix A, und zugleich AA’ der Matrix 
AA’ ihnlich sein. Es wird aber wegen (11) 


AA =nak. 
Folglich ist auch, da diese Matrix nur sich selbst ahnlich ist, 


AA’ =(p,,;)=naE 
dh. p,, = nae,,. 


§ 6. 
Bezeichnet man die mit Hilfe der (") Unterdeterminanten v‘" Grades 


von A gebildete Matrix mit C,A, so werden bekanntlich*) die charakte- 
ristischen Wurzeln von C,A die (”) GréBen 


Me, %, *** %, (a, <<a <---<a,). 
Daher ist wegen (4) 


(12) D |, %, °° * %, PS > |S! 


wo D”, alle Unterdeterminanten v*" Grades von A durchlauft. Die 


rechts stehende Zahl ist nichts anderes als die Spur von (C,A) (C, A)’. 
Es ist aber allgemein 


(C,Py =C,P', (C,P)(C,Q) = C,(PQ). 
Daher ist >| D,? die Spur von C,(AA’). Bezeichnet man wie friiher 
das allgemeine Element Di ont von AA’ mit p,,, so wird also 


*) G. Rados, ,,Zur Theorie der adjungirten Substitutionen*, Math. Annalen, 
Bd. 48, 8. 417. 


Mathematische Annalen. LXVI. 32 
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|@q @, @, | 
2 Y 
(13) (Pa, a,? Pa, ay? ae Pa, a, | 
SB ee | e<a<:--<a). 


‘Pa, a, Pa,a,? , ae Pa,a, | 
Nun ist aber AA’ die Matrix der positiven Hermiteschen Form 
> (a, 2, ss Gy Ly + aes + a, ,U,) (4, ,%, + a, 2, + slay Be + a, ,Zq), 


folglich erscheint auch jede Hauptunterdeterminante von AA’ als die 
Determinante einer positiven Hermiteschen Form. Nach einem von 
Hadamard a. a. 0. bewiesenen Satze ist aber eine solche Determinante 
héchstens gleich dem Produkt der Koeffizienten ihrer Hauptdiagonale. *) 
Aus (13) ergibt sich daher 


(3) >" ®,. a. : ae o, | < 2, fas Pa, a, oo a Pa,c, (a, < a, < wea <«a,). 


Diese Formeln lassen sich als eine Verallgemeinerung des eben erwaihnten 
Hadamardschen Determinantensatzes auffassen. 


§ 7. 

Aus der Formel (4) lassen sich noch andere interessante Ungleichungen 
ableiten. 

Zunichst kann man, indem man beachtet, dab @{, @j,---,@% die 
charakteristischen Wurzeln von A’ sind, eine obere Grenze fiir = | @,|*" 
ableiten. 

Von gréBerem Interesse scheint mir folgende Bemerkung zu sein. 

Man habe neben der Matrix noch eine andere Matrix B= (b,,) 
mit m Zeilen und Spalten. Die charakteristischen Wurzeln von B seien 
M1) Mes" **s Ym: Dann ist 


yeu-s Du- de 


F x=1 x=1 uel 
Ferner ist: 
2 0, + y= >) (0,0, + 1,7, + &,%, + ©,1,) 
*M 


-m> lost + Di InP + Ds Oued La 


*) Vergl. auch E. Fischer, Uber den Hadamardschen Determinantensatz*, 
Archiv der Mathematik und Physik, dritte Reihe, Bd. 13, S. 32. 
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Andererseits ist 


*%, A=1,2,--: 
Zier baton Bia re Zl (oy oay2, ym) 
Ma Zz uy w,v=—1,2,---,m 
m 2) \deal + n> |b yl? + - (0g Bu pH Eee Puy) 
% My? *, Me 


gleich 

Daher gilt stets die Ungleichung 
Dio + Hah SD leet baal? +m 2D teal + 2D) [Duel 
% Pay x user 


Setzt man insbesondere B=— A, so kann y,=——@, angenommen 
werden, und man erhilt 

pe Pa Pe 

xem x<m x 
Hieraus laéBt sich sofort eine obere Grenze fiir den absoluten Betrag der 
Diskriminante d der Gleichung |A —2E|=0 ableiten. Aus 


d=] | @,-0,) 


neu 
folgt namlich 


3 
1 n(a —1) 2 
jane“? <2 Sle,-«,!, 


daher ist 


2 
n(n—1) 2 2 2 2 
\d < n(n — 1) > [Oe — Fup 7 See, > ja, ,| ° 
xem x 


§ 8. 
Setzt man speziell 


— Gy, — Gg, -**, — Wy 1 %q_1) — 4,2, \ 
ay* ? Oo »**% 0 , 0 
A=| 0 » &e*Me, °° 0 . 0 | 
0, eS ,* Wie > 0 
wo die a, beliebige, die z, von Null verschiedene Zahlen bedeuten, 


so wird 
(14) a +a,2"-!+a,2"-?+---+4a,=—0 


die charakteristische Gleichung von A. Ist daher 


b, _ \a,|*, P, — \z,*, 
82* 
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so geniigen die Wurzeln @,, @,,---,@, der Gleichung (14) der Un- 
gleichung 


D> 10017 Sd, + OgPy +o + Py to + Be Pet) 
= Ps Ps Pr 


Diese Formel gilt fiir alle positiven Zahlen p,, p,,---, p,. Fir 
A-P AF, °-> BF" 


erhilt man die einfachere Formel 
> \o, <b, + bgp +--- +d,p pat skeet 


Allgemeiner folgt aus (12) die Ungleichung 


Dd io,, 0,0, 1< ("=3) So, wre (Moet (">") w, 


@ < Gy <--- a=l 


die wieder fiir jedes positive p richtig ist. Nimmt man insbesondere 1, 
1 
als von Null verschieden an, so wird fir p= b, ” 


> °,0 a," %, 1<("=3) SH, b," “+ (")o 


a, <a,< ual 


Der direkte Beweis dieser fiir jede algebraische Gleichung geltenden Formeln 
scheint schwierig zu sein. 


§ 9. 

Aus dem Satz Il lassen sich einige bekannte Sitze iiber lineare Sub- 
stitutionen als spezielle Folgerungen ableiten. 

Es sei zunichst A = (a,,) eine Hermitesche Matrix, also a,, = G,,. 


Dann wird m 
>! : <> 4%: = >'4,,4;, "a 
, Hh Ha 
Da aber andererseits 2° <D/\«, |? ist, so muB an 2le.' sein, 


folglich miissen die @, reell sein. Zugleich ergibt sich de" -2 G,,\*, 


und dies liefert uns die bekannte Tatsache, dab jel eustshe Form 


*) Es la8t sich zeigen, da® hier fiir » >2 das Gleichheitszeichen nur dann 
stehen kann, wenn a, =a,=---=a,_,=0 ist. 
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durch eine unitaér orthogonale Transformation der Variabeln auf die Ge- 
stalt @, 9,9, + @.¥9, +--- + ,y,¥, gebracht werden kann.*) 
Ist ferner A eine unitir orthogonale Matrix, so wird AA’= E. Die 


Spur > |4. ,/2 von AA’ wird dann gleich der Spur von E, also gleich n. 
xa 

AuBerdem ist der absolute Betrag der Determinante 2 von A (wegen 

AA’ =E) gleich 1. Da aber D= a, a, ---, ist, so ergibt sich 





: 2 2 : 4a!" 
1=(@,? @,*---\@ ayn iM + lel EE Ite = - on ¥. 
’ Daher mub 
1 
| je oe Ort lo +--+ len? 
1 = (|,)*|ay)?--- py — Sb len tt lea 


werden; dies erfordert, daB 

@, |? = | 05/2 --- = |, Pm I 
wird. Daher liegen die charakteristischen Wurzeln einer unitar ortho- 
gonalen Substitution A auf dem Einheitskreis. Zugleich ergibt sich aus 


2!e.? = Qian! 2", daB A durch eine unitiér orthogonale Transformation 


dee Variabeln auf die Diagonalform gebracht werden kann. — Diese beiden 
Satze sind zuerst von Herrn Frobenius**) aufgestellt worden. 


Abschnitt IL 
Eine Anwendung auf die Theorie der Integralgleichungen. 


g 10. 


Es sei K(s,t) eine fir a<s<b, ax<t<b definierte, reelle oder 
komplexe Funktion der reellen Variabelen s und ¢, die im ganzen Defi- 


*) Diese Ableitung der Grundeigenschaften der Hermiteschen Formen ist gewi8 
weniger einfach als der sonst iibliche Beweis, der sich gewissermaBen direkt auf den 
hier mit I bezeichneten Satz stiitzt. Aber es schien mir von Interesse, darauf hin- 
zuweisen, daB sich diese Eigenschaften unmittelbar aus der die Hermiteschen Formen 
eindeutig kennzeichnenden Gleichung 


> 4,34, = > 44% 
%, % 
ablesen lassen. 


**) Uber die principale Transformation der Thetafunktionen mehrerer Variabeln‘, 
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 95, 8. 264. — Vergl. auch 
A. Loewy, ,,Uber bilineare Formen mit konjugiert imaginiiren Variabeln“, Nova 
Acta Acad. Leop.-Carol., Bd. 71, 8. 379. 
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nitionsbereich stetig sein soll.*) Eine fir a<s<b stetige Funktion g(s) 
heiBt dann nach Herrn Hilbert eine zum LHigenwert 4 gehirende Eigen- 
funktion des Kerns K(s,t), wenn 


(15) p(s) =a f K(s, t) p(t) at 


ist. Herr Fredholm*) hat eine gewisse, durch K(s, ¢) eindeutig definierte 
ganze transzendente Funktion 


D(a) =1+ dx + dyx?+--- 


angegeben, die nur fiir die Eigenwerte 4 des Kerns K(s,¢) verschwindet. 
Ist 2 eine n-fache Nullstelle von D(z), so heiBt » die Ordnung des Eigen- 
werts 4. Diese Zahl » hat noch folgende Bedeutung: es lassen sich n, 
aber nicht mehr als n, linear unabhiingige (stetige) Funktionen @,(s), p.(s), -- 
-+, p, (8) bestimmen, fiir die 


1 
[k t) y,(é) dt ™ Ca1 , (8) + Cas 9; (8) + it + Co,a—1 P.—1(8) + 1 P,(8), 


wird, wo die c,, Konstanten sind.***) 

Es ist nun von Interesse, auf elementarem Wege ohne Einfiihrung 
der Fredholmschen Funktion D(x) nachzuweisen, daB sich zu jedem Eigen- 
wert 4 eine ganze Zahl nm angeben laBt, die durch die zuletzt erwihnte 
Eigenschaft charakterisiert ist. Man erhilt auf diese Weise eine neue 
einfache Definition des Begriffs ,Ordnung eines Eigenwerts“. Fiir reelle 
symmetrische Kerne hat diese Aufgabe bereits Herr E. Schmidty+) gelést. 
Die folgende Betrachtung schlieBt sich auch aufs engste dem Schmidt- 
schen Gedankengang an. 


*) Um einen einfachen Fall vor Augen zu haben, beschriinke ich mich im 
folgenden auf die Betrachtung stetiger Funktionen. Es wiirde aber geniigen anzu- 
nehmen, da8 die hier vorkommenden Funktionen gewissen leicht zu formulierenden 
Bedingungen der Integrabilitit geniigen. 

*) ,,Sur une classe d’équations fonctionnelles*, Acta Mathematica, Bd. 27, 8. 365. 


***) J. Plemelj, ,,Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichung*, Monats- 
hefte fiir Math. und Phys., Jahrgang XV (1904), 8.93. Vergl. auch E. Goursat, 
»Kecherches sur les équations intégrales linéaires“, Annales de la faculté des sciences 
de l'université de Toulouse, 1908, 8. 6. — Da8® die Ordnung n von 4 die gréfte Zahl 
ist, welche die im Text genannte EKigenschaft besitzt, wird erst in der Goursatschen 
Arbeit (§ 44) ausdriicklich hervorgehoben und bewiesen. Es l48t sich dies aber auch 
ohne Miihe aus den Ausfiihrungen auf 8. 119 der Plemeljschen Arbeit folgern. 


+) ,Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen“, I. Teil, 
Math. Annalen, Bd. 68, 8S. 443. 
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$ 11. 


Wir bezeichnen im folgenden iiberall, wenn g(s) eine beliebige Funk- 
tion der reellen Variabeln s ist, die konjugiert komplexe Funktion mit 
@(s). Sind o,(s), p.(s), ---, »,(s) im Intervall a<s<b stetige Funk- 
tionen und ist 


(16) S Gals) G4(8) dS = ¢,5, («, 8 =1,2,---,n) 


wo die e,, in derselben Weise wie in § 1 zu erkliren sind, so sage ich, 
die Funktionen 9,(s), 92(8), --+, 9,(8) bilden ein wumitiir orthogonales 
System. 

Es gilt dann folgende Regel: Sind n linear unabhiingige, fiir:a<s <b 
stetige Funktionen ¥,(8), ¥,(8), tie ¥, (8) gegeben , so lassen sich stets 
n Funktionen 


(8) =—>'P.3 ¥,(8) 
p= 1 


mit konstanten Koeffizienten p,, bestimmen, die éin unitéir orthogonales 
System bilden. 

Der Beweis dieses Satzes, der fiir reelle Funktionen zuerst von Herrn 
E. Schmidt (a. a. O., § 3) ausgesprochen worden ist, lift sich prinzipiell 
am einfachsten folgendermafen fiihren. Setzt man 


b 
[be(8)%4(8) ds = hey, 


so wird 
fs 
> hes Le zy =f te, Vy (s)  altetia z, ¥, (8) [z, ¥, (8) + adits Z, ¥, (8)] ds 
a,p a 


eine positive Hermitesche Form von nicht verschwindender Determinante.*) 
Die Konstanten p,, sind nun so zu bestimmen, dab 


b 
f %.(8) %5(8) ds = Pay Ps hye — Cas 
a Y» 
wird. Hierzu hat man nur » Linearformen 
Yy = Pry + Pe 7% tea Pay* x 
zu berechnen, fiir die 


> hystys = 2,2, + 1%, +--- + r,2,, 
: nd 
wird, was bekanntlich stets méglich ist. 





*\ Vergl. E. Fischer, a. a. O., S. 38. 
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Bilden ferner ,(s), ,(8), ---, p,(s) ein unitir orthogonales System, 
und ist f(s) eine beliebige fiir a <s<b stetige Funktion, so setze man 


S£(8).(8)ds = A,, 


also 
SFi(s) y,(s)ds= A, 
Dann wird 
Sito -> A, G.(t)|[F® — >) A, 9.(t) at 
a a=1 @a=1 
={f)F at — 2 >) 4,4, 4 > AA; { Ga(t) p(t) at 
a a=1 a,p a 
~ fr) f(t)at— >’ A.A, 
Daher ist stets 


D> 44 Sf fF @ at. 


@a=l1 a 


Diese Ungleichung soll nach dem Vorgange von E. Schmidt (a. a. 0., $1) 
als die Besselsche Ungleichung bezeichnet werden. 


§ 12. 
Zur Abkiirzung mége fiir jede Funktion /(s) 


[ K(s, Of dt = K(f) 


gesetzt werden. Wird fiir » linear unabhiingige stetige Funktionen 9, ,9,,---,9, 

K(,) = > 4,,9; (a=1,2,--., n), 

poi 

so sagen wir: @,, 9,,---, p, erfahren bei Anwendung der Operation K 
die Substitution A = (a,,) oder auch die Funktionen ,, p,,---,, bilden 
ein imvariantes System des Kerns K(s, t), das zur Substitution A gehirt. 
Jede in einem invarianten System vorkommende Funktion nenne ich eine 
Hauptfunktion*) des Kerns. Die charakteristische Determinante |.A — x FE} 


*) Fonction principale“ bei E. Goursat, a. a. O. 
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der Substitution A soll kurz die charakteristische Funktion des invarianten 
Systems @,, P3,°°*, P, heiBen. Treten an Stelle von g,, 9, --+, »,, irgend 
welche » lineare homogene Verbindungen ¥,, ¥,, ---, wv, der gp, (mit 
konstanten Koeffizienten), die untereinander linear unabhingig sind, so 
bilden auch die Funktionen y,, ¥%,,---, ¥, ein invariantes System des 
Kerns und die diesem System atenedieiin Substitution B ist eine zu A 
aihnliche Substitution. Man kann hierbei die v, 80 wihlen, dab B irgend 
eine vorgeschriebene zu A fhnliche Substitution wird. Hieraus folgt zu- 
gleich auf Grund der Lehre von den linearen Substitutionen, daB sich fiir 
eine charakteristische Wurzel @ von A, die genau m Elementarteiler der 
Determinante A—zxE| zum Verschwinden bringt, m und nicht mehr als 
m linear unabhiingige Funktionen w,, der Form 


Vu = Cur: Pr + CusPe + °° + Cu nPn (u=1, 2,--+,m) 


angeben lassen, sodaB 


wird.*) Ist @ speziell von Null verschieden, so wird 4 = ein Eigen- 
wert des Kerns K(s, t). 


Hat man zwei invariante Systeme 9,,q,,---,¢%, und ¥,, ¥,,°--,¥, 
des Kerns K(s,¢) und besitzen die zugehérigen charakteristischen Funk- 
tionen keinen Teiler gemeinsam, so miissen, wie in bekannter Weise ge- 
schlossen wird, die » + p Funktionen 9, ,"92,-- +, 9,3 V1, V2) °°‘) Vp unter- 
einander linear unabhingig sein. 

Von Wichtigkeit ist auch noch folgende Bemerkung. Es seien m 
Funktionen 9, , %,---, 9, gegeben, unter denen nur r linear unabhingig 
sind, etwa die Funktionen g,,9,,---,g,- Ist dann bekannt, daB fiir die 
m Funktionen 9,, 9,,---,@,, Gleichungen der Form 


K(q,) -> Cur Py 
val 


bestehen, wo die c,, Konstanten sind, so erfahren offenbar die r linear 
unabhiingigen Funktionen 9,, 9,,---, p, bei Anwendung der Operation K 
eine gewisse lineare Substitution A, sie bilden also ein invariantes System 
des Kerns K(s,¢). Es gilt dann die leicht zu beweisende Regel: Die 
charakteristische Funktion |A—xE\ des Systems 9,, 9,,--:, 9, ist ein 
Divisor der charakteristischen Determinante der Substitution C = (c,,,). 


*) Vergl. etwa S. Pincherle und U. Amaldi, ,,Le operazioni distributive“ 
(Bologna, 1901), Kap. IV. 
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§ 13. 
Ich beweise nun folgenden Satz: 
IV. Bilden die n Funktionen ,, v.,---, ¥, eim invariantes System 
des Kerns K(s,t) und ist . 


(17) (@, — 2) (a, —2) -- - (@, —2) 
die charakteristische Funktion dieses invarianten Systems, so ist stets 
a“ 6 6b 
(18) > oP? <f [\K(s,)Pdsdt. 
v=1 aa 


Man bestimme niimlich » lineare homogene Verbindungen q,, 3, °--, ¥, 
der w,, sodaB die g, ein unitir orthogonales System bilden. Dann sind 
G1, Pe»***» @, Vou selbst linear unabhiingige Funktionen, und wir erhalten 
in diesen Funktionen ein invariantes System des Kerns K(s,¢), dessen 
charakteristische Funktion wieder die Funktion (17) ist. Es sei 


(19) K(9,) = [ K(s, t)p,(t)dt =>) 4,4 95(8)- 
a p=l1 


Setzt man fiir ein gegebenes s in der Besselschen Ungleichung 
f(t) = K(s, t), 
wo K(s,t) die zu K(s,¢) konjugiert komplexe Funktion bedeutet, so wird 


A, = [K(s,t) 9.(t)dt— >! 4,,95(8)- 
a pel 
Daher ist 
D> 4:5 ey P38) Py(8) Sf Kls, t) Ks, t) at. 
@,p,y a 
Integriert man nun nach s von a bis b, so erhilt man wegen (16) 


bb 
(20) DS tc shes => Ieg? <f [Ks t)K(s,t) ds at.*) 


ap 


Da aber @,, @,,---, @, die charakteristischen Wurzeln der Substitution 
A = (a,,) sind, so ist 


(21) > |, |? <> Gas *, 
1 5 


r= @,/ 


Aus (20) und (21) ergibt sich die zu beweisende Ungleichung (18) 


*) Vergl. E. Schmidt, a. a. O., § 5. 
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Ich fiige noch folgendes hinzu. Ist Q@=(g,,) irgend eine unitar 
orthogonale Substitution, und setzt man 


le (s) = D GV 8 Pe (s) ? 
f=1 


so bilden auch die Funktionen 7,, y%,---, 7, ein unitir orthogonales 
System und es wird 


Kz.) => es Xp» 
pHi 
wo die Matrix C = (c,,) aus der Gleichung 
C= QAQ'= QAQ’ 
zu berechnen ist. Aus dem Satz I ergibt sich daher, daB man jedes in- 


variante System mit der charakteristischen Funktion (17) durch ein unitdr 
orthogonales System 4,, %2,°**> %, ersetzen kann, fiir das 


K (40) = Certs + Ceg le + ° °° F Cng-1 Zen H+ Sake 
wird. 


Ist speziell 


(22) B | @, |? -> la, 4!*, 

val a, 
so werden die Konstanten c,, von selbst gleich Null, so daB sich 

K (14) = Na 

ergibt. Dies tritt z. B. stets ein, wenn K(s, ¢) ein reeller, symmetrischer oder 
allgemeiner ein Hermitescher Kern ist, d. h. wenn K(s, t) = K(s, ¢) wird. 
Denn aus der Gleichung (19) folgt, indem man mit g,(s) multipliziert 
und nach s zwischen a und b integriert, 


b+ 
ae, =f _[ K(s,t) p(t) G,(8) dtas. 


Ist nun K(s,t)— K(t,s), so ergibt sich hieraus a,,—d,,, d. h. A=(a,,) 
wird in diesem Fall eine Hermitesche Matrix; fiir eine solche ist aber die 
Bedingung (22) gewiB erfillt. Zugleich ergibt sich, dab die Eigenwerte 
eines Hermiteschen Kerns samtlich reell sind. 


§ 14. 


Es sei nun 
1 
i = 


wo 
ein Eigenwert des Kerns K(s,¢). Fiir jede zu 4 gehérende Eigenfunktion » 
wird dann 

K(9) = o9. 
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Die Funktion @ erscheint also als eine invariante Funktion des Kerns, 
und die zugehérige charakteristische Funktion ist o—«. Ich betrachte 
nun allgemeiner diejenigen invarianten Systeme 9,, 9, ---, p, des Kerns, 
deren charakteristische Funktion gleich (o—z)" wird. Dann wird nach 
Satz IV 
naPrck, 

wo k das in (18) auftretende Integral bedeuten soll. Also ist » < k|1)%, 
d. h. » ist unterhalb einer endlichen Grenze gelegen. Die grifte Zahl n, 
fiir die sich ein invariantes System —,, P,, ++, P, des Kerns mit der charakte- 


ristischen Funktion (3 — x)" angeben liBt, soll nun die Ordnung des Eigen- 


werts 4 heiBen. Auf Grund des in § 10 erwihnten Plemelj-Goursatschen 
Satzes ist diese Zahl » zugleich auch die Ordnung des Eigenwerts im 
Fredholmschen Sinne. 


Es seien ferner 
ae ee 


? ? 
a, @, ? @ p 


p verschiedene Eigenwerte des Kerns K(s,¢), die Ordnung von A, sei n,. 
Bilden dann fiir ein gegebenes g die », Funktionen 


(23) Poir Poor '**> Pom 
ein invariantes System des Kerns mit der charakteristischen Funktion 
(@,—2)"*, so erhalten wir in den 

N= +My +--+, 
Funktionen (23) » linear unabhiingige Funktionen, die als ein invariantes 
System mit der charakteristischen Funktion 

(@,— 2x)" (@,—)"---(@,—a)"? 

erscheinen. Folglich ist nach (18) 
Ny | @, 7+ my |e, |?+ +--+ ny o,|*<k 
oder, was dasselbe ist, ; 


n, 
i, |? Fj 


Ny 


ay 


Dies lehrt uns aber (vergl. E. Schmidt, a. a. O., § 5), daB die Eigenwerte 
des Kerns K(s, ¢) keine Hiiufungsstelie im Endlichen besitzen. Zugleich 
ergibt sich, daB die Rethe 
1 
ou 


erstreckt tiber alle Eigenwerte 4 des Kerns, wobei jeder Eigenwert so oft zu 
schreiben ist, wie seine Ordnung angibt, konvergent und zwar kleiner als 
die Zahl k ist. Hieraus folgt auch, daB die Fredholmsche ganze transzen- 


tet Sh 
Pi 
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dente Funktion D(x), deren Geschlecht bekanntlich héchstens gleich 2 
ist*), eine Produktzerlegung der Form 


D(z) = easton TT (1 — £),i 


aufweist. Dieses Resultat scheint fiir die hier betrachteten allgemeinen 
Kerne neu zu sein. 


§ 15. 
Unsere Betrachtung bedarf noch einer Ergiinzung. Ist nimlich » 
, : ; . 1 ; 
wieder die Ordnung eines Eigenwerts 4 = @ und bilden 9,, g,---, 9, 
ein invariantes System mit der charakteristischen Funktion (@ — x)", so 


fragt es sich: inwiefern sind die Funktionen g,,9,,---,g, und die zu 
gehérige lineare Substitution A=(a,,), fiir dic 


K(g.) ->. 4.3 Ps 


wird, poe den Kigenwert 4 cindeatig bestimmt? 

Diese Frage ist leicht zu entscheiden. 

Hat man nimlich neben 9,, 9,,---,@, noch ein zweites invariantes 
System w,, v.,---,¥, mit der charakteristischen Funktion ( — 2)", 
so sei 


K(v.) = >) b.4¥5- 
s=1 


Die Substitution (b,,) mége mit B bezeichnet werden. Sind dann unter 
den 2 Funktionen 


(24) Di» Par** > Pri Vy, Ve, Ve 


r linear unabhiingig, etwa 7,,7%,°**, Z,-; 80 muB zuniichst, weil doch die 
y,, (und ebenso die y,) linear unabhiingig sein sollen, r > sein. Ferner 
bilden die Funktionen 7,, 7.,---, 7%, Wieder ein invariantes System des 
Kerns. Nach der am SchluB des § 12 gemachten Bemerkung muf aber 
die charakteristische Funktion ‘dieses Systems ein Divisor der charakte- 
ristischen Determinante (@ — x)*" der Substitution 


“ 0 
0 3) 
sein, und also gleich (@ — 2)’ werden. Hieraus folgt aber, dab r =n 


sein muB, da sonst » nicht als die Ordnung des Eigenwerts 4 zu kenn- 


*) Vergl. Plemelj, a. a. O., 8S. 101 und T. Lalesco, ,,Sur l’ordre de la fonction 
entiére D(i) de Fredholm“, Comptes Rendus, 25. November 1907, S. 906. 
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zeichnen wire. Demnach ist jede der Funktionen y,, ¥,,---,¥, eine 
lineare homogene Verbindung der Funktionen 9,, 9, ---, 9, mit kon- 
stanten Koeffizienten. Zugleich ergibt sich, dab die Substitution B der 
Substitution A fhnlich sein muf. Sieht man fdhnliche Substitutionen 
als nicht voneinander verschieden an, so erscheint A als eine durch A 
eindeutig charakterisierte Substitution. Die Anzahl der zu 4 gehdrenden 
linear unabhiangigen Eigenfunktionen des Kerns K(s,#) ist dann nichts 
anderes als die Anzahl der Elementarteiler der Determinante |.A— <x E). 

Die Funktionen g,, 9, ---,,, kann man passend als ein vollsténdiges 
zum Eigenwert 4 gehirendes invariantes System bezeichnen. 

Allgemeiner schlieSt man in thnlicher Weise: 

Man habe irgend ein invariantes System ,, ¥,,---, ¥, des Kerns 
K(s,t), die zugehirige charakteristische Funktion sei 

(a, — 2) (@, — 2) - - - (@,,—2)Pm, (Pi +Py +--+ Pm =P) 
WO @,, @3,°--, @,, voneinander verschieden sein sollen. Jede nicht ver- 
schwindende unter den Zahlen w, ist dann der reziproke Wert eines Eigen- 
werts 1, des Kerns, und ist n, die Ordnwng dieses Eigenwerts, so ist 
Py S%,- Sind insbesondere alle m Zahlen @,, @,,---, @,, von Null ver- 
schieden und bilden die Funktionen 


(25) : Put Pur ie Pumy (u= 1,2,---,m) 
ein vollstindiges zu 4, gehirendes invariantes System, so laBt sich jede der 


p Funktionen %,, v2, +--+, %, durch die n, + ny +--+ +, Funktionen (25) 
linear und homogen mit konstanten Koeffizienten darstellen. 
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Uber die Darstellung einer beliebigen stetigen Funktion. 
Von 


Jonannes Mouvervup in Kopenhagen. 


Die bekannten Anniherungen einer beliebigen stetigen Funktion sind 
schon in mannigfacher Weise begriindet worden; die Beweise beruhen auf 
verschiedenen analytischen Hilfsmitteln: bestimmten Integralen, Fourier- 
schen oder Taylorschen Entwicklungen usw. Es wird im folgenden eine 
axiomatische Herleitung dieser Darstellungen gegeben; genau wie wir eine 
gegebene reelle Zahl in mannigfacher Weise durch konvergente Folgen 
anderer reeller Zahlen, z. B. rationaler Zahlen bestimmen kénnen, und zwar 
deshalb, weil diese Tatsache eine unmittelbare Folge der Definition der reellen 
Zahl ist, so kénnen wir lediglich aus dem Fundamentalsatz, dab eine in 
einem Intervall gleichmaBig konvergente Folge von stetigen Funktionen 
immer als Grenzfunktion eine stetige Funktion hat, herleiten, dab eine 
gegebene stetige Funktion in mannigfacher Weise durch gleichmaBig kon- 
vergente Folgen von anderen stetigen Funktionen, z. B. Polynomen oder 
trigonometrischen Summen, wie von WeierstraB gezeigt worden, dar- 
stellbar ist. 

Es ist jedoch zu bemerken, daB die Hilfsmittel unseres Beweises 
wesentlich andere sind, als diejenigen, die bei dem entsprechenden Nach- 
weise fiir die reellen Zahlen gewéhnlich benutzt werden (vergl. S. 512). 
In der Tat beruht unser ganzes Verfahren auf der Heranziehung der 
Zahlen der zweiter Zahlenklasse. 

Wir beweiscn zuerst zwei einfache mengentheoretische Hilfssitze. 

Satz 1. Sind a und b zwei reelle Zahlen, a <b, und liegt zwischen 
a und b eine der Grife nach wohlgeordnete Menge reeller Zahlen, dann 
ist dieselbe immer abzdhlbar. 

Betrachten wir namlich die Intervalle von einem Element bis zum 
nichsten, so entsteht eine Intervallmenge, die nach einem bekannten Satze 
von G. Cantor (Acta Math. 2, 1883, 8.376) abzahlbar ist. 
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Satz 2. Ist cine abzihlbare Menge M auf irgend eine Weise ge- 
ordnet, dann hat sie in dieser Ordnung entweder ein letztes Element oder 
sie enthilt eine Untermenge vom Typus @ ohne nachfolgendes Element (jede 
solche Untermenge wollen wir eine letzte Untermenge vom Typus @ nennen). 

Es sei die Menge 


M = {a, a,a,---a,---} 


und dieselbe Menge in der gegebenen Ordnung M’; wir greifen zuerst 
@,, = @, heraus, dann das erste Element a, von M, das auch in M’ nach 
a, folgt, dann wieder das erste Element a, von M, das auch in M’ nach 
a, folgt usw.; wir nehmen an, daB die gegebene Ordnung M’ kein letztes 
Element enthilt. Sollte nun M’ ein Element a,, enthalten, das nach der 
Untermenge (a, a, ---) folgt, dann hiitten wir z. B. 
nm, <M <M 413 

dann kénnte aber a,,,, gegen Voraussetzung nicht das erste Element 
von {@, a,@,---} sein, das in der gegebenen Ordnung nach a,, folgt. 

Im folgenden wird dieser Satz nur in dem Falle gebraucht, daB M’ 
wohlgeordnet ist. 

Um den spiiteren Beweisgang tibersichtlicher zu machen, michte ich hier 
hervorheben, daB diese Satze eine besondere Approximation einer gegebenen 
Zahl durch immer wachsende Zahlenfolgen liefern; es kommt hierbei nur 
die Anordnung der Zahlen in Betracht, nicht die GréBe der zwischen- 


liegenden Intervalle. Es sei die zu approximierende Zahl a und b < a; 
man bilde b,, b,, b,,--- wo 


b<b <b <b <---<a 
mit der Grenze b, <a. Ist b,<a, dann bilden wir 
by < boa Sugg Se <a. 


Fahren wir in dieser Weise fort, so miissen wir nach den Siitzen 1 und 2 
schlieBlich zu einer Folge gelangen, die « als Grenzpunkt hat. 


Zur Basis der Darstellung aller in einem Intervall (ab) stetigen Funk- 
tionen gebrauchen wir eine abzihlbare Menge von stetigen Funktionen 


1, Pi» Par Par °° 
und deren linearen Verbindungen mit rationalen Koeffizienten. An diese 
Funktionenmenge stellen wir die folgende wesentliche Forderung: 
Wenn 2,, 2, +++, %, gegebene rationale Zahlen sind, dann enthiilt die 
Basis immer eine Funktion, die in x,, £,,---, 2, ‘verschwindet und sonst 
durchweg positiv ist. 
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Diese Forderung ist jedenfalls erfiillt, wenn die g Potenzen von x 
(x, *, 2*,---) oder trigonometrische Ausdriicke (sin ma, cos mz) sind. 

Es sei die Basis R,. Bilden wir mittels R, gleichmaBbig konvergente 
Funktionsfolgen und konvergente Zahlenfolgen, dann erzeugen wir neue 
stetige Funktionen und beliebige reelle Zahlen, die ein Funktionskon- 
tinuum C, bilden, welches auch das Zahlenkontinuum enthilt. 

Satz 3. C, ist abgeschlossen, d. h. jede von einer gleichmipig kon- 
vergenten Funktionsfolge aus C,,{¢,(”), (x), ---}, erzeugte Funktion C(2x) 
ist die Grenzfunktion einer gleichmdpig konvergenten Funktionsfolge aus R,. 

Beweis einleuchtend. 

Satz 4. Ist f(a) stetig im Intervall (ab), und a(x) eime Funktion 
von C,, die kleiner als f(x) im ganzen Intervall ist, dann enthiilt C, eine 
Funktion b(a), so daB im ganzen Intervall 


a(x) < W(x) <f(2), 
indem das Gleichheitszeichen nie oder nur in einer endlichen Anzahl voraus- 
gegebener rationaler Stellen, x,, %, +++, %,, erfillt ist; auperdem kinnen 


wir, wenn «> 0 beliebig gegeben ist, (a) — a(x) << im ganzen Intervall 
annehmen. 

Es sei p(x) eine Basisfunktion, die in 2,, 7,,---, xz, verschwindet und 
sonst im ganzen Intervall durchweg positiv ist. Wir bilden dann 


ay (x) _ a(x) + p(x), a, (2) = a(x) +r % (@) 


46) wort 
oat ) <a -1@) 


Die Folge {a)(x), a,(x), a,(”), ---} nimmt dann gleichmaBbig gegen a(x) 
ab; alle Funktionen stimmen in 2,, 7,,---, 2, tiberein. Von einer gewissen 
Zahl m ab erfiillen dann die a,(z) die im Satze fiir b(%) aufgestellten 
Bedingungen. 

Weil dieser ProzeB éfters zur Anwendung kommt, bezeichnen wir 
ihn mit dem besonderen Namen ,,Kombination von a(x) mit p(x)‘. 

Satz 5. Ist f(a) eine beliebige im Intervall (ab) stetige Funktion, 
dann gibt es eine Folge von Basisfunktionen, die gleichmépig gegen f (x) 
konvergiert. 

Es sei im ganzen Intervall a(z)</f(x), wo a(x) eine stetige 
Funktion aus C, ist, z. B. eine Basisfunktion; eine stetige Funktion b{) 
gehirt dem Raum (af) an, wenn im ganzen Intervall 

a(x) < b(@) Sf (a). 


Mathematische Annalen. LXVI. 33 
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Wir wollen jetzt den Raum (af) in der Weise ausfiillen, daB der- 
selbe auch eine gegen f(x) gleichmaBig konvergierende Folge enthilt. 

1. Der Raum (af) enthilt eine Funktion a,(”) aus C,, 

a(x) <a,(x)<f(w) (Satz 4), 

sowie auch eine gleichmipfig konvergente immer wachsende Folge von 
Funktionen aus C,,. 

Den maximalen Abstand zwischen a und f bezeichnen wir mit af. 
Wir brauchen nur nach Satz 4 die Funktion a, (z) 

a(x) < a,(x) <f(@) 
und ebenso a,(x), a,(7),--- zu bestimmen, so dab 
a(x) < a,(x) < a,(%) < a;(z) <---<f (2) 

und auBerdem jedesmal 


—s 
On On41 S-> Gn-1 Gn. 


2. Der Raum (af) enthilt Funktionen aus C,, die in mindestens 
je einem Punkte von n gegebenen Teilintervallen f(x) beliebig nahe kommen. 
Der Gedanke des Beweisgangs ist der gleiche, der oben in der Be- 
merkung nach Satz 2 zum Ausdruck gekommen ist. Der Raum (a/) 
wird durch fortgesetzte Kombination mit einer Funktion p(x) > a(x) mit 
immer wachsenden Funktionsfolgen ausgefiillt. Sobald aber die gegebene 
Funktion durch eine Grenzfunktion in gewissen Punkten erreicht wird, 
dann muf dieselbe korrigiert werden, weil die weiteren durch die Kon- 
struktion entstandenen Funktionen ja nicht dem Zwischenraum angehéren 
wiirden. Diese Korrektion findet nun in der Weise statt, daB jedenfalls 
auf einer Ordinate eine immer wachsende Folge beschrieben wird. 
Wir nehmen an, daB die gesuchte Approximation schon durch b(«) 
in i der gegebenen Intervalle erreicht ist, so dab 
a(x) < b(x) < f(a) 
und f(x)—b(#)<e« in einem (und also in unendlich vielen) rationalen 
Punkt jedes der i Intervalle. Es seien diese i Punkte 2,,2,,---,%,; wir 
erstreben die Approximation in einem neuen Intervall. Nach 1. be- 
stimmen wir erstens b,(x), so dab 
b(x) <b,(x) < f(). 
und zwar soll hier wie im folgenden das Gleichheitszeichen in den Punkten 
Ly, %_,***, 2, gelten. 
Weiter finden wir nach 1. b,(x), b,(xz),---, wo 
b, (x) < b,(2) < by (z) -- 
und immer “ps thens 
b,_15 


Q “n-1"n* 


b,b.45< 


n’n+i1 
Es sei die Grenzfunktion b, (x). 
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a) Erreicht b, (2) in keinem Punkte f(x), dann verdoppeln wir die 
Menge durch b,,,(«), 5,,,9(%), +++; ist b,..(x) die neue Grenzfunktion, 
dann verfiigen wir so tiber die Abstinde, dab 

babys <-¢ bb,- 

b) Erreicht dagegen b,(x) f(z) in Punkten, die siimtlich den i Inter- 
vallen angehéren, dann wird die Menge in folgender Weise geandert. Es 
sei h(x) eine Basisfunktion, die in z,, 2, ---, 2; und einem rationalen Punkt 
Z;,, eimes neuen Intervalls verschwindet, die aber sonst tiberall positiv 
ist. Wir bilden h,(2) = b,(x)— h(x) und kombinieren b,(%) mit h,(z); 
hierdurch finden wir eine Funktion h,(x), die mit Ausnahme der Punkte 
Ly, %,°-*, %, groBer als b,(x) ist und die auberdem fiir x = z,,, dieselbe 
Ordinate Y,,, wie b,(x) besitzt. h,(x) = b.(«) soll dann b,(x) ersetzen; 
die Menge zwischeu b,(2) und b,(z) wird durch eine Kombination von 
b, und b.(x) ersetzt. Nun wird die Menge im Raum (},}j,) verdoppelt 
wie oben die Menge im Raum (),),,). 

Wir kénnen in dieser Weise von der Méglichkeit absehen, daB f(z) 
innerhalb der i Intervalle erreicht wird, weil wir nétigenfalls das 
Korrektionsverfahren anwenden kénnen. Es entsteht also eine gleichmibig 


konvergente Folge 
b.,(2), b.3(2); b.,.3(2); oe 


—EE 1 - 
b,,b,,. 2 eo ~ bb, by.2Ou.3 < 2 b,, b.,.3 Z 


wo 


Die Grenzfunktion ist b,.(”); sie laBt sich nétigenfalls wie friiher 
korrigieren, wobei auBer den Punkten 2,,2,,---, 2%, immer der Punkt 
Y,,, festgehalten wird. Entsteht durch Korrektion b.»(x), die tiberall 
>b,, nur nicht in 2,,%,---,2,, dann wird die Menge 


{b,.2(%), by.s(@) > +} 
durch eine Kombination von b/»(z) mit b, ersetzt, und in ihnlicher 
Weise kénnen wir uns die entstehenden Zwischenriume ausgefillt denken. 
In dieser Weise fahren wir nun fort; jede gefundene abzihlbare Menge 
ohne letzte Funktion hat eine letzte Menge vom Typus a, 


{b,, (x), b, (x), iy ‘} 


bb, <> bby; 


Yy Vv4+t Yy—1 Vy? 


wo immer 


die Grenzfunktion 6, wird ndtigenfalls korrigiert und bildet dann die 

Ausgangsfunktion einer Verdoppelung der vorhandenen Menge. Das Ver- 

fahren kann also nur dadurch abbrechen, daB eine Funktion gefunden 

wird, die in einem neuen Intervall AnschluB an die gegebene Funktion 
33* 
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erreicht; weil nun auf Y,,, eine immer steigende Menge beschrieben 
wird, muB nach Satz 1 die ganze Menge abzahlbar sein. Dieselbe hat 
also nach Satz 2 entweder eine letzte Funktion oder eine letzte Menge 
vom Typus » mit einer Grenzfunktion. Die gefundene Funktion ¢(x) 
liegt wie schon },(x) oberhalb b(z) im ganzen Intervall, und 
f(2) —e(2) <e 

in «+1 Teilintervallen. 

Wir kénnen nun mit einer Konstanten anfangen, die um « kleiner 
als das Minimum von f(z) ist, und erreichen dann immer steigend all- 
miahlich Anschlu8 in allen » Intervallen. 


Nunmehr beweisen wir den Satz 5 wie folgt. Zuerst enthilt die 
Basis eine Funktion a(z)< f(x) im (ab). (ab) wird halbiert; a,(z) 
soll dann eine Funktion aus C, sein, die dem Raum (af) angehért, so 
daB in zwei Punkten der Teilintervalle 


f(a) —a,(4)<« (¢ beliebig > 0). 
Dann halbieren wir beide Teilintervalle; a,(2) soll nun eine Funktion 
aus C, sein, die dem Raum (a,f) angehért, so daB in vier Punkten der 
vier Teilintervalle 

f(x) —a,(z)< 4° 
Fahren wir in dieser Weise fort, dann muB f(x) die Grenze der Folge 

a, (2) < a, (x) < a, (x) --- 

sein; dieselbe konvergiert aber, weil sie immer wachsend ist, gleichmibig, 
laut eines Satzes von Dini (Fondamenti per la teoria delle funzioni di 
variabili reali § 99; vergl. Erhard Schmidt, Entwicklung willkirlicher 


Funktionen, Math. Ann. Bd. 63, 8.471). Nach Satz 3 laiBt sich schlieBlich 
die gefundene Folge durch eine Folge von Basisfunktionen ersetzen. 


Es leuchtet ein daB alles Vorhergehende ungeindert fiir einen n- 
dimensionalen Raum giiltig bleibt. 
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Zur Transformation von Raumkurven. 
Von 


E. SaLtkowski in Charlottenburg. 


Zwei Raumkurven C und C, lassen sich in mannigfachster Weise 
punktweise aufeinander beziehen. Jede derartige Zuordnung bestimmt 
ein Gesetz, durch das die eine Raumkurve C in die andere C, iiber- 
gefiihrt wird. Zwischen den Bestimmungsstiicken der beiden Kurven 
werden dann je nach der Art der Zuordnung mehr oder weniger einfache 
Beziehungen bestehen, deren analytische Herleitung aus den vorgegebenen 
Bedingungen keinerlei sachliche Schwierigkeiten bereitet. Ist das Gesetz 
za speziell gewaihlt, so kann es vorkommen, daB es entweder gar keine 
Kurven gibt, die ihm geniigen, oder nur eine spezielle Klasse von Raum- 
kurven, fiir welche dann die Vorschrift als definierende Eigenschaft an- 
gesehen werden kann. Verlangt man beispielsweise eine Raumkurve C,, 
die mit der Kurve C alle Tangenten gemeinsam hat, so miissen C und C, 
zusammenfailen: das gewihite Gesetz ist nicht geeignet, zwei ver- 
schiedene Kurven aufeinander zu beziehen. Die Forderung dagegen, dab 
zwei Kurven gemeinsame Hauptnormalen besitzen sollen, kann nur durch 
eine besondere Klasse von Kurven erfiillt werden und daher zur Defi- 
nition dieser Bertrandschen Kurven benutzt werden. 

Wahlit man etwas weniger spezielle Beziehungen, so gewinnt man 
den Vorteil, Kurven von unbekannten Eigenschaften mit solchen zu ver- 
binden, die genauer bekannt sind, und aus dieser Verbindung Hilfsmittel 
zar Forschung zu gewinnen. 

Insbesondere liegt es nahe, die geometrisch leicht tibersehbare Ver- 
bindung der Fundamentaltrieder der Kurven in entsprechenden Punkten 
heranzuziehen. Man wird die Beziehungen zwischen zwei Kurven unter- 
suchen, deren Tangenten in entsprechenden Punkten einander parallel sind 
oder aufeinander senkrecht stehen. Stellt man dasselbe Problem fiir die 
Binormalen oder Hauptnormalen, so kommt man zu weiteren Verwandt- 
schaftsgesetzen, denen sich die Raumkurven unterwerfen lassen. 
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Die Fragen finden sich in der Literatur verstreut und vereinzelt be- 
handelt. Die Beziehung zweier Raumkurven mit parallelen Tangenten 
findet sich in der franzésischen Literatur als transformation de Combescure*) 
bezeichnet; auch Aoust**) beschiaftigt sich in seinem reichhaltigen Lehr- 
buch mit diesen ,,courbes paralléies“. In neuerer Zeit hat Herr N. J. Hatzi- 
dakis***) die Relationen zwischen Kriimmung, Torsion und Bogenliinge 
zweier so aufeinander bezogenen Kurven aufgestellt und die Formeln auf 
Gebilde im n-dimensionalen Raum ausgedehnt. 

Kurven, deren Hauptnormalen einander parallel sind, hat Aoust?) 
zum ersten Male betrachtet. L. Bianchi++}) benutzte dann einen speziellen 
Fall dieser Beziehung — wenn die Linienelemente der beiden Kurven 
gleich sind — um die Gleichungen der Bertrandschen Kurven aus denen 
fiir die Kurven konstanter Kriimmung herzuleiten. 

Die Beziehung zweier Kurven durch Orthogonalitait der Linienelemente 
ist von G. Sanniay}+) nach den Methoden der natiirlichen Geometrie 
untersucht worden. 

Alle diese Arbeiten gehen aber rein analytisch vor, und es ist daher 
vielleicht nicht iiberfliissig, zu dem einfachen geometrischen Gehalt dieser 
Transformationen zuriickzukehren und aus ihm ihre Eigenschaften abzu- 
lesen. Der erste Teil der vorliegenden Untersuchung stellt sich daher 
die Aufgabe, systematisch alle durch Parallelitiét oder Orthogonalitdt zweier 
Kanten der Fundamentaltrieder zweier Kurven ermiglichten Relationen auf- 
zustellen, eine geometrische Erzeugungsweise fiir jede einzelne zu be- 
stimmen und die charakteristischen Gleichungen geometrisch herzuleiten. 

Der zweite Abschnitt wendet die Beziehung durch parallele Tangenten 
auf die Theorie der Loxodromen an. Nachdem zu einer beliebigen Kurve 
die ihr parallel zugeordnete Loxodrome durch zwei Quadraturen bestimmt 
ist, wird imsbesondere das Problem der loxodromischen Schraubenlinien 
auf seine Quadraturen, das Problem der Loxodromen konstanter Kriimmung 


*) Der Verf. bemerkte diese Tatsache erst, nachdem er der Berliner Math. 
Gesellschaft iiber einige Anwendungen dieser Transformation berichtet hatte. (Sitzungs- 
berichte der B. M. G. 4, 8. 64-69.) 

**) Aoust, Analyse infinitésimale des courbes dans l’espace. Paris 1876. S. 382. 
***) N.J.Hatzidakis, Om nogle Konsekvenser af Frenet’s og Brunel's Formler. 
Nyt Tidskr. f. Math. 13, 1902; auch G. Sannia, Trasformazione di Combescure ed 
altre analoghe per le curve storte. Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo 20, 
8. 88-92, 1905. 
+) Aoust, a. a. O. 8. 368. 
+t) Bianchi, Differentialgeometrie. Deutsch von Lukat, Leipzig 1896/99. S. 32. 
+t) G. Sannia, Deformazioni infinitesime delle curve inestendibili e corrispon- 
denza per ortogonalita di elementi. Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo. 21, 
S. 229-256. 1906. 
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sowie das der Doppelloxodromen auf seine Differentialgleichungen zuriick- 
gefiihrt. 

Der dritte Teil stellt eine Anwendung der Transformation durch 
orthogonale Linienelemente dar. Nach der Bestimmung der Kurven, die 
einer gewdhnlichen Schraubenlinie in der angegebenen Weise zugeordnet 
sind, wird man durch Spezialisierung der Untersuchung auf eine besondere 
Art von Kurven konstanter Kriimmung gefiihrt, unter denen sich unendlich 
viele algebraische befinden. Dies Ergebnis erscheint insofern von einigem 
Interesse, als bisher auBer dem Kreise noch keine algebraischen Kurven 
konstanter Kriimmung bekannt waren. Die hier untersuchten Kurven 
bieten auBerdem das Interesse einer anschaulichen geometrischen Er- 
zeugungsweise und besitzen eine Reihe von Eigenschaften, die sie , einer- 
seits mit der Theorie der Flaichen zweiter Ordnung, andererseits mit den 
zyklischen Kurven der Ebene in nahe Beziehung setzen. 

Im vierten Teil wird abschlieBend die Untersuchung verallgemeinert 
und auf die Kurven ausgedehnt, die auf den Tangentenflichen von Schrauben- 
linien als geoditische Linien auftreten. Ihre Bestimmung in natiirlichen 
Gleichungen erfordert nur Eliminationen, wiihrend ihre endlichen Gleichungen 
durch eine Quadratur gewonnen werden. Sie besitzen die charakteristische 
Eigenschaft, daB ihre Hauptnormalen den Zylinder, auf dem die Gratlinie 
ihrer rektifizierenden Fliche geoditisch ist, einhiillen. 


l, 


Kurvenpaare, deren Haupttriederkanten parallel 
oder orthogonal sind. 


1. Zwei Kurven C, und C, seien punktweise so aufeinander be- 

zogen, dap ihre Tangenten in entsprechenden Punkten parallel sind. 

Mit den Tangenten sind auch die durch sie bestimmten Schmiegungs- 

ebenen parallel, also auch die Lote auf diesen, d. h. die Binormalen der 

Kurven. Sind aber Tangenten und Binormalen parallel, so sind es auch 

die Hauptnormalen, die mit den beiden ersten Linien ein Rechtssystem 
von Achsen bilden miissen. 

Kurven, deren Linienelemente in entsprechenden Punkten 
parallel sind, haben iiberall parallele Fundamentaltrieder. Thre 
Kontingenz- und Schmiegungswinkel sind einander gleich, und 
sie besitzen daher in entsprechenden Punkten stets dasselbe 
Verhiltnis von Kriimmung und Torsion. 

Eine ausgezeichnete Rolle spielen dieser Transformation gegeniiber die 
allgemeinen Schraubenlinien. Da bei ihnen das Verhiltnis von Kriimmung 
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und Torsion konstant ist, geht bei jeder derartigen Transformation eine 
Schraubenlinie in eine andere Kurve derselben Art iiber, und umgekehrt 
gibt es immer eine Transformation durch parallele Linienelemente, die 
zwei beliebig gewahlte Schraubenlinien mit demselben Kriimmungsver- 
haltnis und parallelen Achsen ineinander iiberfiihrt. Man kann daher die 
Eigenschaften der allgemeinen Schraubenlinien leicht aus denen der ge- 
woéhnlichen, die dem Rotationszylinder angehéren, herleiten. 

Da je zwei entsprechende Linienelemente einander parallel sind, so 
erzeugen die Geraden, welche entsprechende Punkte beider Kurven mit- 
einander verbinden, eine abwickelbare Flache. 

Geometrisch erzeugt man die zu einer Kurve C zugeordneten Kurven, 
indem, man durch C eine beliebige abwickelbare Fliche legt und auf 
dieser die Kurven bestimmt, die die erzeugenden (Gieraden der Flache 
parallel zur gegebenen Kurve durchschneiden. 

Da zwei beliebige ebene Kurven einander stets parallel zugeordnet 
werden kénnen, realisiert man die Zuordnung auch folgendermafen: 

Man verbindet diejenigen Punkte zweier beliebiger Kurven einer 
Ebene, in denen die Tangenten parallel sind, geradlinig und biegt nun 
die Ebene so, dab die Verbindungslinien geradlinig bleiben. Alsdann geben 
die beiden gewihlten Kurven eines der gesuchten Kurvenpaare im Raume. 

2. Zwei Kurven C und C’ sollen in entsprechenden Punkten parallele 
Binormalen besitzen. 

Sind die Binormalen parallel, so sind es auch die Schmiegungsebenen; 
daraus folgt aber die Parallelitét der Tangenten, die als Schnitte benach- 
barter Schmiegungsebenen anzusehen sind. Die Transformation ist also 
mit der vorigen identisch. 

3. Besitzen zwei Kurven in entsprechenden Punkten parallele Haupt- 
normalen, so sind ihre rektifizierenden Ebenen parallel, also auch ihre 
rektifizierenden Geraden; die rektifizierenden Kurven sind einander also 
durch parallele Linienelemente zugeordnet. 

Zwei Kurven, deren Hauptnormalen in entsprechenden 
Punkten parallel sind, liegen daher als geodiitische Linien auf 
solchen abwickelbaren Flachen, deren Gratlinien parallele Linien- 
elemente besitzen. 

Insbesondere sind, was von vornherein erwartet werden muBte, die 
geoditischen Linien einer und derselben abwickelbaren Flache durch Trans- 
formation mittels paralleler Hauptnormalen ineinander iiberzufiihren. Die 
Tangenten der geoditischen Linien einer abwickelbaren Fiche in je zwei 
entsprechenden d. h. auf derselben Erzeugenden liegenden Punkten bilden 
aber, wie bekannt und geometrisch evident ist, einen auf der Flache 
konstanten Winkel #. Liegen aber die Kurven C, und C, als Geodiitische 
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auf zwei verschiedenen abwickelbaren Flichen F, und F, mit parallelen 
Erzeugenden, so kann man auf F, der Kurve C, eine Linie C,’ durch 
parallele Linienelemente zuordnen. Da ©,’ mit C in entsprechenden 
Punkten denselben Winkel bildet, so gilt das auch von C, und C,: 
Lassen sich zwei Kurven durch parallele Hauptnormalen 
aufeinander beziehen, so bilden ihre Tangenten in entsprechenden 
Punkten iiberall denselben Winkel #.*) 

Die Kriimmungsverhiiltnisse der Kurven hingen von dem Winkel @ 
ab. Zuniichst ist fiir alle Kurven mit parallelen Hauptnormalen der 
Winkel der ganzen Kriimmung dw” derselbe. Bezeichnet man nun den 
Winkel, den die Kurve C, mit ihrer rektifizierenden Geraden bildet, mit 
@,, den entsprechenden Winkel der Kurve C, mit ihrer rektifizierenden 


Geraden mit m,, so ist, wenn x,, t, Kriimmung und Torsion der Kurve C, 
bezeichnen: 


% Ke 
a-7, a=, 
und 


- 7 . F2 — 9, = @. 
Hieraus ergibt sich: 


%_t, — % T, 
T,T. rH % 


= tg?, 


d. h. das Verhiltnis von Kriimmung und Torsion der einen Kurve ist eine 
lineare gebrochene Funktion derselben GréBe fiir die andere Kurve.**) 


Fir #=0 kommt man auf die Transformation durch parallele 


Linienelemente zuriick, fir # = ~ erhalt man die spezielle Art der Zu- 
ordnung, bei der die Tangente der einen Kurve der Binormale der andern 
parallel ist. 

Man betrachte nunmehr diejenigen Transformationen, bei denen 
entsprechende Bestimmungsstiicke senkrecht zueinander stehen. 

4. Zwei Kurven C, und C, seien durch Orthogonalitét ihrer Linien- 
elemente aufeinander bezogen. 

Man realisiert diese Transformation allgemein in folgender Weise: 

Man wihlt auf der Tangentenfliche von C, irgend eine Filarevolvente 
und bestimmt die Gratlinie der abwickelbaren Fliche, die von den Nor- 
malen jener Tangentenfliche lings der Filarevolvente gebildet wird, dann 
sind die Parallelkurven dieser Gratlinien der Kurve C durch orthogonale 
Linienelemente zugeordnet. 

Die Abhangigkeit, in der Kriimmung und Torsion der beiden Kurven 
C, und C, stehen, richtet sich nach dem willkiirlich vorzuschreibenden 


*) Aoust, Analyse infinitésimale des courbes dans l’espace, 1876, 8. 369—370. 
**) Aoust, a. a. O., 8. 870. 
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Gesetz, nach welchem der Winkel #, der Tangente von C, mit der Haupt- 
normale von ©, sich indert. 
Es seien P,, P,', P,’ benachbarte Punkte der Kurve C,. Durch 
P, P, lege man die Ebene senkrecht zur Tangente P,P,’ der Kurve C,, 
ebenso sei durch P,' P,” die Normalebene zu 
dem Linienelement P,' P,” der ersten Kurve ge- 
legt. Die beiden Ebenen schneiden sich unter 
dem Winkel dw, der Nachbartangenten von C, 
in einer Geraden P,'Q,’ parallel zu der Binor- 
malen von C, in P,. In der ersten Ebene 
liegt ferner die Parallele P,’R,’ zur Haupt- 
i - normale von C, in P,, in der zweiten Ebene 
sail * die Parallele P,’R,” zur Hauptnormale und die 
\,p Parallele P,Q,” zar Binormale von C, in P,’. 
* Konstruiert man nun die Einheitskugel um 
P,', die alle Geraden in den eben bezeichneten 
Endpunkten schneiden mége, ferner P,P,’ in S,’, P,'P,” in S,", dann 
ergeben sich ohne weiteres folgende Beziehungen aus der Figur: 








>< 8,’ Q,' 8,” =da,, 


are 8,'Q, = = — #,, 


are S,” Q)' = ; + da,’ — (#,+44,), 


are 8,’ 8,” = da,. 


Fallt man nun von S,’ auf S,"Q,’ das Lot S,’7, so ist dieses gleich 
da, cos #, und das infinitesimale Dreieck S,'S,” 7 ergibt 


da,*® = da,? cos* #, + (d#, —da,’)’. 


Setzt man nun noch eine beliebige Beziehung zwischen den Linien- 
elementen ds, und ds, der beiden Kurven fest, so ergibt sich als charak- 
teristisches Gleichungssystem der Transformation 


ds, = f, ds, 
f.? x.7 = x,” cos*#, + (se — t,) . 


Hierin bedeuten x, und x die Kriimmungen, rt, und +, die Torsionen 
der beiden Kurven. 

Um auch +, in Beziehung zu setzen mit den Bestimmungsstiicken 
von C,, benutze man die Reziprozitit in den Eigenschaften der beiden 
Kurven. Da in der Tat auch die Tangente von C, senkrecht auf der 
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von ©; steht, so muB, wenn #, ihren Winkel mit der Hauptnormalen 
von ©, bedeutet, die Gleichung 

da,? = da,* cos* #, + (d#, —da,')’ 
erfiillt sein. 

Bildet die Tangente von C, mit der Hauptnormalen von C, den 
Winkel #,, so ist ihr Winkel mit der Binormalen von C, gleich dessen 
Komplement; dann ist aber auch der Winkel der Normalebene von C, 
mit der Schmiegungsebene von C, gleich + — #,; der Winkel dieser 
beiden Ebenen ist aber in der Figur mit 7'S,”S,' bezeichnet; daher wird: 


und dementsprechend 


Diese aiuBerst allgemeine Transformation, in deren Gleichungen die 
beiden Funktionen f und @ keinerlei Beschrinkungen unterworfen, also 
volikommen willkiirlich sind, umfaBt gewisse Spezialfaille von besonderer 
Wichtigkeit. 

Solche Fille sind die folgenden: 

a. Die Hauptnormalen von C, seien den Tangenten von C, parallel. 

In diesem Falle wird: 


a, =0, 
also 
dt, =da,, 
sowie 
da, = da, cos #, 
und 


da, = da, sin #,. 


Die geometrische Deutung dieser Transformation, die im dritten 
Teil der vorliegenden Untersuchung sich als zweckmiBiges Hilfsmittel 
zur Behandlung spezieller Probleme erweisen wird, ist einfach. 

Wenn die Hauptnormale von C, der Tangente von C, parallel ist, 
so ist auch die rektifizierende Ebene von C, parallel der Normalebene 
von C,, d.h. die rektifizierende Kurve von C, ist der Kurve der Schmiegungs- 
kugelmittelpunkte von C, durch parallele Linienelemente zugeordnet. 

b. Sollen die Binormalen von C, den Tangenten von C, parallel sein, 
so sind notwendig die Hauptnormalen der Kurven parallel zueinander, 
und es liegt wiederum ein Fall vor, der von geringerem Interesse ist 
und spiter in aller Kiirze erledigt werden soll. 

5. Die Beziehung zweier Kurven durch senkrechte Binormalen bietet 
kein selbstindiges Interesse, da man durch Ubergang zu den Kurven der 








524 E. Sauxowsx1. 


Schmiegungskugelmittelpunkte sofort auf die soeben erledigte Transfor- 
mation durch orthogonale Linienelemente gefiihrt wird. 

6. Die Kurven C, und C, haben in entsprechenden Punkten senkrechte 
Hauptnormalen. 

In diesem Falle stehen die rektifizierenden Ebenen aufeinander senk- 
recht, und in der rektifizierenden Ebene r, der Kurve C, liegen Parallele 
za den Hauptnormalen h, 
der Kurve (C,. 











>, 


1a, Errichtet man auf der 

Pe @ Schnittgeraden zweier be- 

y nachbarten rektifizieren- 

den Ebenen die Lote PQ, 

’ \. und PQ,, so schlieBen 

\ diese den Winkel da,” 

~ der ganzen Kriimmung 

me Pp % der Kurve C, ein. Zwei 

ie aufeinanderfolgende Tan- 

genten von C, bilden 

mit der rektifizierenden Geraden denselben Winkel g,, der durch die 
bekannten Gleichungen 





Py] 


dei) 














: da, 
sin GY, = Vdo, ; + dat ; 
iii a da,’ 
%1 Vdo,? + da? 


gegeben ist. 

Die sukzessiven Hauptnormalenrichtungen PH, und PH, bilden mit 
den Tangentenrichtungen die Winkel #, und #,+d@,. Konstruiert 
man wieder um P die Einheitskugel und fallt von H, auf Q,H, das 
Lot H,K,, so ist 

H, K, = da,” sin (gy, + 4), 
K, H, = 4%, 
H, H,= day’, 
so daB unter Beriicksichtigung der Bestimmungsgleichungen von g, sich 


ergibt: 
da,”* = (da, cos #, + da,’ sin #,)? + dé,?. 


Analog gilt naturgeméB auch die Gleichung 
da,” = (da, cos , + da,’ sin ,)* + dé,’, 


wobei #, den Winkel der Hauptnormale von C, mit der Tangente von 
C, bedeutet. 
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Diese fiuBerst allgemeine Zuordnung der Kurven C, und C, wird 
leichter tibersichtlich, wenn man sie durch eine Folge einfacherer schon 
bekannter Transformationen darstellt. 

Sind die Hauptnormalen der Kurven C, und C, senkrecht zueinander, 
so sind es auch die rektifizierenden Ebenen, und die Gratlinien C, und C, 
der von ihnen umhiillten abwickelbaren Flachen besitzen orthogonale 
Binormalen. Geht man von den Kurven C, und C, zu ihren Schmiegungs- 
kugelmittelpunktskurven iiber, so sind diese Linien C; und C, durch 
senkrechte Tangenten einander zugeordnet. An Stelle der Kurven der 
Schmiegungskugelmittelpunkte kann man von C, und C, auch zu irgend 
zwei Planevolventen dieser Kurven iibergehen, die sich ja aus den ersteren 
durch eine Transformation mittels paralleler Linienelemente ergeben. 
Mit anderen Worten: 

Sind zwei Raumkurven C, und C,; durch orthogonale 
Linienelemente verkniipft, so sind die geodiitischen Linien 
ihrer Polarflichen aufeinander durch senkrechte Hauptnormalen 
bezogen ; 

und umgekehrt: 

Besitzen zwei Raumkurven iiberall in entsprechenden 
Punkten senkrechte Hauptnormalen, so sind ihre rektifizierenden 
Flichen Polarflichen von Kurven, die einander durch senk- 
rechte Linienelemente entsprechen. 

Durch eine geringe Modifikation dieses Gedankenganges ergibt sich 
folgende allgemeine Konstruktion einer Kurve C,, die einer beliebig vor- 
gegebenen Kurve (C, in der verlangten Art entspricht: 

Der Kurve C, ordne man eine Kurve C’ so zu, dab 
deren Tangenten den Hauptnormalen von C, parallel sind. 
Legt man nun durch C’ eine beliebige abwickelbare Fiche, 
so sind deren geoditische Linien C, der Kurve C, durch 
orthogonale Hauptnormalen zugeordnet. 

Es seien noch in aller Kiirze der Vollstandigkeit halber diejenigen 
Transformationen untersucht und auf die schon bekannten Fille zuriick- 
gefiihrt, bei denen ungleichartige Kanten der Fundamentaltrieder der 
Kurven C, und C, einander durch Parallelitét oder Orthogonalitét zu- 
geordnet sind. 

Soll die Tangente von C, der Binormale von C, parallel sein, so hat 
man C, der Riickkehrkante der Polarfliche durch parallele Tangenten 
zuzuordnen; diese Transformation ist demnach durch die Gleichungen 

da, = da,’ 


da,’ = da, 
charakterisiert. 
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Der Fall, dab die Tangente von C, der Hauptnormale von C, parallel 
ist, war schon an friiherer Stelle als bemerkenswerter Sonderfall der 
Transformation durch orthogonale Linienelemente behandelt. 

Wenn die Binormale von C, der Hauptnormale von C, parallel sein 
soll, so sind die Tangenten ihrer Schmiegungsmittelpunktskurven der 
Hauptnormalen von C, parallel zugeordnet; in den charakteristischen 
Gleichungen der eben besprochenen Transformation vertauschen dann, 
ohne daB weitere Anderungen eintreten, dw, und da, ihre Rolle. 

Soll die Tangente von C, zur Binormalen von C, senkrecht sein, so 
ist C, der Schmiegungskugelmittelpunktskurve oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, den Planevolventen von C, durch orthogonale Linien- 
elemente zugeordnet. 

Sind die Tangenten von C, senkrecht zu den Hauptnormalen von C,, 
so ist C, der rektifizierenden Kurve von C, in der soeben erledigten 
Weise zugeordnet, d.h. die Tangenten von (C, sind senkrecht zu den 
Planevolventen der rektifizierenden Kurve von C,. 

Wenn endlich die Binormalen von C, den Hauptnormalen von C, 
senkrecht sein sollen, so ergibt sich durch dieselbe Uberlegung wie vorher, 
daB die Schmiegungskugelmittelpunktskurve von C, der Gratlinie der 
Polarfliche der rektifizierenden Kurve von C, durch orthogonale Linien- 
elemente zugeordnet sein muf. 


Il. 


Die Loxodromen. 


Als Loxodromen bezeichnet man die Kurven, die die Parallelkreise 
einer Rotationsfliche unter einem konstanten Winkel schneiden, oder, was 
dasselbe ist, Kurven, die die Ebenen eines Biischels isogonal durchsetzen.*) 

Man kann einer jeden Kurve des Raumes eine Loxodrome durch 
parallele Tangenten zuordnen, und zwar fiir jede beliebig vorgeschriebene 
Richtung des Trigers des Ebenenbiischels und fiir jeden Wert ¢ des kon- 
stanten Winkels. 

Geometrisch liBt sich diese Zuordnung auf folgende Weise realisieren. 
Fiir jeden Punkt P der gegebenen Raumkurve C konstruiere man in der 
Ebene, die zur Richtung des gewihlten Trigers ¢ senkrecht steht, die- 


jenige Gerade PQ, die mit der Kurventangente PP, den Winkel : —é 


bildet. Durch ¢ lege man zu dieser Geraden eine senkrechte Ebene. 
Entspricht nun die Ebene E dem Punkte P der gegebenen Kurve, die 
Ebene E, dem Nachbarpunkte P,, so kann man, von einem beliebigen 


*) G. Scheffers, Uber Loxodromen. Leipz. Ber. 1902, 8. 363 — 370. 
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Punkte R von E ausgehend, die Parallele zu PP, konstruieren, die EF, 
in R, trifft. Setzt man die eben beschriebene Konstruktion von R, aus 
fort, so erhilt man weitere Punkte R,, R,,---. Der auf diese Weise 
konstruierte Polygonalzug ergibt beim Ubergang zur Grenze eine Loxo- 
drome, die der Kurve P durch parallele Linienelemente zugeordnet ist. 
Da die Bestimmung der Geraden PQ im allgemeinen zweideutig ist, gibt 
es stets zwei reelle oder imaginaére Loxodromen, die den Bedingungen 
geniigen und die nur dann zusammenfallen, wenn die Ausgangskurve C 
mit dem Triger ¢ des Ebenenbiischels iiberall den Winkel « bildet. Dann 
ist C eine allgemeine Schraubenlinie und Geoditische auf einem Zylinder, 
dessen erzeugende Geraden mit ¢ parallel sind. Die gefundene Loxodrome 
ist dann nichts anderes als die gewdhnliche Schraubenlinie, die in der 
Tat auf dem Rotationszylinder als Loxodrome liegt. 

Auf diese Weise erhalt man leicht alle Loxodromen, die gleichzeitig 
allgemeine Schraubenlinien sind. Alle derartigen Kurven lassen sich 
nimlich durch parallele Linienelemente auf die gewéhnlichen Schrauben- 
linien beziehen. Man erschépft also diese Kurvenklasse, indem man als 
Kurve C die gewéhnliche Schraubenlinie waihlt und sodann der Geraden ¢ 
alle méglichen Lagen, dem Winkel « alle nur méglichen Werte zuschreibt. 

Um den durchgefiihrten Gedankengang in eine analytische Form zu 
setzen, bezeichne man von der gegebenen Kurve die Richtungskosinus 
der Tangente mit a, b, c, die der Binormale mit a’, b’,c’ und die der 
Hauptnormale mit a”, b”, c”. 

Die feste Gerade ¢, die als Traiger des von der Loxodrome isogonal 
za durchsetzenden Ebenenbiischels gewihlt ist, sei durch die Gleichungen 


L=p+au, 

(1) gy-@qr Bu, 
z=r+yu 
gegeben, in denen p, qg, r, «, B, y willkiirlich gewiahlte Konstanten 
bedeuten, die nur durch die Bedingung 
a + B+ y= 1 

eingeschrinkt sein mégen. Eine Ebene durch die Gerade ¢ ist durch die 
Gleichungen 


c=pt+au+ au, 
(2) y=—q + put pu, 
4=r+yu+yyu 

bestimmt. Bedeuten hierin «,, 6,, y, nicht Konstanten, sondern Funk- 


tionen eines Parameters, so stellen die Gleichungen (2) den Ebenen- 
biischel 
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Z—p, @ @ 
y—q, B, Bp, =90 
eat oy Ts 

dar, dessen Achse die Gerade ¢ ist. 

In jeder der Ebenen, die konstanten Werten von «,, B,, 7, ent- 
sprechen, bilden die Geraden u = konst. und v = konst. ein Koordinaten- 
system, das man, ohne die Allgemeinheit zu beeintriachtigen, als recht- 
winklig voraussetzen kann. Ist dies der Fall, so tritt zu der Bedingung 
(3) a? + BP +y?=—1, 
die diese GréBén als Richtungskosinus einer Geraden zu erfiillen haben, 
noch die Gleichung 
(4) aa, + BB, + 77, = 0, 


wihrend die vorgeschriebene Bedingung, daB die Richtung (a, b, c) mit 
den Ebenen des Biischels den Winkel « bildet, die Form annimmt: 


@a @ | 
(5) sne= b B 8, 
7 es 


Fihrt man die elementare Rechnung aus, die aus den Gleichungen 


(3), (4), (5) «, B,, y, als Funktionen der gegebenen Richtungskosinus 
a, b, ¢ bestimmt, so erhalt man: 


a=; - ro | (by — cB) sine + (a—ai) Veos*e — ry » 
(A) B, =; z 73 [ (ea —ay)sine + (b— Bd) Veos*« — 2? | , 
"i=; —_ | (ap—ba) sine + (¢c — yd) Veos®e — ry . 
Dabei kann die Quadratwurzel positiv oder negativ sein. Die GréBen 
4 = aa + DB + cy, 
V=ade+Vp+e'y, 
i” = a’a + b’B + c"y 


bedeuten die Kosinus der Winkel, die die feste Gerade mit der Tangente, 
Binormale und Hauptnormale der Kurve bildet. 

Die Gleichungen (2) werden die gesuchte Loxodrome darstellen, wenn 
man « und » so bestimmt, daB die Richtung der Tangenten der Kurve 
mit der Richtung a, b, c zusammenfillt. 

Die Bedingungen hierfiir, nimlich: 
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ads —adu—«,dv=vdz,, 
bds — Bdu — B,dv = vd§,, 
cds —ydu — y,dv = vdy, 


werden nach einigen Reduktionen der auflésenden Determinanten durch 
die Ausdriicke 


. dv da ” os , a 
-)-—- =-— > —z (aa sine + A Veos* s — 44), 
, du idea ’ 12” sine 

(1) weds ou <p (¥+ Vcos? =) 
; ds do (4 12” sins 
— 6 Coe (4 + Vcos*e a) 


erfilit. In diesen Gleichungen bedeutet 
da db de di 


cu de dee dak 
den Kontingenzwinkel, « die Linge der Biischelachse von einem beliebigen 
Anfangspunkt gemessen, v den Abstand des Punktes (a, y, 2) von der 
festen Achse. 

Um die endlichen Gleichungen der Loxodrome zu erhalten, hat man 
zunichst die erste Gleichung (I) zur Bestimmung von » zu integrieren 
und sodann, nachdem der gefundene Wert von v in die zweite Gleichung 
eingesetzt ist, aus diesen w durch Quadratur zu ermitteln. 

Die Bestimmung der endlichen Gleichungen der Loxo- 
dromen, die einer gegebenen Kurve. durch parallele Tangenten 
zugeordnet werden kénnen, erfordert zwei Quadraturen. 

Von den natiirlichen Gleichungen der Kurven ergibt sich die eine 
nach Bestimmung von v durch bloBe Elimination aus den Gleichungen 


e do da 


x do da 
und 
. 1 v 42” sine 
sin € — —; (4 + - = 3)» 
* “ ‘Vcos*e — —i? 


wihrend die zweite noch die Integration der dritten Gleichung (I) er- 
fordert. Die natiirlichen Gleichungen der Loxodromen mit vorgeschriebener 
Indikatrix der Tangenten werden also, unabhiingig von ihren endlichen 
Geichungen, ebenfalls durch zwei Quadraturen gefunden. 

Zwischen du, dv und ds bestchen, wie sich aus den Formeln ablesen 
laBt, wie aber auch einfache geometrische Anschauung zeigt, leicht an- 
gebbare Relationen. Sind naimlich LOP, und LOQ, zwei benachbarte 
Ebenen des Biischels, P,P, —ds das Bogenelement der Loxodrome, so 
sind die Lote OP, und OQ, auf LO gleich v und v + dv, das Lot P,Q, 
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auf OQ, gleich du und der Kosinus des Winkels P, P,Q, = w gleich 1. 
Fallt man nun von P, auf Q,0 das Lot P,R,, so ist Q,R,—dv und 
der Winkel R,P,P, gleich «. 
Aus dem Dreieck P,Q, P, folgt 
dann unmittelbar 
(6) | 
und aus dem Dreieck R, P, Q,: 

dv? = R, P,? — dv* 

= ds* cos? e — ds*j?, 

so daB 
(7) = = Veos*«— 4? 
wird, 
Fig. 3 Bezeichnet man den Winkel 


P,0Q, zweier benachbarter Ebe- 
nen des Biischels mit d#, so ergibt sich analytisch 


L 








dd = da,? + dB? + dy? 
da’ , aX sine \3 
~ a=) (2 . = 
was mit der geometrisch evidenten Gleichung 


od@ = ds sine 


identisch ist. Diese Gleichung, mit (6) und (7) zusammen, vermittelt 
den Ubergang von dem hier eingeschlagenen Gange der Untersuchung zu 
der tiblichen Darstellung, bei welcher, wie auch hier, unmittelbar die all- 
gemeine Beziehung zwischen u, v und @ gewonnen wird: 


(IL) v? d® = tg’ «(du® + dv’). 


Will man alle Loxodromen finden, die gleichzeitig Schraubenlinien 
sind, so hat man in das System der Formeln (I) fir a, b, c; a’, b', ¢; 
a”, 6’, c’ die Richtungskosinus der Tangenten, Binormalen und Haupt- 
normalen der gewéhnlichen Schraubenlinie 


z=cost, y=sint, 2z=—mt 
einzufiihren, also 
1 
4 = ——— 
Vi+m 
EF m 
V1+ m* 


> (— a sint + B cost + ym), 


v= 


(—asint + B cost +“), 
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A” = — a cost — # sint, 


do= _— = 


zu setzen. 
Hieraus ergibt sich: 





f m dt (—asint + 6 cost —-2) VR 
(1+ m*) — (— a sint + B cost + ym)* 
ao § Sis hat + 20 
a a ee 
Gleichungen, in denen zur Abkiirzung 


sine lgv = sine lg V1 — 4? — 


und 


R = cos* e — Km (a sint — B cost — ym)? 
gesetzt worden ist. 

Die Formeln werden in ihrer Allgemeinheit nicht eingeschrinkt, 
wenn man « = 0 oder 6 = 0 voraussetzt; diese Annahme wiirde nur eine 
Drehung des Koordinatensystems bedingen. 

Ist dagegen « = 6 =0, so reduziert sich der Integrand der in dem 
Ausdruck fiir logv auftretenden Quadratur auf eine Konstante, und es 
resultiert in diesem Falle, in dem die Zylinderachse parallel der Biischel- 
achse ist, wie es sein muB, als loxodromische Linie die zylindro-konische 
Schraubenlinie. 

Kreuzen sich Schraubenlinienachse und Loxodromenachse rechtwinklig 
so ist y=0O. Dabei driickt sich logv mittels elementarer Funktionen 
durch ¢ aus, wibrend im allgemeineren Falle das auftretende Integral 
ein elliptisches ist: 

Das Problem der loxodromischen Schraubenlinien lést 
sich durch elliptische Integrale und ihre Ausartungen. 

Die endlichen Gleichungen aller Loxodromen kénnen, wie Herr 
Scheffers*) nachgewiesen hat, durch ausfiihrbare Operationen bestimmt 
werden. Ihre explizite Aufstellung schlieBt sich leicht an die Gleichung (2) 
an, die aus der Gleichung der Minimallinien 


dz?+dy?+dz=0 
durch die Transformation 
x= v cos (it tge), 


(8) y—v sin (i9 tgs), 
zZ=>u 


hervorgeht. 


*) G. Scheffers, ber Loxodromen. Leipz. Ber. 1902, S. 368—870. 
84* 








532 E. Satxowsxi. 
Nun kennt man die endlichen Gleichungen der Minimallinien: 


a = T" cost —T” sint, 
(9) y = T’ sint+ 7” cost, 
e=i(T+T”"), 


Gleichungen, in denen 7 eine willkiirliche Funktion des Parameters ¢ 
bedeutet. Aus den Gleichungen (8) und (9) ergeben sich die Bestimmungs- 
gréBen u, v, ® der allgemeinen Loxodrome unmittelbar in endlicher Form. 
Die Annahme « = 6 = 0 schrinkt die Allgemeinheit der Kurve nicht ein, 


da sie eine einfache Drehung des Koordinatensystems bedeutet. Die 
Gleichungen 


L=va, = veos*, 
y= vp, = vsné, 
=u, 


in denen u,v, # in der angegebenen Weise aus (8) und (9) entnommen 
werden, stellen somit die allgemeine Loxodrome dar, deren Achse die 
z-Achse ist.*) 


Fiir Loxodromen konstanter Kriimmung mub 


a da sine _ sing 
aie ds sC p 
konstant sein, also 
Pp 
v= @? 


wobei p eine Konstante bedeutet und zur Abkiirzung 


1 P ec’ sine 
an Se rae 
1—e* Vcos*s — c* 


gesetzt ist. 
Das Problem fiihrt also auf das folgende Gleichungssystem: 


. de — 
sinedv =p ? Vos? « — c?, 


p 1 e ce” sine 
=— = — ——_, (¢ + ——— —}, 
v rat + aate) 


l=+c?#+c% 





*) Vgl. E. Salkowski, Schraubenlinien und Loxodromen. Sitzungsber. Math. 
Gesellsch. Berlin 7, S. 83—87, 1908. 
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woraus sich eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir ¢ als Funktion 
von v ergibt. Sieht man diese als gelést an, so findet man u« durch 
eine Quadratur. 

Das Problem der Loxodromen konstanter Kriimmung 
erfordert die Lésung einer Differentialgleichung erster Ordnung 
und die Ausfiihrung einer Quadratur. 

Damit eine Kurve auf doppelte Weise als Loxodrome aufgefaBt werden 
kann, ist notwendig und hinreichend, daf das Gleichungssystem (I) (8. 529), 
das die Loxodrome als Kurve im Ebenenbiischel definierte, fiir zwei ver- 
schiedene Biischel erfiillt sei, daB also gleichzeitig die Gleichungen 


: d 
sin é, = = da L, Vcos*e, — d,’, 
1 
‘ d , 
sin é, — =dalL,a,, 
1 
‘ U 
sin é, - =dolL,, 
. a 
sowie 
. dv 
SiN f, “7 = do L, V.cos*s,—A,", 
2 
: l 
SIN & a = dal, i,, 
2 
, ls 
sin & : = dal, 
erfiillt sind. Hierin ist 
1 , va A af sin & 
L=-, (2 7 11 1 ) 


. Veos*e, —4,? 
und entsprechend 


1 af 4,4,” sin &, 
== - A — 
a ima did a) 
gesetzt. Diese Gleichungen sind dann und nur dann miteinander ver- 
traglich, wenn 
L,% L,, 
sing, sine, ’ 


da auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe GréBe, der Kriimmungsradius 
der Kurve, steht. 


Durch logarithmische Ableitung beider Seiten der Gleichung und 
Elimination von v, und v, ergibt sich als Differentialgleichung des Problems 


aL, dw Ycos*s,—i,* al, dw Vcos*s, —i,* 
lL, + L, — sing, ae +, sin &, 


Dazu treten die folgenden Relationen zwischen 4,, 4,’, 4,” umd A,, A,', 4,”: 
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4? + 4,? v 4,” -_ 1, 
Ag? + ay? + 1,7 = 1, 
di, ss di, ~ 
i,” i,” da, 
AyAs + Ay’, + a,”a,” =l, 


wobei / den Kosinus des konstanten Winkels, den die beiden Biischel- 
achsen miteinander bilden, bezeichnet. 

Benutzt man die drei endlichen Gleichungen zwischen den sechs 
GréBen zur Elimination von drei von ihnen, so bleibt ein System von 
zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung stehen: 

Die Bestimmung der Doppelloxodromen, d. h. derjenigen 
Kurven, die zwei verschiedenen Rotationsflichen als loxo- 
dromische Linien angehéren kénnen, erfordert die Lésung 
eines Systems von zwei gewdhnlichen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


Ill. 


Algebraische Raumkurven konstanter Kriimmung. 


Die Zuordnung zweier Raumkurven durch parallele Linienelemente 
ist besonders niitzlich in der Theorie der allgemeinen Schraubenlinien, die 
sich nur aufeinander in der angegebenen Weise heziehen lassen. Fir 
andere Zwecke erweisen sich von den im ersten Teil untersuchten Trans- 
formationen andere, allgemeinere von gréBerem Nutzen. 

Insbesondere soll von uns jetzt die Zuordnung zweier Raumkurven durch 
orthogonale Linienelemente zur Untersuchung einer gewissen Klasse von 
Raumkurven konstanter Kriimmung herangezogen werden. Unter den 
Kurven dieser Klasse, die alle auf Rotationsfliichen zweiter Ordnung ge- 
legen sind, gibt es unendlich viele algebraische. Dies Ergebnis erscheint 
deswegen bemerkenswert, weil es bisher noch nicht gelungen ist, trotz der 
einfachen geometrischen Erzeugungsweise der Kurven konstanter Krimmung 
durch eine Verbiegung der Ebene eines Kreises, bei der seine Tangenten 
geradlinig bleiben, algebraische Kurven dieser Art aufzufinden. DaB die von 
Herrn Chassiotis*) neuerdings gefundenen Kurven konstanter Kriimmung 
nicht, wie er behauptet, algebraisch sind, ergibt eine Betrachtung seiner 
Lésungsformeln: 


*) 8. Chassiotis, Notes sur les courbes gauches. Nouvelles Annales, 4. sér., 5, 
8. 394—399, 1905. 
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? = . 
re af sinw cosuV 1+ cos*u du, 
e 


y=— af ‘cos V1+cos?u du, 


s= @ {sin uV1+ cos? u du 
e . 


ohne weiteres, da man erkennt, daB nur die erste der Quadraturen durch 
eine algebraische Funktion von cos « gelési wird, wiahrend das zweite 
Integral elliptisch, das dritte logarithmisch ist. 

Eine Kurve (P) = (a, y,2) habe als Richtungskosinus der Tangenten 
(a, b, c), der Binormalen (a’, b’, c’) und der Hauptnormalen (a”, b”, ¢”); 
ihr Linienelement sei ds, ihre Kriimmung x und ihre Torsion rt. Besitzt 
nun die Kurve (P,)=(2,,%,,4,) in entsprechenden Punkten mit (P) 
orthogonale Linienelemente, so mub 


aa, + bb, + cc, = 0 
oder 
a, =a’ sin? + a” cos#, 
(1) b, =U sin® + b” cos @, 


¢, =¢ sin? +c” cos# 


sein. In diesen und allen folgenden Formeln haben die GréBen mit dem 
Index 1 fiir (P,) dieselbe Bedeutung wie die GréBen ohne Index fiir die 
Kurve (P). Der Winkel # zwischen der Tangente von (P,) und der 
Hauptnormale von (P) ist keiner Beschrinkung unterworfen. 

Setzt man nun zwischen den Bogenelementen ds, und ds eine 
Beziehang 
(2) ds, = f(s) ds 


willkirlich fest, so erhalt man mittels der Frenetschen Gleichungen durcly 
elementare Rechnung 


(3) f(s) x, = Ve cos? # + (()° ~ ): 


Da x,>0 ist, so muB der Wurzel dasselbe Vorzeichen beigelegt 
werden, das f(s) besitzt, also das positive, sobald es sich um reelle 
Kurven handelt. Ferner ist: 





dt (d@ 1 (d@ 


0 tie isl (as —*)] 


wi de 2 
x* cos? # + (= —t) 
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Diese Gleichungen sind nur der Form nach verschieden von den die 
Transformation charakterisierenden Formeln, wie sie vorher (S. 522) geo- 
metrisch hergeleitet sind, und aus denen sie sich durch leichte Umrech- 
nung ergeben. Sie finden sich zuerst in einer neueren Arbeit des Herrn 
G. Sannia*), der sie mit Hilfe der Methoden der natiirlichen Geometrie 
herleitet. 

Aus den Gleichungen (1) ergibt sich jede zu (P) durch Orthogo- 
nalitit der Elemente zuzuordnende Kurve (P,) durch Quadraturen: 


t= | f(s) (a’ sin # + a” cos #) ds, 
(5) 4, = {t® (b' sin # + b” cos #) ds, 
4, =| f(s) (e’ sin ® + ¢” cos #) ds. 


In diesen Formeln sind f und @ véllig willkiirliche Funktionen von s. 

Ist die Kurve (P) gegeben, so kann man 

% = %(%),  % = %(5,) 
willkiirlich annehmen. LEliminiert man nimlich aus den Gleichungen (2), 
(3), (4) die Funktion f(s), so erhilt man ein System von Differential- 
gleichungen erster und zweiter Ordnung fiir s, und @. 

Man kann zwei beliebige Kurven (P) und (P,) stets in 
eine solche Lage zueinander bringen, daB sie sich durch 
Orthogonalitaét der Elemente zugeordnet sind. 

Eine Ausnahme bilden nur die geraden Linien x = 0, denen sich 
offenbar keine anderen als ebene Kurven zuordnen lassen, ein Ergebnis, 
das aus (3) und (4) unmittelbar hervorgeht. 

Im Prinzip kénnte man diese Transformation dazu benutzen, um die 
endlichen Gleichungen einer durch ihre natiirlichen Gleichungen ge- 
gebenen Kurve (x,, t,, s,) zu bestimmen. Indessen wiirde die wirkliche 
Ausfiihrung einen der Einfachheit des Problems, das durch eine Riccatische 
Differentialgleichung und Quadraturen gelést wird, nicht entsprechenden 
analytischen Apparat erfordern. 

Die Kurven konstanter Kriimmung x,=—1 werden erhalten, wenn 
man in die Gleichungen (5) 


f= Ve cos? # + (2 — t) 
einfiihrt, sie ergeben sich demnach durch die Quadraturen 


*) G. Sannia, Deformazioni infinitesime delle curve inestendibili e corrispon- 
denza per ortogonalita di elementi. Rend. Circ. Mat. Palermo 21, 8. 236, 1906. 
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x,-f (a’ sin # + a” cos #) Vx costo + (4 “4 -—*) ds, 


= n= | © sind +B” e089) x? cost ® + (4% — ) ds, 


4 wl sin? + ¢” cos 8) Vx? ae + ( -+) as. 


Diese Formeln, die jede Kurve konstanter Kriimmung 1 auf un- 
endlich viele Weisen darstellen, da neben den BestimmungsgréBen der 
Kurve (P) auch noch @ als willkiirliche Funktion von s auftritt, wiirden 
vor den zahlreichen méglichen anderen Formeln, die ebenfalls die Kurven 
konstanter Kriimmung liefern, keinen Vorzug verdienen, wenn sie nicht 
gestatteten, durch passende Wahl der zuordnenden Kurve und der Trans- 
formation spezielle Kurven zu gewinnen, deren Eigenschaften geometrisches 
Interesse besitzen. 

Die Formeln werden besonders einfach, wenn 

dt 


_~*? 


gewahlt wird, dann ist niamlich: 

. fx,= xcos#, 
(6) . 
ft,=——xsné, 

und es folgt aus den Gleichungen (1), dab 
a,"=—a, b,”"=—b, 6” =—e 
ist. Die gewahlte Beziehung ordnet also die Tangenten der Kurve (P) 
den Hauptnormalen der Kurve (P,) parallel zu, und es ist daher nach 
den friiher erhaltenen Ergebnissen die Polarfliche von (P) der rekti- 
fizierenden Fliche von (P,) durch parallele erzeugende Geraden zu- 
geordnet. 
Als Kurve (P) wihle man die gemeine Schraubenlinie 
Z=cosv, y=sinv, <=—mv, 
dann ist die Linie (P,) die allgemeine Geoditische auf der Tangential- 
fliche einer allgemeinen Schraubenlinie. Hier wird 
m 
~ Vit mi 
Sucht man diejenigen Geodiitischen, bei denen zwischen x, und 1, 
eine beliebig vorgeschriebene Relation besteht, so erhalt man aus (6) f 
als Funktion von # und damit die endlichen Gleichungen der gesuchten 
Kurven durch Quadraturen. Handelt es sich insbesondere um die Kurven 
konstanter Kriimmung x, = 1, so wird 


v= nv. 


_ cos nY 
[> 1+ m?*? 
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und mdn erhilt, wenn man den Index an der Koordinatenbezeichnung 
von jetzt ab dauernd fortlaBt: 
1 a 
itil vita (nm sin v sin nv + cos v cos nv) cosne dv, 
1 . 
g=+ yit = | (m cos v sin nv — sin v cos nv) cos nv dv, 


s=— { sin nv cos nv dv, 
e 


i 
1+ m* 
und nach Ausfiihrung der Quadraturen: 
te ( i—* 

Vi+m* \4(1 + 2n) 


(A) y= ax =, (ax = cos (1 + 2n) e+ aim cos(1 — 2n)v + - 


1+~n 1 \ 


t— sin(1+2n)v + ia — 3m) sin(1 —2n)v + = sin v) ‘ 


2 


cos v) P 


cos 2nv. 


4m yi+ m* 


Die rechten Seiten lassen erkennen, dab zwischen den Koordinaten 
immer dann algebraische Gleichungen bestehen, wenn » eine rationale 
Zahl ist. In diesem Falle erhilt man also stets algebraische Kurven mit 
konstanter Kriimmung. Alle durch die Gleichungen (A) dargestellten 
Kurven liegen auf Rotationsfliichen zweiten Grades mit vertikaler Um- 
drehungsachse 

A(z? +y*) = B+ C(z+ Dy, 
wobei A, B, C, D nur von der Steigung der Schraubenlinie abhingen: 


A = (1+ m*), 


27n* 
a= 4(1— n*) (1 — 4n*)*’ 

4n? -_ . 
C = Gin} A a? D= ;,, (1 +2n"). 


Fassen wir alle Ergebnisse zusammen: 

Die geoditischen Linien auf der Tangentenfliiche der 
allgemeinen Schraubenlinie lassen sich durch Quadraturen 
finden, die Kurven konstanter Kriimmung unter ihnen oxplizite 
darstellen. Diese sind stets die Schnittkurven der Tangenten- 
fliche mit Rotationsflichen zweiten Grades; sie sind daher 
algebraisch, wenn die Riickkehrkante der abwickelbaren Fiche, 
auf der sie liegen, algebraisch ist. 

Offenbar gibt es nicht auf jeder Schraubenlinientangentenflaiche 
geodatische Linien, die konstante Kriimmung besitzen. Die Schrauben- 
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linien, auf deren Tangentenfliche derartige Linien existieren, wird man 
erhalten, wenn man zur Kurve (2, y, 4), die durch das Gleichungs- 
system (A) gegeben ist, die Riickkehrkante (£, 7, §) der rektifizierenden 


Fliche bestimmt. Wendet man die allgemeinen Formeln*) 











. xa —ta 
= ctx ut —rtx? 
xb’ —1d 
Ite 
m xe’ — te 
= Zz n 
> + xt-—tx 


auf unser Beispiel an, so ergibt sich, da die Kriimmung 


*x=1, 
die Torsion 
tT = — tgnv, 
und das Bogenelement 


1 
ds = 7 688 nvdv 





Vi+m 
ist: 
E=2r+ ita sin v cos* nv, 
m 
qy=y¥t aw cosv cos* nv, 
m 
1 
{=9+ aro 
oder: 
_ 3n(sin(i+2n)v sin(i—2n)o 
4Vi+m? -i+%sn  1i—8. }, 
B — ——5" _ (cos(t+2n)v _ cos(i—2n)o 
B) 4 vite \ 1+2n 1—2n |, 
ee: Lae ee ET 
c= Caro * are 


Diese Gleichungen lehren, daB auch die Schraubenlinie, auf deren 
Tangentenfliche die zu untersuchende Kurve konstanter Kriimmung liegt, 
einer Rotationsfliche zweiter Ordnung mit der z-Achse als Drehachse 


angehért. Es wird naimlich 


A' (8 + 9%) = B+ C'(§+D")’, 
wobei 


*) Vgl. etwa G. Scheffers, Finleitung in die Theorie der Kurven. 


S. 354—855. 


1901, 
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, 16 1+ mm’ 

A= > 
4 

B= 5a 
o— 64 m*(1 + m?*) 

~ © t—én? 2 

— 

, — 1 Lala ee n 


2m Vi+m! 2n 
gesetzt ist. 
Vergleichen wir dies Ergebnis mit dem friiheren, so erkennt man, 
daB A, A’, B, B’ stets positiv sind, dab dagegen C und C’ immer ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben; liegt also, was fiir 


1 
nas 


eintritt, die Schraubenlinie auf einem Rotationsellipsoid, so gehért die 
Kurve (A) einem Rotationshyperboloid an. Fiir 


n> : 
dagegen liegt die Schraubenlinie auf einem Hyperboloid, ihre Geoditische 
konstanter Kriimmung auf einem Ellipsoid. 


Aus den Gleichungen (B) bestimmen sich die Elemente der Schrauben- 
linie, und so ergibt ihr Bogendifferential 


ds = ———— cosnv sinnv dv, 
so daB die Bogenlinge 
3 
6=+ cos 2nv 
— 4m 


wird, waihrend ihr Kriimmungsradius 
o= -— sin 2x v 


ist. Da auBerdem die Tangente der Kurve der Binormalen der Schrauben- 
linie auf dem Kreiszylinder, von der die Untersuchung ausging, parallel 
ist, so wird das konstante Verhiltnis von Kriimmung und Torsion unserer 
Kurve gleich m. Ibre natiirlichen Gleichungen lauten demgemaB: 


* 
= mm 
t 
und 
16 m* 4m* 
2 2 
sv tae-! 


Damit ist folgender Satz bewiesen: 
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Die Schraubenlinien, deren natiirliche Gleichungen 
8 \? 
~ =m, 40° + 9?= (=) 
sind, gehéren Rotationsflichen zweiter Ordnung an, und zwar 
liegen sie auf einem Rotationsellipsoid, wenn 
m 1 
Vira <3 
ist; auf einem einschaligen Rotationshyperboloid, wenn 
l1>n> ; 
ist. Auf der Fliche ihrer Tangenten liegt eine geodiitische 
Linie konstanter Kriimmung, die gleichfalls einer Rotations- 
fliche zweiter Ordnung mit derselben Umdrehungsachse an- 
gehért. Beide Kurven, die Schraubenlinie wie die Geodiitische 
konstanter Kriimmung, sind algebraisch, wenn » eine rationale 
Zahl ist. 
Aus den natiirlichen Gleichungen der Schraubenlinie ergibt sich, dab 
man sie erhalt, wenn man die Astroide 


i= 


2 2 2 


¢* + 7? ae (—)* 


oder: 


1 sin’ 
s—? 


i 3 
b= cog, y=; 


m 


unter Erhaltung ihrer Kriimmung so tordiert, daB sie in eine Schrauben- 
linie mit dem Kriimmungsverhiltnis m iibergeht; oder anders ausgesprochen, 
so, daB sie mit der €-Achse einen konstanten Winkel bildet, dessen 
Tangente m ist. Beachtet man, daB der Winkel @ fiir die ebene Kurve 
dieselbe Bedeutung hat, wie der Winkel nv fiir die tordierte Kurve, dab 
ferner das Stiick der Tangente der Astroide von der Kurve bis zur 
£-Achse die Linge 


e 1 cos? 
m Y 


besitzt, eine Linge, die gleich der Entfernung eines Punktes (2, y, 2) 
der Kurve (A) von dem entsprechenden Punkte (&,7,€) der Kurve (B) ist, 
so erkennt man, daB die Kurve konstanter Kriimmung bei der Torsion 
der Astroide aus der £-Achse hervorgegangen ist. Dabei ist wohl zu 
beachten, daB die §-Achse der ebenen Figur in doppelter Weise auf- 
gefaBt werden mu: einmal als Tangente der Astroide in einer Spitze, 
dann als ktirzeste Verbindungslinie zweier Spitzen, Linien, die nach der 
Torsion im Raume eine ganz verschiedene Bedeutung erlangen; erstere 
ist auch auf der Tangentenfliche geradlinig, letztere ist die geoditische 
Linie konstanter Kriimmung, die uns beschiftigt. 
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Um die Gestalt der Schraubenlinie (B) und der mit ihr verbundenen 
Kurve (A) genauer kennen zu lernen, sei zuniichst der Zylinder betrachtet, 
auf dem die Schraubenlinie Geodiitische ist. Seine Leitkurve in der 
zy-Ebene hat die Gleichungen: 

sinav sin pv 
a ay 


— a ON 


wobei zur Abkiirzung 
Bn 


4Vi+tm 2 
1+ 2n=—<a, 
1— 2n= 6 
gesetzt ist. Das Linienelement der Kurve ist durch die Gleichung: 
—6 
2 


=P, 


do, = 2p sin “ vdv, 


ihr Kriimmungradius g, durch die Formel: 


4 , — 
Go = apg sin ZF 


bestimmt, so daB die natiirliche Gleichung der Kurve 
(a — B)? 6)? + (a+ B)* 9? = 16p' 
oder unter Beriicksichtigung der Bedeutung von « und £, 
4n?o,7 + a9? = 4p’ 
lautet. Die Kurve ist demnach*) eine Epizykloide, wenn n < + , eine 


Hypozykloide, wenn n> = Der feste Kreis hat den Radius 


4np 
Ro = Fant 
der rollende Kreis den Radius 
Pp 
"o~ T+ 2p? 
so daB der Modul der Kurve 
2 2n 


R, 4n 





wird. 

Die Schraubenlinie hat wie ihre Projextion auf die zy-Ebene und 
wie die Astroide, durch deren Torsion sie entsteht, in den Punkten 

*) Vgl. Cesaro, Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie, Leipzig 1902, 8. 9 
oder G. Loria, Spezielle ebene Kurven, Leipzig 1902, 8. 491. Die Schraubenlinien 
auf Rotationsflichen zweiter Ordnung, von denen eine spezielle hier vorliegt, sind 
von Herrn W. Blaschke in einer soeben erschienenen Arbeit ,,Bemerkungen iiber all- 
gemeine Schraubenlinien“*, Monatshefte fiir Math. u. Phys. 19, 8. 188—204, systematisch 
untersucht worden. Dort finden sich auch literarische Nachweise des Problems. 
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oa (=1,8,8,--> 


tiberall Spitzen. Diese verteilen sich, je nachdem 4 gerade oder ungerade 
ist, auf die beiden Parallelkreise 


te) 
- _ (2k4+1)% 
~ 4m Vi mt (c ” a ’ 


deren Radien gleich R, sind und die die héchsten und tiefsten Punkte 
der Schraubenlinie enthalten. 
Die Kurve liegt demnach zu beiden Seiten des Aquators 
= = we 
2mVi+m®’ 
der sie in zwei miteinander zur Deckung zu bringende Hilften teilt. 
Ihre Schnittpunkte mit dem Aquator entsprechen den Werten 


des Parameters. 
Die Kurve *oustanter Kriimmung (A) erreicht ihre héchsten Punkte 


gleichfalls fiir v = =, und zwar liegen sie auf dem Parallelkreis 
sicpeailis 

4mVi+m* 

der Rotationsfliche zweiter Ordnung, auf der die ganze Kurve liegt. Ihre 

tiefsten Punkte, die fiir 


v= — 


2n 


erreicht werden, fallen mit den tiefsten Punkten der Schraubenlinien 
zusammen. Der Parallelkreis 
—1 


Om avite’ 
dem sie angehéren, ist also der Beriihrungskreis*) der beiden koaxialen 
Rotationsflichen zweiter Ordnung, um die es sich hier handelt. 


Fiir diese tiefsten Punkte v = =o wird 
ds = 0, 


T= Oo, 
dagegen ist wie immer 
x=1. 


*) Vgl. S. 557. 
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Diese Relationen bedeuten, daB die Kurve auch fiir diese Punkte 
Spitzen besitzt. Wihrend nimlich das Linienelement ds sich immer mehr 
der Null nahert, wird der Kontingenzwinkel 

do = xds 
von derselben Ordnung unendlich klein. Die Tangente in dem vor- 
liegenden Punkte ist also stationir. Dagegen bleibt der Schmiegungs- 
winkel 

do’ =tds = ——*— sin nvdv 
Vi+ m? 

von derselben GréBenordnung wie in dem iibrigen Verlauf der Kurve. 
Die Schmiegungsebene dreht sich also um die stationiire Tangente in 
demselben Sinne weiter. 

In den héchsten Punkten der Kurve dagegen ist wegen 

— um 
n 
t=0, 
also, da ds hier von derselben GréBenordnung wie dv, 
da = 0; 
in diesen Punkten besitzt die Kurve also eine stationiire Schmiegungsebene. 

Ehe dazu iibergegangen wird, die einfachsten Beispiele der in ihrem 
allgemeinen Verlauf nunmehr bekannten Kurven im speziellen zu unter- 
suchen, seien die gewonnenen Ergebnisse folgendermaBen zusammengefaBt: 

Wenn man eine Astroide ohne Anderung ihrer Kriimmung 
so tordiert, daB sie als Kurve konstanter Steigung auf eine 
Rotationsfliche zweiter Ordnung gelegt werden kann, deren 
Achse vertikal ist, so geht sie in eine Schraubenlinie iber, 
deren Projektion auf die Aquatorebene der Rotationsfliche 
eine zyklische Kurve ist, und zwar eine Epizykloide, wenn 
die Kurve auf ein Ellipsoid, eine Hypozykloide, wenn die 
Kurve auf ein einschaliges Hyperboloid gelegt ist. Die Achsen 
der Astroide gehen bei der Torsion in geoditische Linien der 
Tangentenflache iiber, die zwei nicht aufeinanderfolgende Spitzen 
verbinden. Es sind Kurven konstanter Kriimmung, die eben- 
falls auf einer Rotatiousfliche zweiter Ordnung liegen und in 
den Spitzen der Gratlinie selbst Spitzen haben. Sie sind alge- 
braisch, wenn sie geschlossen sind, und dies ist der Fall, wenn 
die Astroide in eine algebraische Schraubenlinie tordiert wird. 
Die so konstruierten Kurven sind die einzigen Geoditischen 
auf den Tangentenflichen von Schraubenlinien, die konstante 
Kriimmung besitzen. 
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In der ganzen Untersuchung spielte die Annahme 


went 


eine Ausnahmerolle. In diesem Falle sind die Quadraturen, die die Koordi- 
naten (x, y, 2) der Kurve (A) bestimmen, nicht wie sonst ausfihrbar 
Es wird namlich: 


t‘=—— rear | Cs sin v sin - > + COs Y COS >) ©0 cos 5 ae, 
1 
Vi+ m?, 


1 v 
s= sin —- cos —- dv, 
~ Wi + an ; 2 


woraus sich die Quadraturen folgendermaBen ergeben: 


” cos v sin ~ — sin v cos 3) 08 © dv 
9 cov sin 5 i 08 5 3 av, 


Same aa [pets sino + - ig Sin 20], 
1 1 

eae eee re 
1 : 

t= wr: 


Diese Kurve liegt nicht mehr auf einer Rotationsfliiche zweiter Ord- 
nung, sondern gehért einem parabolischen Zylinder an, dessen erzeugende 
Geraden parallel zur x-Achse sind und dessen Achsenebene der xy-Ebene 
parallel ist. Die Kurve ist transzendent, sie bietet daher nicht das In- 
teresse, das den iibrigen Kurven, die rationalen Werten des » entsprechen, 
zukommt. 

Der besseren Ubersicht halber seien die Formelsysteme, die fiir die 
geometrische Darstellung der Kurven zu beriicksichtigen sind, hier noch 
einmal zusammengestellt. 


L 


Die Kurven konstanter Kriimmung. 
1. Gleichungen: 








—1 1 1 
t= Vix wt (GF OL + 2 2n)v + a gm) Sn (1 — 2n)o+ 5 ; sin v) 
1 - 
"~ TS eal cos (1 — 2n)v + — = 008 v) 
z= | ___ cos 2nv = 1—" cos 2nv. 
4mVY1 + m? 4n 


Mathematische Annalen. LXVI. 
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2. Bogenelement: 
1 


ds = COsSnv. 
V1+m? 
3. Torsion: 
t= — tgnv. 
4. Spitzen treten auf fir 
owe CFtD2, 
2n 


5. Sie gehdrt einer Flache 2. Ordnung an, deren Halbachsenquadrate 


ed, de 
sind, deren Achsenverhiltnis also 
oe | 
¢ V1 —4n? 
ist. Ihr Mittelpunkt liegt auf der z-Achse in der Hohe 





eke 2n* 
a aie 
6. Natiirliche Gleichungen: 
i a 
. 1 — m*s* 
II. 


Die Schraubenlinien. 
1. Gleichungen: 


p= p(t ome _ sin (tl — =a)e) 














1+2n 1—2n al 3n 

cos(i-+2n)v  cos(1—2n)v P 4V1+ m* 
aliens 1+2n sa 1—2n 

8 , ax aN 
vo 4myi+m? semmanatied 2mV1+m? 

2. Bogenelement: 
3 ‘ 
d6o,=+ syita? sin 2nv. 


3. Kriimmungsradius: 
e= = sin 2nv. 


4. Spitzen treten auf fir 
ka 
o= an ° 
5. Die Rotationsfliiche zweiter Ordnung, der die Kurve angehért, hat 


die Halbachsenquadrate: 
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a? = 9 nF — n*) pb’? 9 (1 —n*)? 
4 @—4n*)” ~~ 16 n3(1 —4n¥)? 


so daB das Verhiltnis der Hauptachsen 
a ~ 2n* 
c Yi—nt yi —4n? 


ist. Die Koordinaten ihres Mittelpunktes sind = 0, y= 0, = ==. 





II. 
Die Leitkurve des Zylinders der Schraubenlinie. 


1. Gleichungen: 
t= p (aor 2n)v mene) 








1+2n 1-2n 
cos(i-+2n)v cos(l1—2n)o 
u- 9g Toe 


2. Bogenelement: 
dé, = — 2p sin2nvdv. 
3. Kriimmungsradius: 
Qo = 2p sin2nv. 
4. Radius des festen Kreises: 


4np 
Ry ia 


5. Radius des rollenden Kreises: 


(> oo — fa 
o- 1+2n 
6. Modul der Kurve: 
Rv _ an 
tf  %.1—2n 
Es bedeutet ferner 
n 


die trigonometrische Tangente des Winkels, den die Tangente der Schrauben- 
linie mit der z-Achse bildet. 


Beispiele. 
1. Man nehme 
1 


w——- 


Die Schraubenlinie ist dann der Schnitt des tiber der Kardioide 


— i p{sin 5 o —2sin—v} 


No = — + p{cos : v—2 cos =v} 


4 3 
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konstruierten Zylinders mit dem Ellipsoid 
a+y? yy 


a?* c? 
wobei 
8 ./az 
= gi V35 
und 
~ > v2 
= Zz 
so daB 
a 1 1 
¢ 2y70 


wird. Die Schraubenlinie gehért also einem lang gestreckten Rotations- 
ellipsoid an, dessen Rotationsachse den Durchmesser des Aquators um 
mehr als das 16 fache tibertrifft. 
Die entsprechende Kurve konstanter Kriimmung 
i= aloe . v + 14sin ; o+ 13 sino}; 
{5 cos : v + 14cos : o+ 16 cos}, 


— 4d 


z 4 cos 2nv 
24 


liegt auf dem einschaligen Rotationshyperboloid, dessen reelle Halbachse 


aaa ‘a 3 = (#), 


dessen imaginire Halbachse 
- i'r -(Vi) 


ist. Die Entfernung der Mittelpunkte der beiden Rotationsflichen betrigt 
a) 
ale ek 
we Spitzen der Schraubenlinie entsprechen den Parameterwerten 
v= — ~ —3ka, sie reduzieren sich also hier auf zwei, auf die Schnitt- 
a. der Geraden 3 35 
se Gl 
mit dem Ellipsoid in den Punkten 
175 35 
&=g, ud &=—— 3° 
Die Kurve konstanter Kriimmung besitzt nur eine Spitze, fir 


v — At) 5 — 6he + 32; 
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ihre Koordinaten sind a 
35 3 
§—0, 1, f<-—a- 
Sie erreicht ihren héchsten Punkt auch in der 4 £-Ebene, namlich fiir 
v= = = 6k; 


seine Koordinaten haben die Werte: 


—— 85 
E—0, y=- f=—+5° 


( - 32 ? 
2. Fiir 
= 

o—— 
wird 

B _ 9. 

" 
die Schraubenlinie liegt also auf dem Zylinder, dessen Leitlinie die zwei- 
spitzige Epizykloide 


— =p {sin +e —Ssint}, 
%= — 5 P {cos 5 v—3.cos | 


ist. Der Radius des festen Kreises ist: 


4 
R, —_ P; 
der des beweglichen Kreises 
2 
= 3 P; 
wobei 
3 —— 
P- a V15 
gesetzt ist. Das Ellipsoid, dem die Schraubenlinie angehért, hat die 
Gleichung 


3 2 2 
sf «4% =i, 


a* é* 





und zwar ist 
4 uaz , a 1 
a= V5, =a 3, 3s 
Auch hier ist die Rotationsachse noch mehr als sechs Mal so lang 
als der Aquatordurchmesser. 
Die Kurve konstanter Kriimmung, die fiir » = ; erhalten wird, hat 
die Gleichungen: 
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Sie ist von dem sechsten Grade als Durchschnitt des Rotationshyper- 
boloids 


wo 
1 8 
a= V3, c=, 
zu setzen ist, mit dem parabolischen Zylinder dritten Grades 
512 64 ‘ V5 
Viby =| 5954" + 35 # + 2|- -. 


der durch Elimination von : aus den Ausdriicken fiir y und z erhalten wird. 


3. Dem Werte 
n= 
entspricht das Verhiltnis 
Ri 
T, ? 


also die vierspiteige Epizykloide als Leitkurve des Zylinders, auf dem die 
Schraubenlinie liegt: 


3 =e — = 
§—= p|sin 5 v — sin vi, 


3 3 
{= — ; P| cos : v — cos z°]- 
¢ =2cos = v+ ss 
wobei 
1 — 
ist. 
Der Radius des festen Kreises ist 
12 
Rk, ee P, 
der des beweglichen 
3 
To— GP: 


Die Schraubenlinie gehért dem Rotationsellipsoid mit den Halbachsen 
, 3 , 6 
t=; V2, d= —V2 


an, die also im Verhiltnis 1:10 zueinander stehen. 

















Transformation von Raumkurven. 


Die zugehérige Kurve konstanter Kriimmung 





x= VF (sin 50 + 10sin +o + 5 sino), 

y= ye (cos $v + 10 cos 5 v + 5 cos v), 
2 

ies cos v 


liegt auf dem Rotationshyperboloid mit den Halbachsen 


33 __ 88 
— a. 
Die héchsten und tiefsten Punkte der Schraubenlinie liegen, den 
Spitzen der Leitepizykloide entsprechend, auf den Parallelkreisen 


10 
hw 


2 
4 _— 3 
des Ellipsoids; die Spitzen der Kurve konstanter Kriimmung fallen wie 
immer mit den tiefsten Punkten der Schraubenlinie zusammen, wihrend 
ihre Maxima, fiir die Parameterwerte v = Gets . (2x+ 1) ein- 
eintretend, die Koordinaten 
a er 

besitzen. 

4. Die Reihe der leicht beliebig zu vermehrenden Beispiele sei mit 
dem einfachsten Fall, der fiir eine Schraubenlinie auf einem Zylinder mit 
hypozykloidischer Leitkurve eintreten kann, abgeschlossen. In diesem Falle 
wird das Verhiiltnis der Radien der erzeugenden Kreise 

R, 4n 
% m—t1 
durch die Bedingung eingeschrinkt, dab n< 1 sein mub. Infolgedessen mub 
R, > 4r 


sein, so daB die dreispitzige Hypozykloide und die Astroide als Leitkurve 
des Zylinders nicht in Betracht kommen. 


Fir 
3 
Oey 
wird 
R, = 61,. 
Die Schraubenlinie 
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g=— = p {sin > v—sinS}, 


2 rE. 
2 5 9 io 64 V ‘, 
y= 5 P | cos 3° + cos |, 
- ia cos sot, 
gehért dem Rotationshyperboloid 
&? + 7? _ f? 


a®* ¢é* 


= 1 
an, dessen Achsen 


i ae 
a= VI, ¢= V5 


sind. Die fir vo = a" auftretenden Spitzen verteilen sich auf die Parallel- 


kreise 
7 


35 
amg wd &—— | 
Auf dem letzteren liegen auch die Spitzen der entsprechenden Kurve 
konstanter Kriimmung 
a-—V sin ; v +35 sin : + 20 sin v}, 
y = {cos : v — 35 cos ; + 20 cosv} , 


7 3 


7 “ux 4 
s=—7 fiir (——— 7 ss 
die Koordinaten 
7y7 “2 
a | 
y= + ot cos = 
besitzen. 


Das Ellipsoid, dem die Kurve angehért, ist durch die Halbachsen 
27 9 
a= 7 V3, c= 5 V15 
bestimmt. 
IV. 
Geoditische Linien auf den Tangentenflichen der Schraubenlinien. 


Die Kurven konstanter Kriimmung, die bisher der Untersuchung 
unterworfen waren, stellen nur einen Spezialfall der groBen Klasse von 
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Raumkurven dar, die auf den Tangentenflichen von allgemeinen Schrauben- 
linien als geoditische Linien erscheinen. Will man sie unabhiingig von 
den Flachen, auf denen sie auftreten, definieren, so beachte man, da8 ihre 
Hauptnormalen den Tangenten einer Schraubenlinie parallel zugeordnet 
waren, daB also die sphirische Indikatrix ihrer Hauptnormalen ein 
Kreis ist.*) : 

Die Gleichungen dieser Kurven in kartesischen Koordinaten sind 
nach den am Anfang des dritten Abschnitts hergeleiteten Ergebnissen: 


S, = fr) (a’ sin nv + a” cos nv) dv, 
(1) ¥; = {fF ) (b’ sin nv + b” cos nv) dv, 


, 
4 = {f'() (c’ sin nv + c” cos nv) dv, 


Formeln, in denen 


ds 
iat 1 
fo=-zZ 
eine beliebige Funktion von v und 
, Ld ’ , ou 1 
a=—nsinv, b=—ncosvr, ‘a. 7 
m 
a” = — cos v, b’=—sinv, c’=0 


die Richtungskosinus der Binormalen und Hauptnormalen der Schrauben- 
linie, von der wir ausgingen, bedeuten.**) Kriimmung und Torsion der 
Kurve (1) war mit den entsprechenden GréBen der Schraubenlinie durch 
die Gleichungen 
my = = T COS NU, 
ds, 
"1 ds 


verbunden. Hieraus ergibt sich 


= — *% sin nV 


v 


- tee tg nv. 
Setzt man nun 
tg nv = —t, 
so wird 
a= f(v) ai g(t), 
cos* nv —1 


“1 me) ~ me OVA +t 
Daraus ergibt sich der Satz: 
Die natiirlichen Gleichungen der geodiitischen Linien auf den 


*) Die Indikatrix ihrer Tangenten ist eine sphiirische Schraubenlinie. 
**) Die Quadraturen lassen sich iibrigens explizit lisen. 
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Tangentenflichen von Schraubenlinien erhalt man durch Elimi- 
nation des Parameters aus den Gleichungen 


1 — my’ (QVA+ER, 
= p(t), 


in denen » eine willkiirliche Funktion bedeutet. 
Die Gleichungen der Riickkehrkante der rektifizierenden Fliche, einer 
Schraubenlinie, bei der das Verhiltnis von Kriimmung und Torsion 
gleich m ist, ergeben sich aus der allgemeinen Theorie in der Form: 


ds, x,a,/— 1,4 
S = = =a i“ 

b= a, + 8S, 

1 1 
a 


% 


ds, x, 6," — t, b, 


? 


"=" + 


% t 
% 
ds, x, ¢,°—%c 
§ a &, + x a q, ; 
1 a2 
% 


Gleichungen, die in unserem Fall sich folgendermaBen umformen lassen: 


E 2“, + : 1 cos? nv sine 
1 1 Vi+m? , ? 
+ _ * eos? nv cos v 
m=" Vitm * 08 v, 
1 _ 
i= — COs* NY. 


a+ mYi+m* % 
Bestimmt man andererseits die Striktionslinie der Hauptnormalenflache 
der Kurve (2,, y,, 2,), 80 ergibt sich aus den Gleichungen dieser Kurve: 


, 


x ’ 
& = 4%, + PF? % ’ 


N= + ates , 


” 


— % 
4 A + att 


durch Umformung mittels der fiir die betrachtete Kurve bestehenden Re- 
lationen: 


1 1 ; 
=z, + — — cos? nv sin nv 
bs : Vi+m* %, , 
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1 er 
= = cos" “Y COS NV 
2 = Mh Vi+m % . 
m 1 2 
f= 4, — ——=. — cos’ nv- 
Vitm % 


Die Striktionslinie der Hauptnormalenfliche einer geodi- 
tischen Linie G auf der Tangentenfliche einer allgemeinen 
Schraubenlinie liegt auf dem Zylinder, auf dem die Schrauben- 
linie eine Geoditische ist. Alle drei Kurven treffen sich in 
den Spitzen der Kurve G. 

Entsprechende Punkte der Striktionslinie und der Schraubenlinie 
liegen in derselben erzeugenden Geraden des Zylinders, im Abstande 

£ — f= cota 

stile nm n(x, *+ #,*) 
voneinander. Die Ebene der rektifizierenden Geraden und Hauptnormalen 
bertihrt daher den Zylinder: 

Die Hauptnormalen der geoditischen Linien auf der Tan- 
gentenfliiche einer allgemeinen Schraubenlinie umbiillen den 
Zylinder, auf dem die Schraubenlinie eine geodiitische Linie 
ist, und beriihren ihn lings der Striktionslinie der von ihnen 
gebildeten Fliche. 

Es bietet nachtriglich keine Schwierigkeiten, diesen Satz rein geome- 
trisch zu beweisen. Sind Q,, Y,, Q;,..- benachbarte Punkte auf einer 
Schraubenlinie des Zylinders C, ist ferner c 
die Schnittkurve des Zylinders mit einer | 
senkrecht zu den erzeugenden Geraden ge- 
legten Ebene, sind endlich 7,, 7,, 7;3,... 
die Schnittpunkte der Tangenten Q, Q,, 
Q. Qs, Q3Q,, --- mit dieser Ebene, so ist 
T,T, senkrecht zur Ebene 7,Q,q,, also 
auch umgekehrt diese Ebene 7, Q,q, senk- 
recht auf der Ebene 7, Y, 7;, das Lot P, R, 
auf Q, 7, in der Ebene 7,Q,7, also eine 
Flachennormale. Diese trifft den Zylinder C 
in den Punkten R, und R,’ der beiden 
benachbarten Erzeugenden Q,q, und Q, q%. 
Wiahit man in der Umgebung von P, auf 
der benachbarten Erzeugenden QQ, der 
Tangentenfliche einen Punkt P,, so liegt 
die Flichennormale dieses Punktes in der 
Ebene 7,Q,9,, schneidet also die Ebene 4 
7, Q.4_ in einem Punkte R, der Geraden Q,g,. Sieht man nun P, P, als 
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Linienelement einer geoditischen Linie der Tangentenfliche an, so sind 
P,R, und P,R, fiir sie zwei aufeinanderfolgende Hauptnormalen. Ihr 
kiirzester Abstand ist parallel der rektifizierenden Geraden 7,Q,, liegt 
also in der Ebene 7,Q,q, und wird erhalten, wenn man vom Schnitt- 
punkte R, der Geraden P,R, mit dieser Ebene auf P,R, das Lot RS, 
fallt. Dies besagt aber nichts anderes als den vorher analytisch her- 
geleiteten Satz. 


Anhang. 


Fiir die Darstellung eignen sich die Kurven, die aus den einfachsten 
zyklischen Kurven hervorgehen, wenig, da die resultierenden Kurven un- 
giinstige Formen annehmen, die die charakteristischen Gestalten der 
Kurvenklasse nicht deutlich hervortreten lassen. 

In den beigefiigten Figuren, 
die die beiden Haupttypen in or- 
thogonaler Projektion darstellen, 
sind deshalb zyklische Kurven mit 
einer gréBeren Anzahl von Spitzen 
zugrunde gelegt. 

Die Konstruktion geschieht 
am einfachsten in der Weise, daB 
nach der Berechnung der Zahlen- 
werte aller notwendigen Bestim- 
mungsstiicke die den Werten R,, 7, 
entsprechende zyklische Kurve 
dargestellt wird, senkrecht itiber 
ihr der Zylinder errichtet und 
dessen Schnittkurve mit der Rota- 
tionsfliche zweiter Ordnung, deren 
Halbachsen a und ¢’ sind, be- 
stimmt wird. Diese Schnittlinie 
ist eine Schraubenlinie, deren 
Tangenten die Rotationsfliche 
zweiter Ordnung mit den Halb- 
achsen a, c in den Punkten der 
gesuchten Kurve konstanter Kriim- 
mung schneidet. In den Figuren 
sind, um den Zusammenhang deut- 
licher hervortreten zu lassen, die 
Tangentenflachen durch einzelne ihrer erzeugenden Geraden dargestellt. 
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Die beiden Rotationsflichen zweiter Ordnung, auf der die Schrauben- 
linie und die zugehérige Kurve konstanter Kriimmung liegen, berthren 
einander lings des Parallelkreises, auf dem die Spitzen der Kurve kon- 
stanter Kriimmung liegen. 











Dies folgt schon aus der einfachen geometrischen Uberlegung, dab 
in den Spitzen, in denen sie sich treffen, die Schraubenlinie und die 
Kurve konstanter Kriimmung gemeinsame Tangenten haben miissen; man 
kann es aber auch aus den Gleichungen der beiden Rotationsflichen in 
iiblicher Weise durch eine Rechnung erschlieBen, die ihres elementaren 
Charakters halber hier iibergangen werden kann. 
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Rein geometrische Begrindung der Lehre von den Proportionen 
und des Flacheninhalts. 


Von 


Kart Kommerext in Stuttgart. 


GraBmann*) ist wohl der erste gewesen, der den Versuch machte, 
die Lehre von den Proportionen ohne Stetigkeitsbetrachtungen, also ohne 
den Begriff des Irrationalen, zu begriinden. Abnliche Ausfiihrungen finden 
sich nachber bei Hoppe**), Kupfer***) und in dem neueren Werk 
tiber Elementarmathematik von Weber und Wellstein}). Das Gemein- 
same in der Darstellung dieser Autoren ist, daB sie durch Rauwmbetrachtungen 
den Lehrsatz des Desargues gewinnen und von hier aus dann die Lehre 
von den Proportionen aufbauen. In der Beiziehung des Raumes liegt aber 
gerade die Schwiiche dieser Systeme, da man verlangen muB, die Sitze 
der ebenen Geometrie unter Beschrinkung auf die Ebene zu beweisen. 
Merkwiirdigerweise hilt Hoppe (a. a. O. p. 154) es fiir unméglich, eine 
Theorie der Ahnlichkeit auf die Winkelgleichheit zu griinden, ohne die 
Ebene zu verlassen. Hilbert}+) ist es aber gelungen, die Lehre von den 
Proportionen einwandfrei d. h. ohne Stetigkeitsbetrachtungen und ohne 
die riumliche Geometrie herbeizuziehen, zu begriinden. Im Prinzip kaum 
verschieden davon sind die spiteren etwas vereinfachten Darstellungen von 
Mollerup}}7) und Kneser*}). Hilbert geht von den vier Strecken 


*) H. GraBmann, Die Ausdehnungslehre von 1844, §§ 74—79. 

**) R. Hoppe, Rein geometrische Proportionslehre, Archiv d. Math. u. Phys. 62, 
1878, p. 153 ff. 

“*) K. Kupfer, Die Darstellung einiger Kapitel der El t thematik, 
Sitzungsberichte der Dorpater Naturforscherges. 1893, p. 378 ff. 

+) H. Weber u. J. Wellstein, Encyklopidie der Elementarmathematik, Bd. II, 
p. 234 ff. 

+t) D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Il. Aufi., 1903, § 14 ff. 

tit) J. Mollerup, Die Lehre von den geometrischen Proportionen, Math. Ann. 
1902, p. 277 ff. 

*+) A. Kneser, Neue Begriindung der Proportions- und Ahnlichkeitslehre unab- 
hingig vom Archimedischen Axiom und von dem Begriff des Inkommensurabeln. 
Archiv d. Math. u. Phys., dritte Reihe, Bd. 2, 1902. 

8. weiter F. Schur, Zur Proportionslehre, Math. Ann., Bd. 57 (1903), p. 205 ff.; 
sowie A. Kneser, Zur Proportionslehre, Math. Ann., Bd. 58 (1904), p. 588 ff. 
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aus, die durch zwei Parallellinien auf den Schenkeln eines rechten Winkels 
erzeugt werden, und beweist durch eine allerdings etwas verwickelte 
Streckenrechnung, daB, wenn die vier Abschnitte auf den Schenkeln eines 
beliebigen Winkels passend abgetragen werden, durch Verbindung der 
Endpunkte wieder parallele Gerade entstehen (Fundamentalsatz). Diese 
dem Geiste der Euklidischen Geometrie wenig entsprechende Strecken- 
rechnung ist offenbar nur ein Notbehelf, weil es bis jetzt unméglich 
schien*), diesen Fundamentalsatz rein geometrisch zu beweisen. Eine rein 
geometrische von jeder Streckenrechnung freie Begriindung der Proportionen- 
und Ahnlichkeitslehre scheint mir daher einem wirklichen Bedtirfnis zu 
entsprechen. Dieses Bediirfnis méchte die nachfolgende Arbeit befriedigen. 
Wir beweisen zuerst den Fundamentalsatz und dann den Lehrsatz des 
Desargues. Nebenher werden wir zugleich fast alle wichtigen Siitze der 
Proportionenlehre gewinnen, so daB streng genommen die Beniitzung von 
Symbolen unnétig ist. Wenn wir solche trotzdem einfiihren, so geschieht 
dies nur der Kiirze der Darstellung halber. Aus demselben Grunde be- 
nutzen wir auch ausgiebig die Bewegung: der Leser wird erkennen, dab 
unsere Beweisfiihrungen von der Bewegung ginzlich unabhingig sind. 
Da endlich in den ,,Grundlagen“ auch die Lehre vom Flicheninhalt mit 
der Streckenrechnung verkniipft ist, wenigstens was das Inhaltsmab**) 
betrifft, so geben wir zugleich an, welche Anderungen hier vorzunehmen 
sind, um auch die Lehre des Flacheninhalts von der Streckenrechnung zu 
befreien. Dabei schlieBen wir uns, was diesen letzten Punkt betrifft, 
méglichst enge an die Erérterungen Hilberts an und beschriinken uns 
auf das Allernotwendigste. 


I. Abschnitt. 


Die Lehre von den Proportionen. 


§ 1. ’ 
Ahnliche Punktreihen. Ahnliche Streckenreihen. 


Werden zwei Gerade, die sich im Punkt C unter dem Winkel @ 
schneiden, von einer Parallellinienschar beziiglich in den Punkten A, A,; 
B, B,; C,C,; --- getroffen, so wird dadurch jedem Punkt A der einen 
Geraden ein Punkt A, der anderen Geraden zugeordnet. Wir wollen sagen: 
Die Punktreihe A, B, C,--- ist der Punktreihe A,, B,, C,,--- dhnlich, oder 


*) Siehe hierzu auch Weber und Wellstein a. a. O. p. 246. 
**) Hilbert, Grundlagen usw. § 20. 
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die beiden Punktreihen sind dhnliche Punktreihen. Zwei Punkte wie A, A, 
nennen wir zugeordnete Punkte, die Geraden die Trager der Punktreihen: 
der Punkt O ist offenbar sich selbst zugeordnet. Wir sagen weiter, daB 
die beiden ahnlichen Punktreihen sich in parallel perspektivischer Lage 
befinden, und nennen die beiden Punktreihen auch dann noch ihnlich, 
wenn durch gegenseitige Lageniinderung der Triiger diese besondere Lage 
aufgehoben ist. 

Die ahnliche Beziehung zweier Punktreihen driicken wir aus durch 
das Symbol 
(I) O; A, B, C,---~ O; A,, B,, C,,--+, 


das wir lesen: Punktreihe O, A, B, C,--+ ist aihnlich der Punktreihe 
0, A,, B,, C,,---. Dureh das Symbol (I) soll also begrifflich ausgesagt 
werden, daB die Traiger der Punktreihen so gegeneinander orientiert werden 
kénnen, daB sie sich im Punkt O schneiden und AA, parallel BB, 
parallel CC, etc. liuft. Wir nennen das Symbol kurz eine Punktordnung und 
unterscheiden in dieser eine rechte und linke Seite. Man sieht sofort, 
daB man in einer Punktordnung die linke und die rechte Seite vertauschen 
darf, ebenso, daB man mit Ausnahme des Punktes 0 die Punkte der 
linken Seite permutieren kann, wenn man die Punkte der rechten Seite 
derselben Permutation unterwirft. 

Durch die Punktreihen sind nun auch gewisse Streckenreihen einan- 
der zugeordnet: so z. B. ist die Streckenreihe OA, OB, OC,--- der 
Streckenreihe OA,, OB,, OC,, --- zugeordnet. Wir nennen diese zwei 
Streckenreihen dhnliche Streckenreihen. Wir driicken dies kurz aus durch 
das Symbol 


(II) OA, OB, OC, ---~ OA,, OB,, OC,,--- 


das wir lesen: Streckenreihe OA, OB, OC, --- ist der Streckenreihe OA,, 
OB,, OC,, --- dhnlich.*) Damit soll also ausgesagt werden, daB die 
Trager der iihnlichen Streckenreihen so gegeneinander orientiert werden 
kénnen, daB AA, parailel BB, parallel CC, ete. wird und daB die Trager 
im Punkt O sich schneiden. 

Wir nennen das Symbol (II) eine Streckenordnung und unterscheiden 
in dieser eine linke und rechte Seite. Die einzelnen Sirecken nennen wir 
die Glieder der Streckenordnung und zwei Glieder wie OC und OC, zu- 





*) Wir vermeiden mit Absicht sowohl das Wort Proportion, sowie auch die 
tibliche Bezeichnungsweise mit den Doppelpunkten und dem Gleichheitszeichen. 
Damit soll deutlich zum Ausdruck kommen, daB es sich nicht um das Verhiltnis 
von zwei MaBzahlen handelt, und daB die zu entwickelnde Lehre etwas anderes ist 
als die in den elementaren Lehrbiichern abgehandelte Proportionenlehre. Das Wort 
Proportion wird ausschlieBlich fir das Verh&ltnis der MaSzahlen reserviert. 
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geordnete Glieder. Es folgt, daB man in einer Streckenordnung die linke 
mit der rechten Seite vertauschen darf. AuBerdem ist es gestattet, die 
Glieder der linken Seite zu permutieren, wenn man die Glieder der rechten 
Seite ebenso permutiert. 
‘ § 2. 

Fundamentalsatz. 

Fundamentalsatz: Zwei dhnliche Punktreihen, die sich in parallel 
perspektivischer Lage befinden, bleiben in parallel perspektivischer Lage, auch 
wenn der eine der Triiger um den Schnittpunkt O der Triger gedreht wird. 

Beweis: In der Figur 1 seien 0, A, B, --- und O, A,, B,,--- die 
beiden ahnlichen in parallel perspektivischer Lage sich befindenden Punkt- 
reihen, also AA, parallel BB, etc., o der 
Winkel BOB,. Wir tragen unn an OB, 
im Punkt O auf der anderen Seite von @ 
den beliebigen Winkel , an und auf dessen 
freiem Schenkel der Reihe nach die Strecken 
0A,= OA, OB,= OB etc. ab. Es ist jetzt 
zu zeigen, daB A, A, parallel B, B, parallel 
C,C, ete. ist. Offenbar geniigt es, wenn 
bewiesen ist, daB B,B, parallel <A, A, ist. 
Zu diesem Zwecke setzen wir zunichst voraus, 
daB o, kleiner als 2R —@ ist, und ziehen BL-1 — Se 
jetzt durch B, die Parallele zu OB,, die ne Te wna 
dann, wie man leicht sieht, sicher die Gerade an 
OB in einem Punkte F, schneidet; auBer- 
dem ziehe man die Gerade F,A,. Auf der 
Geraden B, O existiert jetzt sicher ein Punkt F'*) derart, dab 
(1) x AFO=<x A,F,0 
ist. Diesen Punkt F verbinde man mit F,, A und B, ermittle auf F,0O 
den Punkt 0, so, dab F,O,= FO, und ziehe durch O, mit OB, die 
Parallele, die F,A, in A,, F,B, in B, trifft. Wir zeigen nun zuniichst, 
daB O0,A,= OA und O,B, = OB ist. 

Es ist naimlich 





Fig 1. 


A FOA=A F,0,4,; 

weil < A, O,F, =< AOF (A,0, parallel FO!) und nach (1) x A, F, 0, 
= AFO und endlich 0,F,= OF gemacht worden ist. Es ist also in 
der Tat 
(2) 0, A, = OA. 

*) Fallt der Punkt F mit A, zusammen, so erleidet das Beweisverfahren einige 
kleine, leicht ersichtliche Anderungen. 
Mathematische Annalen. LXVI. 
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Aus (1) folgt, daB Viereck F,A,F'A ein Kreisviereck ist, und hieraus 


(3) x AA,F=<x AF,F. 
Weil aber AA, parallel BB, ist, so hat man auch 
(4) . x AA, F=<x BB,F. 
Aus (3) und (4) schlieBt man 

(5) x<AP,F=<x BB,F 


und hieraus, daB Viereck F,B,FB ein Kreisviereck ist. In diesem ist 
x BFO=<x B,F,9,. 
Aus dieser Kongruenz und den beiden schon oben benutzten 
OF=0F, <x<FOB=< F,0,B, 
folgt jetzt 
4 OBF=A O,B,F, 
und hieraus 
(6) OB= 0,B,, 
womit unser erstes Ziel erreicht ist. 
Der zweite Schritt ist nur eine Wiederholung des Bisherigen. 
Man bestimme auf B,F, die Punkte A,B, so, dab 


(7) B, A, = B,A, = BA= B,A,, 
(8) B, B, = B,0O, = BO= B, 0, 
weiter auf B,O den Punkt F,, dab 

(9) BF, = BF; 


ist, verbinde F, mit A,, B,, F, und weiter A, mit A,, und O mit B,. 
Jetzt kann man zeigen, dab A, A, parallel mit OB, ist. Aus den Kon- 
gruenzen (7), (8), (9) und 


x F, BO, = <x F,B, B, 
folgt nimlich zunichst 
(10) A BA, F, = & B,A,F;, 
(11) 4 B, BF, = & B,0,F;,. 
Aus (10) ergibt sich: < A, F,B, = <x A,F,B, und hieraus, dab Viereck 
A,F,,A,F, ein Kreisviereck ist. Analog folgt aus (11): 
X BF ,B, = x BF, 0, 
und hieraus, daB Viereck B,F,OF, ebenfalls ein Kreisviereck ist. 
In den zwei Kreisvierecken ist nun 
KAP, FP, = KAAS, 
<A, FF, = <x B,OF,. 
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Es folgt, daB die Winkel auf den rechten Seiten kongruent sind, und 
hieraus, daB A, A, parallel B,O ist. Nach (7) und (8) ist 4,B,=OA,; 
da weiter die zwei Strecken parallel sind, so ist das Viereck B,A,A,O 
ein Parallelogramm und somit A, A, parallel B,O. A,A, ist aber auch 
parallel mit B,O, woraus wir schlieBen, daB die drei Punkte A,A, A, in 
einer Geraden parallel zu B,O liegen. Endlich ist das Viereck B, B, OB, 
ebenfalls ein Parallelogramm [nach (8)], also B,B, parallel B,O. A,A, 
und B, B, sind beide mit B,O parallel, also auch unter sich, w. z. b. w. 

Der Beweis gilt fir alle Winkel o, < 2R— a und ebenso fir alle 
Winkel o, << 2R—a,, also weil w, beliebig klein sein kann, fiir alle 
Winkel , < 2R, womit der Fundamentalsatz vollstindig bewiesen ist. 

Wir kénnten nun sofort den Lehrsatz von Desargues beweisen, zuvor 
wollen wir aber noch einige Sitze ableiten. 

In der Figur 1 war 0,4,= OA, 0,B,=OB, wiirde man weiter 
auf O,B, die Strecken 0,C, = OC, O,D, = OD etc. abtragen, so wiirden 
C,C,, D,D, ete. ebenso durch F, gehen, wie A,A, und B,B,. Indem 
man nun dieselben Schltisse wie beim Beweis des Fundamentalsatzes, 
aber nur in anderer Reihenfolge anwendet, findet man den 

Satz 2. Liegen die Tréger dhnlicher Punktreihen parallel, so liegen 
die Punktreihen zentral perspektivisch (parallel perspektivisch, falls die Punkt- 
reihen kongruent sind). 

Satz 3 (Umkehrung). Durch ein Strahlenbiischel werden aus swei 
parallelen Geraden dhnliche Punktreihen ausgeschnitten. 

Bisher hatte immer der Punkt O gegeniiber den anderen Punkten 
zweier ahnlicher Punkt- bzw. Streckenreihen eine ausgezeichnete Rolle ge- 
spielt. Es zeigt sich aber, daB irgend zwei entsprechende Punkte z. B. 
A und A, zweier ahnlicher Punktreihen mit O identifiziert werden kénnen, 
indem der Satz gilt: 

Satz 4. Legt man die Triger von zwei dhnlichen Punktreihen so an- 
einander, dap der Schnittpunkt der Trager zwei entsprechende Punkte sind, 
so liegen die Punktreihen parallel perspektivisch. 

Es sei O; A, B, C,---~ O; A,, B,, C,,--- und die Punktreihen be- 
finden sich in parallel-perspektiver Lage, so daB AA, parallel BB, 
parallel CC, ete. ist. Man ziehe nun beispielsweise durch A die Parallele 
mit OA, und schneide diese mit dem Parallelstrahlenbiischel AA,, BB, etc. 
sowie mit der durch O mit AA, gezogenen Parallelen, so ist die Richtig- 
keit des Satzes unmittelbar evident. 

Bemerkung. Hieraus schliebt man leicht, dab, wenn die Strecken- 
ordnung 

a,b~e,d 
gilt, auch folgende Streckenordnungen richtig sind: 
36” 
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a4,a+b~ec,e+d, 
a,a—b~e,c—d. 
a+b,a—b~c+d,c—d. 

Satz 5. Werden die Schenkel des Winkels O von einer Parallellinien- 
schar besiiglich in den Punkten A, A,; B, B,; C, C,; ete. getroffen, so ist 
AA,, BB,, CC,,---~ OA, OB, OC, --- 

AA,, BB,, CC,,---~ OA,, OB,, OC,,--- 


Beweis: Verschiebt man die Dreiecke OAA,, OBB, lings OA, 
bis A und B mit C zusammenfallen, so sieht man die Richtigkeit der 
ersten Streckenordnung unmittelbar ein; ganz analog zeigt man, daB auch 
die zweite zu Recht besteht. 

Satz 6. Aus 

a, b~e, d, 
a,b~e,e 
folgt 
d=e. 
Oder in Worten: In jeder viergliedrigen Streckenordnung ist durch die drei 
ersten Glieder das vierte eindeutig bestimmt. 
Den sehr einfachen Beweis tibergehen wir. 


Lehrsatz des Desargues. 

Wenn zwei Dreiecke ABC und A,B,C, so aufeinander bezogen sind, 
daB die Verbindungslinien homologer Ecken AA,, BB,, CC, durch einen 
Punkt O gehen und zwei Paare homologer 
Seiten wie AB und A, B, bez. AC und 
A,C, parallel laufen, so liéuft auch das 
dritte Paar homologer Seiten BC und B,C, 
parallel. 

Sind zwei der drei Strecken (s. Fig. 2) 
OA, OB, OC einander gleich, so ist die 
Richtigkeit des Satzes infolge des Funda- 
mentalsatzes von § 2 evident. Wir setzen 
also voraus, daB alle drei voneinander ver- 
schieden sind und etwa OB die kleinste 
von ihnen ist. Der um O mit Radius OB 
beschriebene Kreis wird dann sicher den 
dem Dreieck AOC umschriebenen Kreis schneiden: Einer der Schnitt- 
punkte heiBe D, der nun mit A, C und O verbunden werden mige. 
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Weiter mache man auf OD OD, = OB, und ziehe D,A, und D,C,. 
Da nun OD=OB und OD, = OB, und auferdem nach Voraussetzung 
AB parallel A,B, ist, so folgt aus dem Fundamentalsatz, daB AD 
parallel A,D, ist. Nun ist vorausgesetzt, daB AC parallel A,C, ist, 
es folgt also, dab 


x DAC=<XD,A,C, 


ist. In dem Kreisviereck DOCA erginzen sich die Winkel DAC und 
DOC za zwei Rechten, es betragen also auch die Winkel D,A,C, und 
DOC zasammen zwei Rechte, woraus zu schlieBen ist, daB auch Viereck 
D,OC,A, ein Kreisviereck ist. Aus diesen beiden Kreisvierecken er- 
gibt sich 

<x D,C,0 = <x D,A,0, 


x<DCO==<xDAO. 


Die rechts stehenden Winkel sind aber kongruent, weil oben gezeigt 
wurde, daB AD parallel A, D, ist: es sind also auch die links stehenden 
Winkel kongruent und somit ist DC parallel D,C,. Da endlich OB= OD, 
OB, = OD, ist, so folgt nach dem Fundamentalsatz 


BC parallel B,C, 
w. z. b. w. 
Symbolisch kann der Lehrsatz des Desargues so ausgedriickt werden: 
Zusatz 1. Ist 
a,a,~b,b,, 


a, a, sd Cc, Cy 
so ist auch 
b, b, we, &. 


Zum Beweis nehme man an, daB in Figur 2 OA=a, OB=b, OC=c 
und ebenso OA,=a,, OB, =b,, OC,=c, ist. Die Anwendung des 
Desarguesschen Satzes ergibt jetzt sofort die Richtigkeit der Behauptung. 
Zusatz 2 (Kommutatives Gesetz)*). Ist 


*) Hilbert beweist das kommutative Gesetz mit Hilfe des Pascalschen Satzes, 
s. Grundlagen § 15. Kupfer gab den ersten sehr einfachen Beweis, den auch 
Kneser und Mollerup wiedergeben (vgl. die Literaturangaben 2u Beginn der 
Arbeit). Zu dem Satz 4 der Mollerupschen Arbeit bemerke ich, da6 derselbe aller- 
dings sich aus Satz 3 gewinnen léBt, aber doch nicht so ,,unmittelbar“ wie es an 
der angefiihrten Stelle heift. Bei dem Beweis des Satzes 7, der die Hauptschwierig- 
keit bildet, hiitte auf Hilberts Grundlagen § 16 verwiesen werden miissen; denn. der 
Beweis ist nicht bloB, wie es beiliiufig am Schlu8 der Mollerupschen Arbeit heiBt, 
dem Hilbertschen ganz analog“, sondern er ist, abgesehen von der Bezeichnung, mit 
dem Beweis von Hilbert identisch. 
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a,a,~b, b, 
so ist auch 
a,b ~a,,b, 


oder in Worten: In einer viergliedrigen Streckenordnung darf man die 
inneren (und ebenso auch die diuBeren) Glieder miteinander vertauschen. 
Beweis: In Figur 1 ist nach § 2 Satz 5 

F,A,, F,A, ~ B,A,, B,A,, 

FAs, F,A, ~ A,0;, A, 0. 
Hieraus folgt nach Zusatz 1 dieses Paragraphen 

B,A,;, B,A, ~ A,0,, A, O. 
Weil weiter B,A, = BA, A,O, = AO s. § 2 (7), (8), so folgt 

BA, B,A,~ AO, A,O. 

Es ist aber der Definition der ahnlichen Streckenreihen gemi8 und nach 


§ 2 Satz 4, Bemerkung 

BA, AO~B,A,, A, 0. 
Die beiden letzten Streckenordnungen zeigen die Richtigkeit des Satzes, 
wenn man setzt: 


BAz=a; BA,=a,; AO=b; A,O=b,. 


§ 4. 
Sitze iiber Streckenordnungen. 

Satz 1 (Sekantensatz). Schneiden sich zwei Sekanten innerhalb oder 
auBerhalb eines Kreises, so sind die vom Durchschnittspunkte aus gemessenen 
Abschnitte der einen Sekante innere, die der anderen dupBere 
| Glieder einer Streckenordnung. 

\ Beweis: OCB und ODB, (s. Fig. 3) seien die beiden 
\ von O ausgehenden Sekanten, es soll bewiesen werden, dab 
OB, OD ~ OB,, OC 
ist. Auf OB, mache man OA,=OC und auf OB ent- 

sprechend 0A = OD, dann ist 


AOCD=A0A,A 





, also 

— (1) x 0OCD= x OA,A. 
Weil aber Viereck CBB, D ein Kreisviereck ist, so folgt 
(2) x OCD= <x OBB. 
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Aus (1) und (2) ergibt sich, daB AA, parallel BB, ist, und somit 
OB, OA ~ OB,, OA,. 
Hieraus endlich folgt 
OB, OD~ OB,, OC w.z. b. w. 


In der Figur wurde O auBerhalb des Kreises angenommen. Liegt O 
innerhalb, so ist der Beweis bei gleicher Bezeichnung wértlich derselbe. 

Satz 2 (Umkehrung). Trédgt man die inneren Glieder einer Strecken- 
ordnung auf dem einen Schenkel eines Winkels von der Spitee aus ab, die 
duBeren Glieder auf dem anderen Schenkel und zwar beidemal entweder 
nach derselben oder der entgegengesetzten Richtung, so bilden die Endpunkte 
ein Keisviereck. 

Beweis ahnlich wie vorher. 

Bemerkung: Dreht man in der Figur 3 die Gerade OB, um den 
Punkt O, so bilden nach Satz 2 die vier Punkte CBB,D in allen Lagen 
ein Kreisviereck. 

Erklirung: Sind in einer Streckenordnung die beiden mittleren 
Glieder einander kongruent, etwa = b, ist also z. B. 


a,b~b,e 


so sagen wir: b ist die mittlere Zugeordnete zu a und c. 

Wie den Satz 1 beweist man leicht folgenden 

Satz 3 (Tangentensatz). Wéird eine Kreistangente von einer Sekante 
geschnitten, so ist der Abschnitt der Tangente mittlere Zugeordnete su den 
vom Schnittpunkt aus gemessenen Abschnitten der Sekante. 

Satz 4. In jedem rechtwinkligen Dreieck ist eine Kathete mittlere 
Zugeordnete zur Hypotenuse und der Projektion der Kathete auf diese. 

Zum Beweis beschreibe man 
iiber der andern Kathete als Durch- 
messer den Kreis und wende den 
Tangentensatz (3) an. 

Satz 5. In jedem rechtwinkligen 
Dreieck ist die Hohe mittlere Zu- 
geordnete zu den beiden Projektionen. “ 

Zum Beweis suche man den zur 
Spitze des rechten Winkels beziiglich 
der Hypotenuse symmetrischen Punkt 
und wende auf das entstehende Kreis- 
viereck den Sekantensatz (1) an. 

Satz 6 (s. Fig. 4). Liegen zwei 
Dreiecke A,A,A,, B,B,B, so, dab A,B,, A,B,, A,B, durch einen 
Punkt O der Ebene gehen, und sind die beiden Vierecke <A, A, B, B, 
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und A, A,B,B, Kreisvierecke, so ist auch das Viereck A,A,B,B, ein 
Kreisviereck. *) 

Beweis. Man darf voraussetzen, daB die drei Strecken OB,, OB,, 
OB, verschieden sind; denn wire z. B. OB, = OB,, so wire auch offenbar 
OA, = OA, und der Satz nach der Bemerkung zu Satz 2 evident. Wir 
nehmen nun an, daB z. B. OB, die gréBte der drei genannten Strecken 
ist, und beschreiben um O mit dem Radius OB, einen Kreis, der dann 
sicher die Strecke B, B, schneidet. Einer der Schnittpunkte sei B,; wir 
ziehen OB,, tragen auf OB, von O aus die Strecke OA, = OA, ab und 
verbinden die drei Punkte A,A,A, miteinander. Nach der Bemerkung zu 
Satz 2 bilden die vier Punkte A,B,B,A, ein Kreisviereck und es ist 
daher 

< A,A,O= x BB, A,. 


Weil weiter das Viereck A, A,B, B, ebenfalls ein Kreisviereck ist, so folgt 
x A,A,O= <x B,B,A,, 

und aus den letzten beiden Kongruenzen 
3 A,A,O =< A, A,O. 

Es ist jetzt also auch das Viereck A,A,A,0 ein Kreisviereck und somit 
x 4,4,0= <x A,A, 0. 


Weil nun, wie oben gezeigt wurde, das Viereck A, B,B,A, ein Kreis- 
viereck ist, so folgt 

xX A, BB, = x A, A, 9, 
und aus den beiden letzten Kongruenzen 

x A,A,O = <x A,B,B,, 


welche letztere Kongruenz zeigt, dab das Viereck A,A,B,B, ein Kreis- 
viereck ist. Weil nun OA,= OA, und OB, =OB,, so folgt aus 
der Bemerkung zu Satz 2 in der Tat, daB auch das Viereck A,B, B, A, 
ein Kreisviereck ist. 

Setzt man 


OA,=a; OB,=d; OA, =b; OB, =c+; OA, =e, OB, =f, 


*) Dieser Satz erinnert an den Desarguesschen. In der Tat erhilt man die 
Figur des letzten Satzes, wenn man um das Dreieck A, A, A, den Kreis beschreibt; 
dieser mige die drei von 0 ausgehenden Strahlen in C,C,C, schneiden. Man zeigt 
nun unschwer, daB die Seiten des Dreiecks C,C,C, mit denen des Dreiecks B, B, B, 
entsprechend parallel laufen. Man erhidlt so ebenfalls einen Beweis fiir den Satz. Wir 
haben obige Form gewihlt, um umstiindliche Fallunterscheidungen zu vermeiden. 
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so kénnen die Voraussetzungen des Satzes mit Satz 1 durch die Streken- 
ordnungen 


a, b~e, d, 
a,e~f,d 
ausgedriickt werden. 
Der Satz 6 sagt jetzt aus, daB, wenn diese Streckenordnungen be- 
stehen, auch die Streckenordnung 
b,e~f,e 
richtig ist. Es gilt also der 
Satz 7. Haben zwei Streckenordnungen dieselben duBeren Glieder, so 
darf man die diuBeren Glieder der einen Streckenordnung durch die inneren 
Glieder der andern ersetzen. 
Damit ist unser erstes Ziel, eine rein geometrische Darstellung der 
Lehre von den Proportionen (Streckenordnungen) zu gewinnen, erreicht. 
Zu gleicher Zeit haben sich fast alle wichtigeren Siitze der Ahnlichkeits- 
lehre ergeben; der Beweis der iibrigen Siitze, z. B. iiber die ahnlichen 
Dreiecke bietet selbstverstindlich jetzt keine Schwierigkeit mehr. In der 
Hilbertschen Darstellung der Proportionen spielt die Hauptrolle der 
Pascalsche Satz; in unseren Entwicklungen ist von demselben niemals 
die Rede gewesen. Wenn man will, kann man ihn indessen leicht aus 
Satz 7 gewinnen. 


If. Abschnitt. 


Von den Flacheninhalten. 


Da wir hier nur beabsichtigen, die das InhaltsmaB betreffenden Entwick- 
lungen in den ,,Grundlagen“ von der Streckenrechnung zu befreien, so nehmen 
wir Hilberts Darlegungen in § 18 und § 19 der ,,Grundlagen“ unverindert*) 


*) Einige Anderungen in den ,,Erklirungen“ des § 18 der Grundlagen halten 
wir indes doch fiir notwendig. In der ersten Erklirung wire es, um Mifverstindnisse 
auszuschlieBen, deutlicher, wenn es statt ,,eines Polygons ,,eines einfachen Polygons“ 
hieBe (vgl. § 4 der Grundlagen). Weiter ist in der dritten Erklirung offenbar der 
Auffassung Raum gegeben, daB zwei einfache Polygone stets zu einem einfachen 
Polygon zusammengefiigt werden kiénnen. Dem ist aber nicht so: Man nehme 
z. B. als erstes Polygon ein Polygon mit vielen spitzen Zacken (zahnradférmig) und 
als zweites Polygon ein reguliires Vieleck mit passend groBen Seiten und passend 
stumpfen Winkeln, so wird es nicht midglich sein, beide zu einem einfachen Polygon 
zusammenzufiigen. Darum ist auch z. B. die erste Folgerung, die aus den Er- 
klirungen p. 40 der Grundlagen gezogen wird: ,,Durch Zusammenfiigung zerlegungs- 
gleicher Polygone entstehen wieder zerlegungsgleiche Polygone“ in dieser Allgemeinheit 
nicht haltbar. Wir verzichten, auf die naheliegenden Anderungen in den Erklarungen 
naher einzugehen. 
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an. Die Hauptschwierigkeit in der Lehre von den Flacheninhalten liegt ja in 
dem Beweis des Satzes, dab zwei inhaltsgleiche Dreiecke mit derselben 
Grundlinie dieselbe Héhe besitzen. Zum Beweis dieses Satzes benutzt 
Hilbert die aus seiner Streckenrechnung sich ergebende Tatsache, dab 
das halbe (symbolische) Produkt aus Grundlinie und Héhe eines Dreiecks 
davon unabhiangig ist, welche Seite des Dreiecks man als Grundlinie wahlt, 
und darum eine fiir das Dreieck charakteristische Strecke ist. Es ist nun 
einigermaBen iiberraschend, daB Hilbert diese als fiir den Inhalt charak- 
teristisch bezeichnt; an und fiir sich kénnte sie z. B. auch fiir den Um- 
fang des Dreiecks eine Rolle spielen. Erst die weiteren Entwicklungen 
zeigen, daB alle inhaltsgleichen (nicht etwa umfangsgleichen) Dreiecke die- 
selbe als InhaltsmaB bezeichnete Strecke besitzen. Dem gegeniiber werden 
wir im folgenden als InhaltsmaB ein mit dem Dreieck inhaltsgleiches 
Rechteck, von dem eine Seite eine bestimmte Liinge besitzt, bezeichnen. 
Dadurch wird zugleich erreicht, daB die ,,Dimension“ gewahrt bleibt. 
Im itibrigen werden wir uns so eng wie méglich an die mustergiiltige 
Darstellung Hilberts anschlieBen. 


§ 5. 
Siitze tiber den Flicheninhalt. 

Satz 1 (Tangentensatz). Wéird eine Tangente an einen Kreis von 
einer Sekante geschnitten, so hat das Quadrat iiber der Tangente denselben 
Inhalt wie das Rechteck, dessen Seiten die vom Schnittpunkt aus gemessenen 
Sekantenabschnitte sind.*) 

I Beweis. In der Figur 5 sei 

CD die Tangente, CA die Sekante, 
CDGH sei das Quadrat iiber der 
Tangente, BCF'E das Rechteck aus 
den beiden Sekantenabschnitten, also 
FC=AC. Um nun zu zeigen, dab 
das genannte Quadrat dem Rechteck 
inhaltsgleich ist, verlangere man G H, 
bis es die Verlingerung von EF in 
K trifft, weiter mige die Gerade 
DB die Gerade GK in J, EK in L treffen. Endlich ziehe man HF, 
CK und AD. Vor allem zeigen wir, dab CK mit DL parallel lauft. 


*) Es ist merkwiirdig, daB dieser Satz allgemein mit Hilfe der Proportionen- 
lehre (§ 4, Satz 3) und mit Hilfe des Satzes, daB das Produkt aus den inneren 
Gliedern einer Proportion gleich dem Produkt aus den duBeren Gliedern ist — also 
mit recht komplizierten Mitteln bewiesen wird, wiihrend doch schon Euklid (III. Buch, 











Pig. 5. 
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Dreht man das Dreieck ACD um den Punkt C um einen Rechten, so 
fallt es mit dem Dreieck FCH zusammen. Es ist daher 


(1) x HFC = x DAC=E,. 


Da fener < CHK=<x CFK=1R, so ist Viereck CHFK ein 
Kreisviereck, also 


(2) x HFC= x HKC=E,. 
Weiter ist 
(3) xGID= x IDC=E,, 


weil GJ parallel za CD liuft. Nach einem bekannten Satz der Kreis- 
lehre ist aber < DAC =<x BDC, also 


xE,=xk. 


Aus (2) und (3) folgt, dab < HKC=< GJD ist und daB somit 
in der Tat CK mit DJ parallel geht. Das Rechteck BCFE ist nun 
dem Parallelogramm BCKL, dieses dem Parallelogramm DJKC und 
letzteres dem Quadrat CDGH inhaltsgleich; denn je zwei aufeinander- 
folgende Parallelogramme haben dieselbe Grundlinie und Héhe. Darum 
ist das Quadrat mit dem Rechteck inhaltsgleich. 

Zieht man vom Punkt C aus eine zweite Sekante CB, A, an den 
Kreis und wendet auf diese den Satz 1 an, so folgt: 

Satz 2 (Sekantensatz). Zieht man von einem Punkt auferhalb 
eines Kreises zwei Sekanten, so ist das Rechteck aus den Abschnitten der 
einen Sekante inhalitsgleich dem Rechteck aus den Abschnitten der anderen 
Sekante, wobei die Abschnitte stets vom Schnittpunkte aus zu rechnen sind. 

Aus diesem Satz und dem Satz 2 des § 4 folgt unmittelbar der 

Hauptsatz 3. Das Rechteck aus den inneren Gliedern einer Strecken- 
ordnung hat denselben Inhalt wie das Rechteck aus den duBeren Gliedern. 

Jetzt kann man alle Siitze des § 4 anders formulieren: Zunichst 
sieht man, daB der Satz 2 auch gilt, wenn der Punkt, von dem die 


36. Satz) ihn als Folgerung des Lehrsatzes des Pythagoras erscheinen l48t. Wir sind 
indessen der Meinung, da dieser Satz als der allgemeinste dieser Art an die Spitze 
zu stellen ist. Es scheint aber fiir diesen Satz bisher keinen direkten Beweis (un- 
abhingig vom Pythagoriischen Lehrsatz) gegeben zu haben. Wir geben unseren 
Beweis um so lieber, als man von hier aus sehr leicht die Lehre von den Propor- 
tionen ohne Stetigkeitsbetrachtungen aufbauen kann, falls man, wie es in der elemen- 
taren Darstellung bisher allgemein geschehen ist, das Euklidsche Axiom annimmt, 
daB zwei inhaltsgleiche Rechtecke mit einem Paar gleicher Seiten auch das andere 
Paar entsprechend gleich haben. Denn dann kann man den Satz 2 dieses Para- 
graphen umkehren und erhilt dann mit § 4, Satz 1 den Beweis des Fundamental- 
satzes des § 2. 
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Sekanten ausgehen, innerhalb des Kreises liegt. Aus § 4 Satz 4 und 
dem Hauptsatz ergibt sich 

Satz 4. In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber einer 
Kathete gleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und der Projektion der 
Kathete auf die Hypotenuse. 

Aus § 4 Satz 5 und dem Hauptsatz erhilt man 

Satz 5. In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der 
Hohe gleich dem Rechteck aus den beiden Projektionen. 

In bekannter Weise ergibt sich endlich aus Satz 4 


Satz 6 (Lehrsatz des Pythagoras). In jedem rechtwinkligen 
Dreieck ist das Quadrat iiber der Hypotenuse gleich der Swmme der Quadrate 
iiber den Katheten. 

Anmerkung: Selbstverstiindlich kénnen die Sitze 4 und 5 auch 
direkt aus dem Satz 1 und 2 gefolgert werden, gerade so wie die 
Siitze 4 und 5 des § 4 bewiesen wurden. DaB der Satz 2 dieses Para- 
graphen auch gilt, wenn der Punkt innerhalb des Kreises liegt, kann 
auch so bewiesen werden, daB man die Sehnenabschnitte passend auf- 
einander abtrigt: es entsteht dann ein Kreisviereck, auf das man den 
Satz 2 anwenden kann, weil jetzt der Sekantenschnittpunkt auBerhalb 
des Kreises liegt. 


g 6. 
Das InhaltsmaB. 


Die Sitze des vorigen Paragraphen lassen sich nicht umkebhren, 
wenn man nicht wie Euklid die Voraussetzung macht, daB zwei inhalts- 
gleiche Rechtecke mit einer gemeinschaftlichen Seite auch notwendig in 
der anderen Seite iibereinstimmen. Auch bleibt dahingestellt, ob nicht 
alle Polygone stets einander inhaltsgleich sind.*) Die Hauptschwierigkeit 
bietet der Beweis des Satzes: Daf inhaltsgleiche Dreiecke mit derselben 
Grundlinie dieselbe Hohe besitzen. 

Um dieser Schwierigkeit Herr zu werden, ist die Einfihrung des 
InhaltsmaBes erforderlich. 

Zu diesem Zwecke verwandeln wir alle bei der Zerlegung von Polygonen 
vorkommenden Dreiecke in Rechtecke, die alle eine bestimmte, an sich 
willkirliche aber wihrend der ganzen folgenden Betrachtung sich gleich 
bleibende Seite e gemein haben. Und zwar fiihren wir die Verwandlung 
eines einzelnen Dreiecks stets wie folgt aus: Es mége a eine Seite und 


*) Vgl. Hilbert, Grundlagen § 19. 
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h die zugehérige Hohe eines der Dreiecke sein. Wir bestimmen nun 
eine Strecke 2f, die folgender Streckenordnung 


(1) e, awh, 2f 


geniigt; diese Strecke ist nach § 2 Satz 6 eindeutig bestimmt. Nach 
dem Hauptsatz 5 des § 5 ist nun das Rechteck aus den Seiten e und 2f 
inhaltsgleich dem Rechteck aus den Seiten a und h. Daraus folgt, daB 
das Rechteck aus den Seiten e und f dem Dreieck mit der Grundlinie a 
und der Héhe h inhaltsgleich ist. Wir nennen deshalb dieses Rechteck 
das InhaltsmaB des Dreiecks.*) Konstruiert wird die Strecke f entweder 
nach dem Satz 2 des § 5 oder einfacher so, daB man auf dem einen 
Schenkel eines beliebigen Winkels mit der Spitze B die Strecken BE=e 
und BC=a, auf dem anderen Schenkel eine Strecke BD=h abtrigt; 
zieht man durch C die Parallele zu ED, welche die BD in F treffen 
moége, so ist BF = 2f.**) 

Es ist jetzt zu zeigen, daB das InhaltsmaB unabhingig ist von der 
gewihlten Grundlinie. Sei also a, eine andere Seite des Dreiecks, h, die 
zugehérige Héhe, so hat man analog eine Strecke 2f, zu bestimmen, 
die der Streckenordnung 


(2) €, a ~h,, 2h, 2 


geniigt. Es ist zu zeigen, dab f=/, ist. Aus der Betrachtung ahnlicher 
Dreiecke erhalt man offenbar: 


(3) a, a,~h,h 
und aus (2) und (3) mit Beniitzung von § 4 Satz 7 
(4) e, awh, 2f,. 


Der Vergleich von (1) und (4) zeigt, daB in der Tat f=/, ist. 
Wir machen nun mit Hilbert***) folgende 


Erklirung: Eine Strecke, welche eine Ecke eines Dreiecks mit 
einem Punkte der gegeniiberliegenden Seite verbindet, heiBt Trans- 
versale des Dreiecks; dieselbe zerlegt das Dreieck in zwei Dreiecke mit 
gemeinsamer Héhe, deren Grundlinien in dieselbe Gerade fallen; eine 
soleche Zerlegung heibt eine transversale Zerlegung des Dreiecks. 


*) Nach Hilbert wiire die Strecke f das Inhaltsma8. 

*) Wahlt man speziell einen rechten Winkel, so zeigen ganz einfache, vom 
§ 5 unabhingige Betrachtungen, daB in der Tat das Rechteck aus ¢ und f denselben 
Inhalt hat wie das Dreieck mit der Grundlinie a und der Héhe h. Offenbar kann 
man auch so die Sitze des § 5 leicht beweisen. 
***) Hilbert, Grundlagen § 20. 
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Man zeigt nun durch Betrachtungen, die den Darlegungen Hilberts 
in den Grundlagen p. 34 unten durchaus analog sind, daB das Inhaltsma8 
eines beliebigen Dreiecks gleich der Summe der InhaltsmaBe zweier 
solcher Dreiecke ist, die durch irgendwelche transversale Zerlegung aus 
jenem Dreieck hervorgehen. Dabei hat man die in der FuBnote **) 
dieses Paragraphen angegebene Konstruktion fir das Inhaltsma8 zu be 
niitzen. Wegen des Restes der Beweisfiihrang verweisen wir auf § 20 
und § 21 der Grundlagen. 


Heilbronn, Mai 1908. 
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Uber die Isogonalflachen eines Strahlenbindels. 


Von 


Gzore Scuerrers in Charlottenburg. 


Zu der Abhandlung des Herrn Landsberg ,Uber die Klasse der 
Flichen, welche ein Strahlenbiindel unter festem Winkel schneiden“ im 
2. Hefte des 66. Bandes der Annalen méchte ich bemerken, daB diese 
Flichen doch schon untersucht worden sind. In einer Arbeit ,Uber 
Loxodromen“ in den Leipziger Sitzungsberichten vom 12. Nov. 1902 
(S. 363—370) habe ich sie als speziellen Fall einer allgemeineren Flichen- 
familie behandelt und gezeigt (siehe S. 368): 

» Will man alle Raumkurven finden, die thre von einem festen Punkte O 
ausgehenden Radienvektoren unter konstantem Winkel treffen, so wihlt man 
auf einer Kugel um O eine Kurve c ‘beliebig. Durch die Punkte P von c 
legt man darauf die Ebenen, die dort c senkrecht treffen und durch O gehen. 
In jeder dieser Ebenen konstruiert man darauf diejenige logarithmische 
Spirale, die O zum asymptotischen Punkt hat, ferner durch den betreffenden 
Punkt P geht und drittens ihre Radienvektoren unter dem gegebenen Winkel 
schneidet. Die so konstruierten co' logarithmischen Spiralen umhiillen die 
gesuchte Kurve. 

Zugleich ist die von den logarithmischen Spiralen gebildete Fliche die 
allgemeinste Fléche, die alle von O ausgehenden Strahlen unter dem 
konstanten Winkel trifft. Auf ihr sind die Spiralen Kriimmungslinien. 
Die andere Schar von Kriimmungslinien besteht aus denjenigen Kurven, in 
denen die Fliiche von den konzentrischen Kugeln getroffen wird.“ 

Ubrigens gebe ich gern zu, daB diese Stelle leicht tibersehen werden 
konnte, auch dann, wenn dem Herrn Verfasser meine Arbeit bekannt 
gewesen wire, da diese Stelle nur eine gelegentliche Anwendung all- 
gemeinerer Untersuchungen im Raume auf einen speziellen Fall bedeutet. 


Steglitz, am 20. November 1908. 


Berichtigung 
2 2 
zu dem Aufsatz von E. Study ,,Uber die reellen Lisungen der Gleichung a + om 0", 
8. 381—336 dieses Bandes. 


Auf Seite 333, Zeile 14 v. u. ist nach den Worten ,,eine Konstante“ der Satz 
“einzuschalten: ,,Wir nehmen (zuniichst) an, da diese Konstante von Null ver- 
schieden ist.“ 





